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VORWORT. 


X^as  Bedürfniss  einer  möglichst  umfangreichen  Formelnsammlung, 
welches  der  Verfasser  bei  seinen  praktischen  Arbeiten  empfand, 
war  die  Veranlassung  zu  der  Zusammenstellung  des  vorliegenden 
Werkes.  Es  wurden  alle  irgendwie  nur  praktisch  verwendbaren 
Formeln  aufgenommen,  von  den  rein  theoretischen  nur  so  viel, 
als  nothwendig  erschien.  Dass  diese  Sammlung  nicht  erschöpfend 
sein  kann,  braucht  wohl  nicht  speciell  gesagt  zu  werden.  Auch 
war  es  mir  nicht  möglich,  eine  jede  aufgenommene  Formel 
bezüglich  ihrer  Werthigkeit  zu  prüfen.  Es  wird  wohl  kein 
Mathematiker  an  eine  Formelnsammlung  diejenige  Forderung 
der  Genauigkeit  stellen,  wie  aif  stereotypirte  Logarithmentafeln. 
Doch  ist  schon  Vorsorge  dafür  getroffen,  dass  die  etwaige  zweite 
Auflage  diesem  Ideale  möglichst  nahe  komme.  Das  wird  aber 
nur  durch  die  vereinigte  Arbeit  Mehrerer  geschehen  können. 

Was  die  Anordnung  und  Zusammenstellung  der  Formeln 
betrifft,  so  wurden  zunächst  die  wichtigsten  vorangestellt,  auf 
welche  die  minder  wichtigen  je  nach  dem  Grade  der  Formver- 
wandtschafb  folgen.  Durch  diese  Anordnung,  in  welche  man  sich 
bald  hineinlebt,  sowie  durch  die  Register  dürfte  die  Auffindung 
irgend  einer  Foimel  so  leicht  sein,  als  es  überhaupt  in  einer  so 
ausführlichen  Formelnsammlung  angeht.  Ganz  besondere  Sorgfalt 
wurde  der  speciellen  astronomischen  Abtheilung  gewidmet,  die 
durch  mehrere,  eigens  für  dieses  Werk  berechnete  Tafeln  be- 
reichert ist  Die  Correctheit  der  Tafeln  dürfte  wenig  zu  wünschen 
übrig  lassen. 
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VI  Vorwort. 

Durch  ihre  Fülle  des  Materials  ersetzt  die  vorliegende  Formeln- 
Sammlung  nicht  nur  ein  Uehungshuch  für  das  Studium  der  höheren 
Mathematik,  sondern  sie  eignet  sich  auch  dadurch,  dass  sie  das 
Wichtigste  an  die  Spitze  stellt,  vorzüglich  zur  Repetition.  Von 
diesem  Standpunkte  ausgehend,  wurden  vorzugsweise  jene  Partien 
bearbeitet,  welche  die  mathematische  Physik  umfassen.  Denn  für 
die  technischen  Anwendungen  derselben  haben  wir  zahlreiche  For- 
melnsammlungen in  speciellen  Ingenieur -Kalendern  und  Taschen- 
büchern. 

Obschon  ich  vollkommen  überzeugt  bin,  dass  ich  nur  ein 
Menschenwerk  geliefert  habe,  so  hoffe  ich  dennoch,  dass  diese 
Sammlung  sich  viele  Freunde  erwerben  wird. 


Prag,  im  Juli  1894. 


Der  Verfasser. 
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n 


»■  »^ 


^^  /y^^^v-.^t*i4 '  »^^ 


Oyklometrisolie  Fimotionen. 

NB.     Die  folgenden  Gleichungen  sind  wegen  ihrer   Vieldeutigkeit  vor- 
sichtig zu  gebrauchen. 


1)    arc sin x= 2 aresin  y -^  —  -^Vl  —  x^  =  -^arcsin2xVl  —  x'^ 


7t  .  X 


=-  arc cos  Vi  —x^  ~^-k  —  ^trc cosx^=arctgn 


Vi  —  x^ 


1  — V^l  — a;2       1        ^     2ii;Vl— a:2 
=.2arc<^ _ =  ^arctgn    ^_^^^ 

1  1 

=^  arc  scc    ,—         ^=T  arc  cosec  — 

Vl  —  x*  ^ 


2)    arcco$x=2arecosy -^^^=-^arccos(2x^—\)  =  arcsinVT^x^ 


=  ~  arc  tgn       * — z — =  arc  sec —  =  arc  cosec 


2         ^       2a;»— 1  x  V\—x^ 

«X          .            CS     — l+Vl  +  ä;>       1        ^         2x 
3)    arctgnx=2arctgn ' ■ =  2'^*'^^^**r^Z~? 


X 


^     .     .  l/-l  +  Vi-f-a:» 


Vl+a?«  '^        2Vl+a:« 

1  .       2a;  1 
=  7rarcstWq-3 — T  =  grccQS    .- 

2  1-Jr^*  Vl+rc« 

Vl  +  VlT^       1  l-a:» 

=tz  2  arc  cos   1/  '-—==rrz=^^  =  --  arc  cos  :;—. ;: 

=:rr  —-  —  arc  cot  X  =  arc  cot  —  =  circ  scc  V^  1  +  a;^ 
2  o; 

VTT^ 

r^  a  rc  cosec ' —  • 

X 

4)    arc  sin  X  +  arc  sin  y  =  aresin  [x^\  —  2/^  +  i/ Vi  —  a;-^} 

liask»,  mathem.  FormeliiBammlung.  1 


2  Cyklometrische  Functionen. 

6)   arc COS x  +  arc  cosy  =  arc  cos  {^ y  +  Vi  —  a;*^  Vi  --  y^] 

6)  arctgn  x  +  arc  tgny'=  arc  tgn  j  J^^r  ^  | 

7)  arc  sin  X  +  arc  cosy  =  aresin  [xy  +  Vi  —  a;*  Vi  —  y'} 

=  arc  cos  [y  Vi  —  x^  +  a;  Vi  —  y^\ 

8)  arctgnx  +  arccoty  =  arc  tgn  ^^S^   =  arcco^  ^  "*'.  ^, 

i;f^y  ^y  ±  1 

9)  In  Bezug  auf  die  Vieldeutigkeit  merke  man: 


/ 


arcsinx  =  nn  -^  ( — l)^\arcsinx\  ,    ^^^     .    ^ 

arccosx  =  2n7t  +  \arccosx\  I 

arctgnx  =  nx  +  \artgnx\ 
arccotgnx  z=  nn  -j-  \arccotgnx\ 
10)  arcsi7i(-^  x)  =  —  arc  sin  x 
arc  cos  ( —  x)  =  tc  —  arc  cos  x 
arc  tgn  ( —  x)  =  —  arctgnx 
arccotg(-^  a;)  =  —  arccotgnx 


Zusatz  zu  §.  1. 

Bezüglich  der  Vieldeutigkeit  der  cyklometrischen  Functionen 
mögen  folgende  Andeutungen  genügen:     Sei  u  der  Bogen  des 
ersten  Quadranten,  x  sein  Sinus,  so  gelten  folgende  Gleichungen: 
sin  u  =  X  tt  =  arc  sin  x 

cos  u  =  Vi  —  x^  w  =  arc  cos  Vi  —  x^ 

X  X 

tgn  u  =  u  =  arc  tgn 


yi  —  x^  ]/T^  x^ 

etc.         ^ 
Allgemein  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sin  i/o  =  X 
in  der  Formel 

u?  =  -^  ^  ( -^  —  arc sinx\  +  2xst 

X     ■  i/|        If       Jdif       Öj      •       •      • 

weil  die  Bögen 


arc 


Cyklometrische  Fanctionen.  3 

alle  •  denselben  Sinus  haben.    Aus  demselben  Grunde  haben  wir 
allgemein 

sinx  -|-  arcsiny  =  ~  qp  |—  —  arcsin{xy\  —  y^ 

+  t/Vl  —  a;»)}  +  2x3r 

.  zu  schreiben,  weil  der  Bogen  möglicherweise  über  den  Quadran- 
ten hinausgehen  kann.    Sei 

sinu  =  X    also    u  =  arcsinx 

sin  V  =  y  v  =  arc  sin  y, 

so  wird  im  letzteren  Falle  cos  (u  -f-  v)  negativ.    Nun  ist 

cos(u-^v)  =  Vü^^  Yi^y^^xy  =  -— =ill^^Ül!} 

wir  haben  demnach 


arc  sin  x  -j-  arc  sin  y  =  arc  sin  [x  Vi  —  y'^-\-y  Vi— a?'}> 

wenn 

x^-\-y^<l 

arc  sin  X -\-  arc  sin  y  =  n  —  arcsinlxVl—y^-^yVl  —x^}y 

wenn 

a?»  +  y«  >  1. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man 

arctgnx-{-arctgny  =  arctgi^\     '^'       a;y<Cl 

1      xy 

X    1    7/ 

arc^(7nir+öt^c^5'wy=  ^  — arctgn  ■  rry  >•  1. 

1      icy 

Ueberhaupt  hat  man  bei  jedem  Problem  alle  Umstände  sorg- 
fältig in  Betracht  zu  ziehen  und  zu  beachten,  dass  die  im  §.  1 
aufgestellten  Werthe  nur  für  die  Winkel  im  ersten  Quadranten 
gelten.  Wie  die  Formeln  zu  gebrauchen  sind,  mögen  folgende 
zwei  Beispiele  zeigen. 

L   Man  beweise,'  dass 


VI  —  X    ,      1  .  n 

— ö r  "o  ^^^  stnx  =  — 


X    ,    \  ,  n 

-^  arc  stnx  =  -^ 

Setze 


.   1/1  -  a:  1 


arc  sin  y  — ^ —  =  P»    ö"  (^^(^sinx  =  g, 
so  wird 

1 


1 


4  C^^klometrische  Functionen. 

und  zugleich 

1  ==  sin2p  -j-  2sm«g; 

diese    Gleichungen   müssen   zugleich    bestehen,   wenn  die  obige 
Relation  gültig  sein  soll.    Wir  haben: 

und  damit 

1  ==  sm(Ä  —  2^)  +  2sin^q 

1  =  cos  2  g  -[-  2  sin^  g, 

d.  h. 

cos  2  3'  =  1  —  2  sin^  g, 

dies  ist  aber  eine  bekannte  Relation. 

U.   Man  bestimme  x  aus 

arctgn 7  —  arc  tan  — j — 7  =  — r. 

^a;—  1  ^a;+l        12 

ISei 


so  wird 


also 


oder 


woraus 
folgt 


arctgn =  a,    arctgn  — -; — r  =  ßi 

2 
tgn{a^  ß)  =  —, 

a  .       2         ff 

a  —  /S  =r  arctgn  ^  =  j^ 

m 

l,  =  tgn^^  =  2^V3, 
a?  =  +  (1  4.  Vs) 


§.  2. 
Näher  ungswerthe, 

1)    Bis  auf  die  3ten  Potenzen  von  a  ist: 

a  =  sin  uY  seca 


sinn 


,8/ a 

=  l/cos«  =  cos  -7= 
«  ^  1/3 

f(/w  «  =  3  a  —  2  S2M  « 

tgna 


=  3  —  2 1/cos  « 


Näherongswerthe. 


2)     CÖ6-  TT  «  =  1  — 


-J:^ ; (Maximalfehler +  0,0002 

_a)yill^  j(Com.lleud.l880,p.305) 


6  -h  ic  ^* 


3)    %(l+^)  =  ^6-^~^n=^        0<9<i 

^v       .  60  —  7  x^    .         _  >^  ^^ 1 

6)  stnx  —^W+Tx^'^^  ^<9<J2öö 

-TV  12  — 5a;>     ■       ^        '  n^^^  i_ 

7)  cos^  =___4-^a;«  0<9<iiö 

8)  ardgnx      =^15-^-9^""^"^^  0<^<4i 

nv  •  60  —  17  a;«  x'f  A^«^  1 

9)  arcstnx      =  ^eo  -  27^«  +  ^  r=^«  0<(.<^ 

10)  Zoff(n+x)  =  ;o^n+g-,(^^\^).  O<0<1 

11)  Ist    9  <;  20 15,  so  kann  man  setzen: 

hgsinv    =log<p"  +  a-k^logcosv  „3.%!"= 4,6855749 

logtgnv    =log<p"  +  a  +  ^clogcosq>  ^^^^  =5,3144251 
logcotgn<p  =  —  log€p*'-\-h^\clogcosq> 

Hier  sind  die  Log.  die  gewöhnlichen. 


§.  3. 

Grenzwerthe. 

Sei  lim  *  =  0 ,  lim  w  =  oo ,  a  eine  reelle  Zahl ,  9)  eine  be- 
liebige Function,  so  wird: 

1)  lim  (m  v)  =  lim  u  lim  v 

2)  liM(l)  =  p^ 
^  \v/       limv 

3)  lim  tt"  =  Qim  uf"^^ 

(\  4-  6)« 1 

4)  lim  ^    —   ^ =  +  w 


6 


Grenzwerthe. 


O«'—  1 


5)    lim — ^ —  =  loga 


1 

51 


6)  lim  (1  4-  i)    =  Im  L_s)   =  « 

7)  lm'^  =  lim^-^  =  lim^-r^^==lim^!^^^ 

8)  KmMl+JLi)  =  a 

0 

9)  limdlogd  =  0 

10)  Zi'm  -jj —  =  e 

11)  Zm|<ö\a"'  ~  \)   =:loga 

12)  lim  5^  =  ?tm  {g,  (ö  +  1)  —  9> (©)} 


13)    Jtin^^i^ft-^  — Zem[9(a>)] 
^  9^(<^) 


14)    lim  «{(Va  —  l)  —  i  (i/o  —  l)*  +  i  (Va  —  l)  +  •  •  •}  =  %  « 

l    00     a;^  1 

16)  ZiwÄ  {9?(a)  +  g?(a  +  ^)  H 9(*  —  ^)}  =   1  (p(x)dx 

a 

17)  Z/w  - 1  l/ö  —  1  +  Vw^ 


2'i  + Vo-  3^  +  ...}=  j 


Zusatz  zu  §.  3. 
Ein  Beispiel  über  die  Auswerthung  der  Grenzwerthe:  limS=(). 

^"^  [rs  -  2g(e^Vl)l  =  ^'"^  Ä 1^  -i^l) 

,.     n  (6''^  — 1]        ,.    %^  e''^— 1         1  «9 

=  lim Tz\  ^j,  .   A  =  lim-T' 5 ^.  ,   ,  =  —— 

A  S  [e"^ -j- li  4       ;r*       e"^-^!         8 

Seien  oe  und  ß  zwei  beliebige  positive  Grössen  und  ß  <^  a. 
Setzt  man 


Grenzwerthe. 


Sei  femer 


«x+i  —  ß 


80  wird 

<^  —  ßn  =  (^-^J  («  —  /J) fo «1  ...««-1 

and 

lim  (ccn  —  ßn)  ==  0, 

d.  h.  die  Grössen  of»  und  ßn  convergiren  gegen  denselben  Werth. 
das  sogenannte  arithmetisch  geometrische  Mittel  von  a  und  ß 
welches  man  mit  M(aß)  zu  bezeichnen  pflegt 
Vergl.  Gauss,  Gesamm.  Werke  II.. 

§.4. 

Die  Mittelwerthe. 

1)  Sei  8  =  ^-—^, 

n 

so  ist 

m/ix)  /  =  Km  /(«)  +/(«  4-  S)-  +/(a  -f  ^'^=^g) 

a 

2)  3R  a;P  =       ,         |)  positiv  und  ganz, 

3)  9Ha*  =  ^^V— ^ 

jx      an     •  1   —  COS  j;  Oll     •    o  !  .     \   —   C0S2x 


7)    5)1  ( !: \  —  —  ardagn  x 

^         Vi  +  W  "~  ^ 

\Vl  —  xV        X 


arcstnx 


8  Mittelwerthe. 


sem. 


9)    (a  —  ß)  m  [f(x)]  =  I  f{pc)dx  a  und  ß  können  variabel  sei 

Theilt  man  die  Fläche  ü"  in  n  Rechtecke  AjJ.Ay,  so  ist 
J7  =  n  A  a;  A  y 

Umfixy)  =fff{xy)dxdy 

Die  Integrationsgrenzen  sind  durch  die  Begrenzung  des  für 
X  und  y  gegebenen  Spielraumes  bestimmt 

Vergleiche:    Schlömilch,  Handbuch   der  algebr.   Analysis 
und  •  Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  S.  260. 


§.  5. 

Funotlonen  complexer  Variabelen. 

NB.    Die  in  [  ]  stehenden  Aasdrücke  Bind  mehrdeutig. 

1)    [a*]  =  a*[l*]  =  e*[^^«^     n  \  eine  beliebige  -f-  ganze  Zahl, 

2)     p   =e^,2nni  j=yzrT    y+;  =  l±! 

3)      1*«   =:  e-**»"* 

5)  e~       =  {cos  n  9?  db  *  sin  »  9?)  =  (cos  9  i  t  sin  9)* 

6)  l/cosa.i  2Si/ia  =  cos  —  (a  -|-  h%)  i  isin  —  (a  -f-  fc») 

n«/—  fc  JE      ,      .     .       Ä  TT 

1^1  =  COS h  tszn  — • 

,,/ 2fc+  1        ...    2*4-  1 

|7 —  1  =  cos ■ —  n  +  tsin ■ — ä 

^/-T-.  4Ä+  1        ,    .   .    4Ä4-  1 

1/  4-  *  =  cos  — ?~ —  n  +  tstn  — jr-^ —  n. 
^  —  2n  ~~  2n 


Ylr=    +1,-1  Y^^r=   +  J    _  ♦ 


FuDCiionen  complezer  Yariabeleii. 
^=4-1,      —  1+1/5  + «VlO-  2V5^ 


1  +  1/5  —  »VlO  —  2V5 


_  1  _  \/5  +  t  VlO  — 2V5 


4  '    

_  1  _  |/5  _  ,VlO  —  2 1/5 


t''iri  =  _  1    1  +  1/5  +  tT/io-  2V5 

4 

1  4- 1/5  —  t'Vio  -  2V5 

4 
1  —  \/5  4-^'VlQ  — 2V5 

1  -  y^  -  ^']/io  ^  2  Vs 

4 

Die  Gleichung 

x»»  —  2a^cösg3  +  1=0 
hat  die  Wurzeln 

2Jcx  4-  <P   I    .   .    2Jcn  4-  <p 

a;  =  cos  —  +  %  sm • 

n         --  n 

7)  7{w/l*   =2(Ma;  +  m)3ri 

8)  l'Av   =:  cos2{mx  +  ny)7c  -]-  isin2{mx  -{-  nii)7i 

9)  Ä  =  2  -4-  =  ~  log  ,    '    . 

10)  sm  9  =  ö~-  {^^  "~  ^^*}     cos  9  =  -^  {(fp^  +  e-^P') 

1   6^9"  —   1 

11)  arcswa;  =  ^  -^  Tlog{x'\- Vx^—l)    Vergl.  §.  1,  9. 


I 


2 

»»  >  1  =  —  f  —  4  %  (Vx»  -  1  -  a;) 


10  .  Functionen  complexer  Variabeln. 

arccosx  =  — r  log  (x-\-Vx^  —  1)=»+  —  log  (Vx^—l — x) 
.  1,     1 — ix        ij     i  +  x         1,     l-\-ix 

12)    y  =  i  log(€03<p  +  isinq>)=±log  \  ';^  ^^^^ 

^    ^  1  -f  ne  "^  2"  ^^  1  4,  ^2  +  *  {^^^ ^ö'wm  —  arctgnn] 

14)  arcsinxi  = r  %  (Vi  +  a;^  +  ^) 

=  4-  log  (Vi  +  a;«  -  «)  «»  <  1 

Ä  1  /— — — — 

15)  arc  cos a; i  =  -jr-  -f-  —  %  (Vi  +  x^  4"  ^) 

z=^-jlog(Vl  +  x*-x)  «»<1 

ic\  i  1t1+^         1,1— as  ,_, 

16)  arc«(/na;t  =  -^%5— -^  =  2-%pq3^  a;«  <  1 

,  Ä    ,    1  ,     l  +  a;        ITT        1  _     1  —  a; 

lj«+l  l.a;— 1      ,^, 

17)  arc co<(a;0  =  |  _  1  Jo«,  (|^Y         «'  <  1 

18)  e*  +  »»'  =  e*  cos  y  -(-  i  e*  sin  t/ 

19)  a*  +  **'  =  a*  cos  {y  log  a)  -f-  i  a*  sin (y  Jo^r  a) 

20)  log{x  +  iy)  =  logV^^^rj^^ 

21)  s?n (a;  -j-  «y)  = ^ sma;  +  * jt cosx 

oox  /      I    •  N        e»  +  c-v  .ey  —  e-y    . 

22)  cos(a?  -(-  «y)  = cosx  — -  i smx 

_-,     ,     ,     ...        2sm2a;  +  «(e«v  —  c->») 


x-\- 

X  — 


Functionen  complexer  Variabein.  H 


,     ,    .,       2sin2x  —  H^'>-e-*y) 

24)  clgn(x  +  ty)  =  ^y  ^  g-'y  ^  2cos  2x 

^  (e»  4-  e-y)cosx  +  ^(g*  —  e-»)swa; 

25)  seeix -\- ty)  =  2 ^^  _|_  ^^y  _|_  2  cos  2  x 

^  (e»  -I-  er-»)  sin X  —  i(^  —  e-^jcosa; 

26)  cosec(x-\-ty)  =  2 ^ay _|_  g- «v  _  2 cos  2 x 


27)    Sei 


so  wird: 


28)    Sei 


2  5  =  V(l  +  xy  +  y»  +  V(l  -  a:)"  +  y' 
2 T=  V(l  +  a;)»  +^  -  V(l  —  a;)»  +  y» 
B  =  5  +  VS«  -  1, 

arcsin(x  -\-  iy)  =  arc sin  T -\-  ilogB 

arc cos(x-{-  iy)  =  arc  cosT  —  ilogR  Vergl.  §.  1,  9. 

2x  x'  +  (i  +  y)« 

—  Jtr  —  -:; — i    zz        ;  V  —  ^4    1/1  4i^3' 


»» +  y»  -  1         '^  -  35«  +  (1  -  yy 

so  wird: 


arc(y»(a;  +  »y)  =  -^  arc<^»P  +  4  %  ^  «»+y*<l 

=  ^{7t  —  arctgni—  P)}  +JI09Q  x»+y»>  1 

=  1  arcdgn  -  -^  —  j  %  Ö  a?8+y2>l 


Zusatz  zu  §.  5. 

War  bei  den  cyklometrischen  Functionen  eine  grosse  Vor- 
sicht nöthig,  so  ist  hier  die  allergrösste  am  Platze.  Es  dürfte 
sich  bei  einem  jeden  Problem  die  Untersuchung  auf  dem  Wege 
der  Funkentheorie  empfehlen,  wozu  sich  in  der  Functionentheorie 
das  Nöthige  findet. 

Wohin  der  unvorsichtige  Gebrauch  führen  kann,  zeigt  fol- 
gendes Beispiel. 

Es  ist 

folglich  auch 

Wir  haben  also 


12  FunctioueD  coinplexer  Variabelen. 

Da  nun  e^+**^*  ebenfalls  gleich  e  ist,  so  würde  daraus  das 
absurde  Resultat 

folgen,  welches  für  jedes  ganze  n  gelten  müsste. 

Beispiel:  — ==  wird  für  a:  >  1  scheinbar  imaginär,  wel- 
Vl  — X» 

ches  ist  der  reelle  Werth?    Wir  haben 
arccos 


also: 


^,=i\-\'^(-+y^^w=-v 


arc  cos  x        log  (x  -\-  Vx^  —  l)  ^    , 

-y  =  —   ,/  — -^  wenn  rc  >  1. 

Vi  —x^  Vx^  —  1 

Insbesondere  ist  das  über  die  cyklometrischen  Functionen 
Qesagte  hier  zu  beherzigen. 


§.6. 
Hyperbolisclie  Functionen. 
1 

1)  sin hyj) <p  =  -r  sintpi  cos hyp ip  =  cosq> i 

K  1  -\-  9* 

3)  arc  cos  hyp  tp  =  log  (9  -j-  Vy»  —  l)  =    /--==£= 

J    Vq>^  —  1 

4)  arctgnhyp^  =  \log\±^  =  Jj^^ 

5)  arcsechyp<p  =  logi — I-  t^— -  —  i)  =  —  / ^ 

6)  arccosechypw  =zlog( — l- 1/— - -f-1 )  =  —   / — ,   ^ 

7)  e^*^  =  cos  hyp  (p  +  sinhypq) 

8)  sinhyptp  =  |  (ev  +  ^^)        coshyptp  =  1  (ev  —  e-v). 
Vergleiche:     Gud ermann,  Crelle's  Journal,  Bd.  6,  7,  8,  9. 

Günther,  Lehre  von  den  Hyperbelfunctionen. 


r 


Facultäten.  13 


§.7. 

Die  Facultäten. 

1)     Wir  bezeichnen  mit 

a^/ä  =  o(a  +  d)  (a  4-  2d)  H (a  +  ^r=~ld) 

die   Facultät  mit  der   Basis  a,  dem  Exponenten  n  und   dem 
Angment  d. 

Ist  a  =  1,  so  wird 

1»%^  =  1  .  2  .  S  .  .  .  (w  —  1) 
eine  Factorielle  genannt 

'  2)  a"l-^  =  a{a  —  d)  {a  —  2  (?)  .  .  .         (a  —  n  —  \d). 

3)  a*J«  =  a"       a-"'®  —  —       aP^^  —  1. 

4)  a—i*«      =  ^  ^ 


(a  —  d)'»!-*'       (a  —  rf;  (a  —  2 d)  ...  (a  —  nc/) 
5)     a-l         =o-'    (a  +  fd)  "   ' 


»1« 2.|d 

6)       ]/a*\*  =a" 


7)    a«"^"'"    =  o«'''(a +  ^dV-(a -(-^d-l-n— Id) 


8)    „-f-^^ 


(a  +  nd-  :^djfH 


i-\a 


93       „f-'^^fg-nd/ 


(a  —  d)"l<« 
10)    o    « 


(a-|d)f|''(a-|d-«d)""' 

Vergleiche:  Oettinger,  Crelle's  Journ.,  Bd.  33,  wo  die  Facul- 
täten-Theorie  sehr  ausfuhrlich  vorgetragen  ist,  S.  1, 117,  226,  329. 
Weierstrass,  Abhandlungen  zur  Fuuctionentheorie. 


14 


11) 


Facultäten. 

• 

Einige  Facultäten: 

0!—    1 

5!  —  120 

101  —  3628800 

11—    1 

6!  —  720 

11!  —  39916800 

21—2 

71  —  6040 

12!  —  479001600 

31—6 

81  —  40320 

13!  —  622702080Ö 

41  —  24 

.91  —  362880 

14!  —  87178291200. 

§.8. 

Identitäten  und  Binomialcoeffloienten. 

A.    Identitäten. 

1)  (ac  — ftd)«4-(ad  +  6c)5  =  (ac-f-6d)84-(ad  — ftc)« 

2)  (aa  +  bßy  +  (aß  —  bay  =  («s-f  ft»)(a2  +  /}3) 

3)  (aa  +  6/3  +  cy)3  +  (a/3-6a)«+(ay-ca)«  +  (6y-c/Sp 

=  (a«  +  6«  +  c2)(aa4-/3«  +  y2). 

Sei 

A  ^=  aa  -{-  by  -{-  cß 

B  =  aß-j-ba-^cy 

C  =  ay  -\-  bß  -\-  Ca, 


80  wird: 

4) 
5) 


(a4-&4-c)(o  +  ^4-y)  =  A-\-B+C 

[a»-f6«-|-c«— (aft+ftc+ac)]  [a«+/3«+y«— (a|3-|-/Sy-|-osy)] 

6)  [a»+&»+c»  — 3aJc][a»-f /S»+y»  — 3o/Jy] 

=  A^-i-Bi+C^  —  SABC 

7)  (a  +  b)(b-\-c)(a-j-c)  =  (a-\-b-{-c)(ab-\-bc-^ac) 

8)  (a  +  6)(6  +  c)(a+c)  =  i[(a  +  &  +  c)>— (a^+J'  +  c')] 

9)  a»  (6»  —  c«)  +  i»  (c«  —  a»)  +  c»  (a»  —  6«) 

=  (o  —  b)(b  —  c)(a  —  c){ab-\-ac-\-bc) 

10)  (b  —  a)(c  —  a)(c  —  b)  =  o»(c  — *)4-6»(a  — c)  +  c'(*  — «) 

11)  (6  —  o)(c— a)(c— 6)  =  o(6»  —  ci)-\-b(c^  —  o»)+c(a«  —  6») 

12)  (a-}-6  +  c4-d)*+(a+&  — c^d)»+(a+c  — 6  — d)» 

+(a-f-d  — 6  — c)»  = 

13)  (— a-fJ  +  c+d)»  +  (o  — 6  +  c  +  d)»+(a4-6  — c+d)« 

-f(o  +  6+c— d)«  =  4(a«+6«+c»-(-d»). 

14)  (a  +  6  +  c)»  —  (&  +c  —  o)»  —  (c-f  o  —  6)>  —  (a+6  —  c)» 

=  2iabe 


Identitäten.  15 

15)  4o«6«c>  — (J«  +  c«  — a»)(c«  +  a9--63)(a«  +  6a  —  c2) 

=  a«(62  4-c>  — a»)  +  6nc»4-a2  — ft2)  +  c2(a2  +  i^--<?^> 

16)  (a  +  ft  +  c)(a+6-.c)(a~ft  +  c)(-a  +  64-c) 

17)  (a  -  6)»+(6  —  c)2+(c  -  ay  =  2  [(a  -  6)  (a  -  c) 

+  (6  — a)(6-c)  +  (c-a)(c  — 6)]. 


B.    ßinomialcoefficienten. 

w  (n  —  1)  "  -  (n  +  1  —  A;) 

1  ■^•i/«*«/p 


»)  (")+G;i)=Gii) 

»)  '-C)+G) -•(-')"  ©-<-•*'("!') 

4)  (;j)=,o  »<i 

«)  ©+et')-+a)=ati) 
')  a)+G:>)(o+G-.)(o+-a)=cr) 
»)  ("f  )=®+(n:)+a=D+- 
»)  (:i;)=c)+r;")+(%-^)+-- 

■"  ("t")=a)+G".)+(:+.')+-('tT') 

->  ("f)=(ö)(:)+a)C-. )■••(:)(,-») 

13)        ^  =.  +  («) +  («)  +  ...(;;) 

'»)  ■  C.")='+G)'+G)'+- ••+(:)■ 


16  Binoniialcoefficieoten. 

(^)  =  Ofiir-l<n<ao 


§•  9. 

Gombinationslelire. 

1)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Permutationen   von  n  ver- 
schiedenen Elementen  ist  gegeben  durch 

P(m)  =  n! 

Sind  darunter  r,  s,  f, .  .  .  gleiche,  so  ist 

^  ^       rl  sl  t\... 

2)  Die   Anzahl   der   einfachen  Gombinationen  von  n   ver- 
schiedenen Elementen  zur  rten  Glasse  ist: 

Eine  einfache  Gombination  enthält  jedes  Element  nur  einmal. 
Die  Anzahl  der  Gombinationen,  in  welchen  sich  die  Elemente 
wiederholen,  ist  für  die  rte  Glasse: 

C:  =  C[«,r]  =  r«  -  1  +  ♦•')  =  n(n+l)       in-l-\-r) 
•»  \  r         /  1.2  ...r 

3)  Die  Anzahl  der  einfachen  Variationen  von  n  Elementen 
zur  rten  Glasse  beträgt 

V(n,r)  =  r\  ^^)  =  n(n  ~  l)(n-2)...(n  -1+4 

Die  Anzahl  der  Wiederholungsvariationen  von  n  Ele- 
menten zur  rten  Glasse  ist 

K[n,r]  =  n^ 


Partialbrache.  17 


§.  10. 

Zerlegung  in  Partialbrüolie. 


1)    Sei 


80  wird 


fix)  _       f(x)       _ 

F(x)  ~  n{x—a;)~  -^x  —  o,' 

•^  ^    ^  «i    —    «1 

2)    Sei  n  gerade  und  n  >  w,  ferner 


2x  4-  1  ,         2x 

w  n 


80  wird: 


r-^ 


a**  2  V-,  cosmax  —  xcos{m  -\-  l)a, 


=  -  V 


a:"  +  1     '  n  -"^^         ic*  —  2  .t  cos  a^  -\-  l 
^  ^         +(-1)"  +  '  ^ 


1        n{x—  1)    '    ^        '        w(ic-|-  1) 


1-1 
,    2^  >^  rc^os(m  +  l)&x  —  cosmh 

"•    n  ^         x"^  —  2xcosb^  4-  1 


I 


3)    Sei  n  ungerade  und  n  >  w, 
x^ 1 ,    2^    ,^-^   cos  w  ax  —  X  cos  (m-\-  l)a, 


j;»4_i  ^   n(i-^x)   '   n    --^  x'^  —  2xcosax-j-l 

a^    1  .    2     _,   rrcos(m4-l)ö^<  —  cosma^ 

x* — 1      «(a:— 1)  '   n    ^  x^ — 2xcosafi-\-l 

Laska,  matlMni.  Formelnsammlung.  2 


18  Factoren. 


§.   11. 

Zerlegung  In  Factoren. 

1)  x""  —  a""  =  (x^  —  a«)  (x^  —  2axcos  —  -\-aA''' 

(x^  —  2axcos 7t  -\-  aA 

2)  o:»  -4-  a"  ==  (x^  —  2axcos 1-  a« j  •  •  • 

(x^  —  2ax  cos 7t  -\-  aA 

wenn  n  eine  gerade  Zahl 

3)  a?"  —  a"  =  (ic  —  a)  f  a;«  —  2arc(?os  — -f-«')-** 

(x^  —  2axcos 7t -{-aA 

4)  a:" -f- a"  =  (ic -f- «) ( ^'  —  2axcos  — f-  a« ] •  •  • 

( ic^  —  2  a  a;  cos    ^    «  -f-  a*  ] 
wenn  n  eine  ungerade  Zahl. 


Arithmetische  Progressiondn. 
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§.  12. 

Arithmetisclie  Progressionen. 


Gegeben 


Gesucht 


Formel 


a 

d 

n 

a 

S 

8 

a 

n 

8 

cf 

n 

8 

a 

e 

n 

a 

<r 

l 

a 

n 

l 

S 

n 

l 

a 

n 

l 

a 

n 

8 

a 

l 

8 

a 

l 

8 

a 

d 

l 

a 

& 

8 

a 

l 

8 

e 

l 

8 

6 

n 

l 

S 

n 

8 

d 

l 

8 

n 

l 

8 

n 


a 


=  -4±V«.  +  (.-4)' 


l  ^  a  -]-  (n  —  1)J_ 
l 

l 

l 


=  —  — 


8    ,    n  —  7   . 


8 
8 
8 
8 


n 


f  {2a  +  (n^l)d) 


2d 


n 


j  r«  +  y 


n 


j^(2l'-(n^l)&) 


l  —  g 

n  —  1 

28  —  2an 

nin  —  1) 

28  —  l  —  a 
2nl  —  28 

n(n  --  1) 


n  =  1  + 


l  —  a 


n 

« 

n 


""     2d     ±*^<f"*"      4<r2 


28 

a  +  l 


a 
g 

g 
g 


Z  —  Cw  —  i;  (f 

8        n  —  i   , 
(f 


=  l±V('  +  ^)*-^- 


n 


i  =  g  +  f  w  —  i;  cT 


n 


f«  +  »;-j 
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Geometrische  Progressionen. 


§.  13.. 

Geometrische  Progressionen. 


Gegeben 


Gesucht 


Formel 


a 

e 

n 

a 

e 

s 

a 

n 

s 

e 

n 

8 

a 

e 

n 

a 

e 

l 

a 

n 

l 

e 

n 

l 

e  n  l 

e  n  8 

e  l  8 

n  l  8 


a    n    l 


a 

n 

8 

a 

l 

8 

a 

l 

8 

a 

€ 

l 

a 

e 

8 

a 

l 

8 

e 

l 

8 

8 


a 


n 


l  = 
l  = 

1(8 
l  = 


a  -\-  (e  —  1)8 

€ 

(e  —  l)8en-i 
en  —  1 


»  =  a 


en  —  1 


8  = 


€  —  1 
le  —  g 
e  -  1 


8  = 
ff  = 


I  ,n— 1  n  — 1  )    l  ,n  — 1  n— 1  ) 

=  \l        — a        /:v         — «       / 


l  (en  —  1) 


a  = 

a  = 

a  = 
a  (8 


l 


8 


f  n  —1 

(e-  1) 
(en  —  I) 

le  —  (e  —  1)8 
—  a)n-l  —  l(s  ^  l)n-l  =  0 


n—1 


r    a 


e 

e^ 

e  ■=  (8  —  a):(8  —  l) 


8        .   8  —  a 
—  €  A =  0 


8   —   l 


en— 1  -j_ 


s  —  l 


=  0 


n 


j_  log  l  —  log  a 


+  1 


n  = 


n  = 


n  = 


log  e 

log  [a  -^  (e  —  1) s)  —  log n 
löge 

logl  —  logg , 

loy  [fi  —  a)  —  log  {s  —  l) 
log  l  —  log  (le  —  (e  —  1)  s) 
log  € 


l 

8 


=  a 


a  c»»-i 
en  —  1 


€  —  1 
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§.  14. 

Einige,  insbesondere  höhere  Progressionen« 

1)  Die  Reihe 

Ip,    20+  1)     3(i)  +  2)... 
hat  zum  allgemeinen  Glied 

an  —  n(p  4-  «  —  1), 
und  zum  Suromenglicd 

ff„  =  in(w-h  l)(3i>-f  2«  -2). 

2)  Die  Reihe 

i'«,    (p-^)(q-n    0>-  2)((Z-  2)... 
hat  zum  allgemeinen  Glied 

a»  =  (i^  —  w  4-  1)  (g  —  w  4-  1), 
und  zum  Summenglied 

Sn  ^  ln{6pq  ^  (n  -  1)  (3p  -f  Sg  -  2n  +  1)} 

3)  Für  eine  Reihe 

Gl  a^a^a^  ,  .  . 
ist 

^Ui  d  a^i  J  a^  ,  .  ,     die  erste  \ 

d^cii^^a^  ...       n    zweite  l  Differenzreihe. 

^^Ui  ...       „    dritte] 

Das  allgemeine  Glied  ist  gegeben  durch: 

Das  Summenglied  ist  gegeben  durch: 
g,.=  na,  +  (^^  Ja,  +  Q  d^a,  +  Q^^«!  +  •  •  • 
Man  beachte,  dass 

z/3  Ol  =  a4  —  3  »3  -|-  3  o,  —  ai 


22  Figurirte  Zahlen. 

allgemein 

J^ai   =  «r  +  l  —  y^  Or  +  Qj  ar-i h  (—   l/  Q  »l 

und  für 

r  >  m 

wenn  die  Progression  von  mter  Ordnung  ist,  d,  h.  wenn  sie  nur 
m  Differenzenreihen  besitzt. 


§.  15. 

Figurirte  Zahlen. 

Sei 
1     1,    1  4-d,    1  +  2d,      1+3«,      1  +    4Ä,      1+5*... 

Bilden  wir  die  Summenglieder 

II  1,    2  +  Ä,.  3  +  3d,      4+    6*,      5  +  10d\      6  +  15*... 

III  1,     3  +  *,    6  +  4*,    10+10*,    15  +  20*,    21  +  35*... 
So  werden 

II    Polygonal- 1 

Sei  in 

1)  II    *  =r  1  (Triagonalzahlen)      1,  3,  6,  10,  15  .  .  . 

2)  *  =  2  (Tetragonalzahlen)    1,  4,  9,  16,  25  .  .  . 

3)  III    *  =  1  /Dreiseitigel  p^ramidalzahlen^  ^'  ^'  ^^'  ^^'  ^^••• 

4)  *  =  4  Vierseitige  1  ^yraraidalzahlenj  ^^  ^^  ^^^  ^^^  ^^  ^ 

So  wird 

Reihe  AllgemeiDes  Glied  Summenglied 

n(n  +  1)  n(n'^  l)(w  +  2) 


1) 


2)  n3 


3) 

4) 


1.2  1.2.3 

n(n+  l)(2n  +  1) 
1.2.3 

n(w+  l)(n  +  2)      n(n-]~  l)(n  +  2)fn  +  3) 
1.2.3  1.2.3.4 

n(n  +  l)(2n  +  1)  nfn  +  l)g(n  +  2) 

1.2.3  3.4 


V 


[ 


Gonvergeiu-  Kriterien. 
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Ferner  ist 


S_    ,  ne"  c"  —  1 

.3[«+ (»  —  l)*]oe»->  =  o  jcj^£^-f  «eg  (n— I)c»-»| 


nC 


+ 


6*  — 1 


Sn(n4-1)       ^ n(n-^-l)       e^ 
1.2              ~      rT2~  *  e^^~(e— 1)2  '  (e— 1)» 


Ueber  Progressionen  und  figurirte  Zahlen  vergleiche:  Neun 
Abhandlungen  über  ebenso  wichtige  als  interessante  Gegenstände 
aus  der  Algebra  und  niederen  Analysis,  von  Lefebure  de 
Fourcy  etc.,  Stuttgart  1844. 


§.  16. 

Convergenz  -  Kriterien. 


^'«- 

—  W| 

+  «,  + 

ih-\- 

ist 

convergent, 

wenn 

1 

lim 

—  lim(Ux 

)'<i 

1) 

wenn  es 

limx  =  CO 


2)    wenn 


3)    Ist 


so  muss 


4)    Ist 


so  muss 


2'~^M2x_i  ist    (Cauchy) 
nt«(x«)    (Schlörailchj 


limx''Ux  =  0    r  >  1 


lim  X 


fix 


l  — 


U 


X      } 


>>  1     (Raabe). 


1  +  a' 


limoca  >  1     (Stern) 


u. 


w*  4"  -^w*""*  + 


A  —  a  >  1     (Gauss). 


24  Oon vergenz  -  Kriterien. 

Eine  Reihe  ist  |j.    |  vergent,  je  nachdem  das  erste,  nicht  ver- 
schwindende Glied  der  Reihe 

F,  =  lim  jx  -  ^  (X  + 1)1 

r,  =  lim  Ixlogx  —  ^  (x  +  1)  log  (x  +  1)} 


Vn  =  lim 


p 


(p««^*;:^  1  ist. 

(negativ  J 


0  W*       0  J 


Zusatz    zu   §.   16. 


Die  Theorie  der  Reihen  ist  in  der  neueren  Zeit  besonders 
ausgebildet  worden.  Da  sie  zugleich  die  Grundhige  der  neueren 
Functionentheorie  ist,  so  werden  wir  das  Wichtigste  in  der  drit- 
ten Lieferung  mittheilen.    Folgende  Bemerkungen  mögen  genügen. 

Bleibt  die  Function  F(0)  innerhalb  der  Radien  r  und  li  um 
den  Punkt  c  synektisch,  so  wird 

F(g)  =  2'  ^'^  ("  -  <0' 

—  OB 

6 
für  jedes  q^  für  welches 

r  <  ()<  Ä. 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  nach  c,  so  wird 


F{z)  ^  ^-  A,  0> 


—  00 

2/r 


A^=  ^  C F{e^)er^vid^>. 


0 

Ebenso  für  zwei  Variable 
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OD 

27T       2.T 


0  G 

Lassen  sich  die  Integrationen  nicht  ausführen,  so  bedient 
man  sich  der  mechanischen  Quadraturen,  deren  Wesen  im  Fol- 
genden besteht.    Sei 

0  =  €fP*,    <p  =  A  — , 

so  wird  e  eine  Wurzel  von  g*  =  1  und  wir. erhalten 
1 


F(g)g-  =  An  +  ^Mx  +  ^n+ax  +'- 


oder 


-.  =  72^(^)5-"-*» 


a> 


für 


Ö  =    ^^'  (An-ix  +  ^nfjx). 
1    • 

Man  erhält  also  -4„,  indem  man  das  arithmetische  Mittel  von 
9  =  0,     1 ,     2. — ,  ...     (x  —  1) 

X  X  ^  X 


für  hinreichend  grosses  x  nimmt. 

In  Bezug  auf  die  Gültigkeitsgrenzen  merke  man: 

Sei  f(x)    für    x  =  Xq,  jci,  :r2,  .  .  .  a^x 

discontinuirlich,  so  gilt,  wenn 

7HodxQ  >►  modxi  >  ...  >  modxx 
angenommen  wird,  die  Entwickelung 

so  lange^  so  lange 

modx  <i  modxxi 

wobei  X  allgemein  complex  angenommen  wurde. 
Bleiben  die  Glieder  der  Reihe 


26  Convergenz  der  Reihen. 

c^  =  «0  +  wi  4- 1*«  + 

stets  positiv,  und  ist 

Wo  >  «*i  >  w»  >  •  •  • 
ferner 


OD 


/ 


Undn 


eudlifli,  so  convergirt  die  Reihe   U. 

Wir  geben  hier  noch  die  Definitionen  einiger  BegriflFe,  die 
sich  hier  am  besten  anschliessen.  (Weierstrass,  Abhandlungen 
aus  der  Functionentheorie,  S.  69.  Vergleiche  auch:  Biermann, 
Theorie  der  analyt.  Functionen.) 

„Es  seien  unendlich  viele  rationale  Functionen  einer  Ver- 
änderlichen X  in  bestimmter  Aufeinanderfolge  gegeben 

/o  (^),  /i  (^),  /s  (x),  .  .  . 

Die  Gesammtheit  derjenigen  Werthe  von  x,  für  welche  die 
Reihe 

v-O 

einen  endlichen  Werth  hat,  nennt  man  den  Convergenzbereich 
dieser  Reihe. 

Eine  unendliche  Reihe 


00 


1=0 

deren  Glieder  Functionen  beliebig  vieler  Veränderlichen  sind, 
convergirt  in  einem  gegebenen  Theile  ß  ihres  Convergenzbereiches 
gleichmässig,  wenn  sich  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen 
positiven  Grösse  ö  stets  eine  ganze  Zahl  m  so  bestimmen  lässt, 
dass  der  absolute  Betrag  der  Summe 


00 


:Ef' 


v=n 


für  jeden  Werth  von  n,  der  ^  m  ist  und  für  jedes  dem  Bereiche 
B  angehörige  Werthsystem  kleiner  als  d  ist. 

Soll  die  Reihe  in  demselben  Bereiche  zugleich  unbedingt 
convergent  sein,  d.  h.  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  den- 
selben Werth  haben,  so  muss  es,  wie  man  auch  d  annehmen 
möge,  stets  möglich  sein,  aus  der  Reihe  eine  endliche  Anzahl 
von   Gliedern    so    auszusondern,    dass  die   Summe   von   beliebig 


BeiheDtheoreme.  27 

vielen  der  übrigbleibenden    für  jedes  der   betrachteten    Wertli- 
systeme  der  Veränderlichen  kleiner  als  d  ist.^ 

Ueber  Reihen,  die  je  nach  der  Anordnung  der  Glieder  ver- 
schiedene Summen  besitzen,  vergl.  Schlömilch,  Uebungsbuch  IT, 
§.  23;  Weierstrass  212,  V,  VI,  VIL 


§.  17. 

Die  allgemeinen  Reilientheoreme. 

1)    (Taylor) 


i2»+i  =  ^/(a;  +  Ä-y)-/<">(y)dy 


2)     (Maclaurin) 
/(x)=/(a)+/(a)^4-/"(«)^^^  +  - 


n\ 


3)    Speciell  für  a  =  0 

/(x)=/(oj4-/'(o)yJ+/"(0)|!H-.../(-)(0)||+iJ„t, 


X 


0 

^+1 


■^  ^(»-f-l;! 


28 


Reihen. 


4)  /W  =/(«)  +  {/'  (^)  ^(^)  «P  (^) 


x»o 


Die  Reihe  von  Bürmann:  Hindeburg's  Archiv  II,  S.  499 
(1798). 

5)    Ist 
so  ist 

Reihe  von  Lagrange. 


§.  18. 

Allgemeine  Reihen. 


X     ,    X 


1)  ««=l+-+-,+^+...+_j+... 

2)    a  _  1  + -j— +  ^-2|— H ;n~+" 


o;  und  a 
beliebig 


X** 


3)    log(l'{-x)  =  x  —  lx^'{'\x^ (— 1)" h---  1^^>— 1 


4)    sm:.  =  .;-3j+^-...eir^_^^^  + 


5)    Cösa?=  1— 2j+jj 


a: 


2 11 


(-^)"i;r!+ 


X  beliebig. 


^x    .  1    1    ,  ,    2    .  ,    17    ,  ,     62     „  ,      1382      ,,  , 

G)    tonx  =  0^+3X3+ j3X.+3-j.x^  +—xH-y5^y25x"+- 


2««(2ä*-  1)  ,.'"~/  a;2»-»  + 


(2  H)! 
7)    co<i7»^=^-|a;-^x»-g|^x»-j;^a;r-g3^^g 


2 


a;9 — 


3r>a;>--3r 


8)       ^ccx^.\^%-\~^-^^^^^^^^ 


Reihen;  29 

10)  arcsinx  =  x-^^x^'^^^x^>+:^^x^  +  ^^ 

2.4.ü...2n        2w-|-l^         "^  ^^ 

NB.    arcsinx  =  —  —  arccosx. 

l  i  a^an  +  i  

11)  arctgnx  =  x  —  -^x^'\'-=-x^ (— 1)":^ j-^A a;2<  1 

^  3*5  ^^2w+l'  ^ 

2       x~  ^     x^  ^       ^  2w  +  l  a?2»»  +  i        = 

NB.    arctgnx  =  -^  —  arccotgnx. 

Ä  1 

arctgnx  =  --  —  arctgn  — 

12)  Man  beachte,  dass,  wenn 

ist,  und  /(a;)  =  ß  gesetzt  wird,  so  dass  x  =  <p(s)  resultirt,  dass 
dann 

wird.    So  folgt  beispielsweise  aus 

1  3 

arc sinx  =  X  -\~  -pr  ^^  -\-  -rx  ^^  -^ 

b  '40 


•  •  • 


•  •  • 


1  3 

£r  =  (sin  ^)  +  -TT  («V«  jsr)3  +  jk  G*^^'w  jer)^  -}-... 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  die  inverseu  Reihenentwicke- 
lungen. 


so  Hoihen  mit  BernouUi's  Zahlen. 


§.  19. 
Reihen  mit  BernouUi's  Zahlen. 

„         2«(2n-l) 

2«(2n-l)(2n-2)(2n-3) 
"^ 1.2.3.4 2?,«-4 +•••(-!)  =0. 

R_l     R_l      7>_1     7J_1     R_5     7?-  691 
i^i  -  -ß,  ^»— 3Ö'  -^»-42'  ^'-30'  ^'  —  66'  ^"""2730' 

Bj  =  1,  B4— 5,  ^6=61,  i?«  — 1385,  B,o  =  50521,  JBi,= 2702765, 

•     4)      1  +  gJÜ  +  gTW  +  •••    =  -2"   72^  ^*— > 

1  1  2*"  —  1 

0)1 ^4--!^ =r    ^  ^*~ 


32»    '    53"  "    (2w)l    2'^"  +  2 


7)     Sei 


n  — OD 


21-7  =  9>('>0y 


n- 


in^ 


so  wird 


yri  «-8  3jr4  jrl 


6  ^^  '^        25,7946...'    ^^^        90'    ^^^       295,121.^... 


915     ^^^        2295,286...     ^^  ^        9450 
gx      Q  1  ^  _  1  I    J_  __    ^^^-gj 


2.3.4:c"»^8 


_|_...  _j_  (p^w)- 


Logarithmische  und  Exponential-BeiheD.  31 

Vergleiche:  Schlömilch,  Comp.  II,  p.  211  6t  ssq.  besonders 
für  die  Reihe: 

^+l  +  i  +  *"  ^=0,5772156649. ..4-%x  +  ^ 

Viele  hierher  gehörige  Summen  und  Reihen  findet  man  bei 
Euler,  Einleitung  in  die  Analysis  des  Unendl.  L  Bd.  Deutsch 
von  H.  Maser,  Grunert's  Archiv  I,  111.  Grelle,  Journ.  IV,  26. 


§.  20. 

Logaiitlunlsclie  und  Exponential- Reihen. 

1)     fo<7a?  =  (x-l)-~(ir-l)^  +  l(rc-l)«-..,     2^a;^0 


2^"^      "^    '    3 
X—l    .    1  /a;  —  IV   .    1  /:r  —  1\8 


^>i 


•  •  • 


3)    ,.,(,  +  *)  =  Zo,.+2|2^  +  |(2^y  + 

2n+l\2a;  +  A/        '^'" 
a:  >>  0,  wenn  Ä  >  0 ;    a;  >  ä,  wenn  A  <C  0, 

0   '<w[^=2{«=+|i*+|"+-5;rTi''"*'+-|"<' 

1  /  1  \2»»+^  1 

6)  ,^,=..j(£^-;)+i(e,-;)'+i(:-^;+-i  .>« 

1     •  1 

7)     /o^ j:  =  -jr  log{x  +  A)  +  o-  %(a;  —  A) 


5)    log 


+i0+.K^)'+T(i)"+-+Kr+-i 


a;>A 


32  Logarithmische  Reihen. 

8)  togx  =  -^  log(x  +  ä)  +  ^  hg{x  —  h) 

4- /— ^!— 4- i /^— Ü_  V -U 

9)  log  (rr  -f-  2)  =  2  log  (a?  +  1)  +  log  (a;  —  2)  —  2  Zo^r  [x  —  1) 

+  2(^;^  +  |(jn^)V^(^^  ^sehrgross. 

Reihe  von  Bor  da. 

^"2r^^^"  2"^'"4T^*"^ — 

1 

-j /pio-L...  3r'>»a;'!> — tc 

^467775       ^  ^^^      ^ 


A 


11)    ?05fcoSÄ?  =  —  |(2«— 1)2^x3  +  ... 


-l-i(2an_i)22n-i^^a:2~-f ... 
'    w  ^  ^  (2n)!         ' 


=  -{i-*+Ä^+^^  +  2lIö^'  +  1^5^"+' 


3r  ^     .  n 


=  —  ■5-  mn*a;-f:-ö-s»n*a;  +  -5-stn«a;  + 


+  -siM«"a;4-..-2>a;>  — - 
12)  7o^  <5W  a:  =  ?05r  a; + 1(2  —  1)  2»  ^  a:»  +  • .  . 

1  (2s«-i  _  1)  2*"  ^'i-J  a;2»  + . .  4 
w  ^  '        (2  n)!         '1 

7  I    1     ,  1    7  _  ,     62      ,  ,     127      , 

=  %a;  +  -a.»  +  g^a:4  +  __.^«  +  __^8 

,      146      ,„  ,         Ä  % 

+  6Ü825^    +•••  2>^-2 


13) 


16) 
17) 


18) 


20) 


•21) 
22) 


23) 


24) 


Exponentialreihen. 


33 


«^  =  «(l+«  +  |i«\+|r*'+^a:*  + 


«X 


14)    e^ 


15)    e~»' 


_       ,        ,    «»       3a5<       8a;»       3a;«   , 


21 


41 


5t 


61 


=  «('- 


2! 


4! 


6! 


^.  =  x  +  .  +  t+>g.  +  t^  + 


21 


31 


41 


,    I        ,    a;*    ,    2  a;'   .    5  a;*    . 


2! 


31 


4t 


•  •  • 


^^tgnx  —  \A.xA-  —  —  —  —  —  — 

'         *     2         6         "'' 


24 


19)    log 


1  —Vi  —4a;  ,3     ,    ,    4.5    ,    ,    5.6.7   ^, 
2^ =  ^+2*' +  273*' +  27376^+ 


,     stna? x^        ^*    _    ^* 

^^"T"  —  —  T^TSÖ  ^  2835 

c*  +  e-*  /     2«        ,    2* 
cosx  =  l  —  IT  ^    •    Qf  ^ 


— ^— 5,nx  =  2»^ 
c*  — 1"~        2+'62r 


"^61^       101 


•  •  • 


30  4!  "^42  61       30  81"*"' 


§   21. 

Arcus  Sinus-Reilien. 


2J     [arc  sin  x]^  =  o:»  + 1|  3»  A  +  ■l^a;5 


+  U3«.5«.(l  +  l  +  ^).H- 


L»sk«,  mAtbem.  FormelnuuiiiulaDg. 


i; 


•  •  • 


34  Simu-ReiheD. 

ox      ^n ST        •  ^'    I      2      -         2.4       ,   , 

3)     Vl^x^aTestnx  =  ^""  3"+-3~5^       3""5~7^  + 
..      arcsinx  •    2    ,  ,  2.4    ^  ,  2.4.6    ,  , 

Für  1)  bis  4)  x^  <  1. 
§.  22. 

Sinus-Reihen. 

1)  5tw9)-f-sm29-| stnnq>  =  {szn-^stn — ^ — (p):stn-^ 

2)  smy  +  sinSy-f-«»«    sm(2n — 1)9  =  sin^  n  (p :  sin  (p 

o\  0  .  ,      ,    2    sin*  rr  ,  2 . 4  sfn^  a:  , 

3)  a:^  =  stn^x  +  j.^^-\-^^-^+... 

4)  xcosx  =  sinx — ';rsin^x  —  -;r-Tsin^x — t<^<Ct 

o  0.5  4  4 

115 

5)  log{l  -\-x)  =  sinx—-^sin^x-\-'^sin^x--j^sin*x-\ 

Ä         m  1  1 

7)  9"""  2   "^  swg)  +  -^sin2g)-|-~sin'9-| 0<qp<2;r 

8)  2  ^^  sing)-— -^  s^n29?-j— 5-sin3g? — n:<^q><in 

n  11 

9)  -j  =  sinq)-\'-^sinZq>-{"^sinf>(p'] 3r>.9)>0 

Ä  11 

10)  —  g)  =  sing)  —  ■öjSm.Sg)-!-  — sinög? n'^q>'^ — « 

Ä  2  4        • 

11)  —  cos  9  =  :j— g  sm  2  <p  +  «— e  5m  4  9) 

-f-  ^—7  sin  6  9  -f"  •  •  •    0  <  qp  <  « 
.       nsinatp_     sing»  2sin2<p    ,  ^^ 

3rc«y  — e-°y_    sin<p         2stn2<p    ,  ^  ^  „,  ^  „ 
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14)  r jr ^^— 1 — T  =  xsinw-{-x*sin2q> 

^       l  —  2X€0Sip'}'X^  ^    '  ^ 

15)  arcto  z ^^ —  =  xstnw  +  -?r-'?w  2  op 

o 

,-...,..-.,  .  ^  n      cos(n+l)xsinnx 


2sina; 


Zusatz  zu  §.  22  ff. 


Es  ist  vielleicht  rathsam,  auf  einige  divergente  Reihen  auf- 
merksam zu  machen. 

Setzt  man  in  der-für  x^  <Z  l  geltenden  Entwickelung 

,  ~-  ^  =  1  +  X  4-  x^  +  x^  +••• 

x  =  r(coS(p  -f-  isinq>)j  so  werden,  so  lange 

modx  <  1, 

also  so  lange 

r»<  1, 

auch  die  daraus  hervorgehenden  Reihen 

l  +  rcosw  ,    , 

1  +  2rcQsy  +  r^  =  ^  ±  ^"^"^  +  ^^^^^^y  +  ... 

gelten,  nicht  aber  für  r  =  1,  demnach  sind  die  Reihen 

1  +  cos  9  -f-  cos  2  9  +  cos  3  9  -|-  •  •  • 
and 

sin  9  +  sm  2  g)  -|-  sm  3  g?  ±  •  •  • 
divergent. 

Wie  man  andere,  hier  nicht  vorkommende  endliche  Summen 
bilden  kann,  liegt  an  der  Hand.    So  z.  B.  aus 

2 cos^ X  =  l  -{-  cos2x 
wird 

n  n 

2  ^*  cos^jfic  =  w  +  ^^cos2xa?. 


36  Cosiniis  -  Beihen. 

Nun  ist  aber  §.  23,   Formel  1),  ^cos2oix  gegeben,   also 

haben  wir  • 

-^-'  stn  X 


§.  23. 

Oosinus-Reilien. 


1)  \-\-coS(p -f- cos2fp -\ cosnq>=^{cos -^ stn  — ^ —  y  ) •  ^«w  n" 

1 

2)  log cos^  =  —log2-\-cosq)  '--^cos2ip 

1  n 

+  jCös39 0  <  9  <-^ 

tii  1 

3)  Zoy  st»  ~  =  —  %  2  —  cos  g)  —  -^  cos  2  9 

—  jCos39) 0  <9<-^ 

4)  jT^  — g?j  =  rosg)+— ros3g)  +  ^cos5<p  +  ...  O^qp^ar 
^.     «     .  1        cos  2  g)        cos  4  cp        cos  6®  /^  ^      _  w 

n  e^v-\-e^°*P 1        acosq>    .acos2(p 

■2e«''  — c-«^  "~"  2a""l«4-a2"'"  22  +  a»  —^^9^« 

.     9r  cos  a  g? 1     ^^  acosq)        acos2(p 

^    "2  sm  a»  "~  2a    '    12  —  a«  ""  22  —  a» 

,    acosSg? 
+  32  -  a» -^^<P^^ 

-|-a;8cos3g)+"    a;'<l 
9)    —  Zö^  Vi  —  2  iT  cos  9?  4"  ^*  =  ^  ^s  9  +  o"  ^^  ^<^s  2  gp 


C) 


Seihen, 
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§.  24. 

Einige  oft  gebrauchte  Reihen. 

i\   1  asinx  i    1     «    •    « 


-j-  -«  a'smS^r  + 


2)   tgny  =  ntgnx 


,    n  —  1     .   ^ 
y  =:  X  -] ; — T  stn  2  X 


n  +  1 


3)   cosy  ==  cosx -4- b     y  =  x : -prcotgnxl—. —  ] 

^  '  ^  sma?      2      *^       \smxj 

'         ^                   *          ^            '  cosa;   '    2  ^      \cosxJ    ' 
5)    j  --  2cotg2x  =  tgnx-^  -^tgn-^  -^  ji(fnj-\ 

Ueber  Sinus  und  verwandte  Reihen  s.  J.  Fourier,  Analyt. 
Theorie  der  Wärme,  übersetzt  von  B.  Weinstein,  Berlin  1884. 
(Theorie  und  Literatur.) 

Vergl.  auch  Schlömilch,  Compendium  II,  Braunschweig 
1879. 


i 
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Binomial  Beihfln. 


§.  25. 

Binomial-Reilien. 


l)(a+6)-  = 


^"'"(m  — 1)!11  +  *"'    (n-x)!x!  +  "1 


3)     (1  +  x)' 


4)    (1-0;)-  =  l-(^)a;+Qa;»  +  ...fi'ii^Qy...a;»<l 


5)    (1+a;) 


,— n 


6)    (1  -  X) 


1— n 


')    (!  +  *)■ 


=  >-(:)rf^+(")(rf^)'+ 


«»<  1 


«»<  1 


(-•)■(:)  (tt-j+ 


a;>  — i 


n 

m 


8,  (i+.f^i+^.-i&|ig-w'"-")f:7-w... 


n 

m 


9)    (1-Ä?)  =1 


»  ^      n(m— n)^,  _  n(w-~n)(2m— n)^, 


n(w  — n)...[(x—  l)w  —  n] 
1 . 2 . 3 . . .  X .  m* 


a;*+...    a;«<l 


Bioomial  -Beihen. 


89 


10)  vi-hx=i+ix-ld^?-\-hi4x*-l^i44x*+ 


-(-ly 


2.4       '    2.4.6  2.4.6.8 

1.1.3.5...(2x  — 3) 


2.4.6...(2x) 


x''-\ «»<! 


11) 


VTT^ 


j     7      ,        21      .  . 
+  256''       iÖ24^ +••• 

,       1       ,  1.3    ,      1.3.5    ,  ,   1.3.5.7^ 

^-2^+2:4^'-o:6  ^'+2X6:8^- • 


2.4.6...(2x) 
I    231     , 


12) 


fl-\-x  =  l+^x- 


1024 

1.2    ,      1.2.5    ,      1.2.5.  8   ^, 


3.6 


3.6.9 


3.6.9.12 


^^       ^         3.6.9.12...(3x)        ^  ^ 


9 

154 
6561 


81 


243 


729 


13) 


1 


fiT 


=  1 


1       ,   1.4   ,      1.4.7    ,  ,   1.4.7.10    ^ 

3^+3:6^'-o:9^'+----^-^*- 


3.6.9.12 

.    a!»<l 


,       1      ,   2    ,      14   ,  ,    35    ,      91     , 
=  1-3^+9  *'-8i*'+ 2-43 ^*-729*' 

^6561 


14) 


{ 


i-Vrri 


X 


2x 


1  I        I  »»(^4-3)  „ 


1.2 


n(n  +  4)(n  +  5) 
^  1.2.3  ^ 


40  Binomial-Beihen. 


15) 


1) 


n(n  —  4)  (n  —  5) 


1.2.3      ^ 
1   .  11  .   7  .  .  2447 


16)  (l  +  x)  =e[l-^a.4-2i^'-i6^•+576ö•^*-••• 
17)  Vl-faa;4-ia;»+ca;'+da;<  =  l  +  |-a;+^(6  — j)a;» 

18)  frT^=l  +  ix-la;»  +  ^x.-... 


fr+7=l+lx-A^,+ 


6     72    ■  1296 

39 


55   » 


•  • 


^1  +  ^  =  1+1_3^,^ 


7     49    '  1029 

35 


*^^      ~8     138   ^1 


104 
68 


x3  — 


a;3  — 


a;3  — 


9     81    '  2187 
K  ^  -r  •*'     '10    200   ~  6000 


§.  26. 
Polynomial-Reihen. 

a -j- ßx -j- yx^ -j- '  '  '  '  '  • 

Aa  —  a  =  0 

l?a  +  ^/5-6  =  0 

Ca-f  B/J  +  J[y  —  c  =  0 

i)a -f  (7/J  +  i^y  + -4«  -  d  =  0 


Polyuomial-Reiheo.  41 

2)  [a^bX'i-cx^-\-    ■  ']''  =  Ä-}-  Bx+  Cx^-\ 

-4  =  a* 
aB==  nbA 
2aC  z=^  {n  —  \)hB  -}-  2ncÄ 
8aD  =  (n  —  2)&C+(2n  —  \)cB-\-^ndA 

3)  log{l  +  aa;  +  6x2  H )  =  A-\'Bx-\-Cx'^'^ 

A  =  a 

B^  —  \Aa-\'b 

C  =  -  IBa  —  1^6  +  c 

2)  =  — f  Ca  -  IBb  -^\Ac-j-d 

A  =  a 

C=c  +  lAb  +  lBa 

D  =  d  +  ^Ac-\-^Bb-^\Ga 

5)    oy  +  6y«  -f  cy3  -| =  Ax  -{-  Bx^  +  Ca?»  -j 

y  z=  ax  '-\-  ßx^  +  ya;*  -|-  .  . . 
^  =  aoe 
^  =  a/J  +  6a« 

C=  ay -|- 26a/3 -f- ca«  •    * 

2)=  ad  +  6/83 -f  26ay  +  Sca^/J  +  da*. 


§.  27. 

Recurrente  Reihen. 

Sei    m  <C  n    und 

ft^  +  6^^^6^^2^_...j„^H  -  Co  +  c^x  +  cx  +..• 
so  wird  für    x  >  w 

Cjt  =  ri  Cx-i  -f-  fa  Cx-.2  +  •  •  •      r«  Co      •^«  =  JT 

Die  Coefficienten 

r  j  Ta  .  .  .  fx 

werden  nachMoivre  die  Relatiousscala  (scdla  relationis)  genannt. 


42 


Beulen. 


Es  ist: 


allgemein 


Oo 

— 

h 

Co 

— 

0 

»1 

— 

h 

Co 

— 

bci 

0 

• 

• 

• 

Cq 

• 

• 

biCi- 

■    •    • 

■6. 

• 

•         •        • 

Cm  = 


Oo  6o  0 0 

ai  6i  6o  0 0 

oj  6,  6i  6o  0 0 


an  bx  &«-! bi 


■  §.  28. 

Stunmiruiig  einiger  Reihen. 

1)    Sei 

Man  sucht  die  Summe  S„  der  ersten  n  Glieder.     Man  setze 
und  beachte,  dass 


so  folgt: 


Sn  —   fiUl  =  «n  35""^ 


(a;  —  l)ao  +  «i  —  «3  +  «8  —  •••  =A 

(a?  —  1)  «1  -f-  2  06j  —  3  «3  -f-  4  «4  —  •  •  •      =  -4.1 

(a;  —  1)«,  -|"  ^^8  "~  ^"4  4"  1^"5  —  '  •  '    =  -^a 

(a;  —  l)0Cr  =  Ar 

2)    Sei  a;«  <  1  und  die  Reihe 

S  =  «1  a?  +  *^«  ^*  +  ^  ^'  +  •  •  • 
convergent,  so  ist: 

«  =  «■  r^  +  ^«' (r^y  +  ^- (Ä)' + 

Mit  Hülfe  dieses  Theorems  lassen  sich  viele  Reihen  sum- 
miron. 


.  •  • 


Beibeutlieoreme.  43 


§•  29. 

Diverse  Reihentlieoreine. 

_.      3    ,       X      1  — 2a;-f  a;»       .,        .  1        ,  ,       1        - 

^)  2 ^'-2 2 — ^^^(^-^)=r2:3^'+23i^ 

+  075^'  +  - 
Klügel,  Mathem.  Wörterbuch  IV,  S.  580. 

1.3...2n4-l3r  _       1        .    1  1 


6) 


2.4...2n  +  22   ~  2n4-3  '   2     2n  +  5 

1 
13         1  /*    a:**+* 

1.3.,.2n  — 1  jr  _       1  1  1        .    1  /ly       1 

^     2.4...2W  +  2  2  ~  2n4-l       2  '  2nH-3"^  2  \2/ 2n  +  5 

i>3/iy     1      . 

.      2.4\2y   2n  +  7"^'" 

Klügel,  Hindeb.  Archiv  II,  p.  60. 

1.3,.,2n~l  n«      nHn-1)^ 

^  2.4...2W  ^la^      li.2» 

.  nHn  — l)Mn  — 2)a 
+  13.22.32  "• 

Satz  von  Lagrange:    Euler,  Acta  Petrop.,  1781. 

7)       1    [i  2a;r      ^        ^  _1 1 ^  ^^ 

^      2a\        6««  — e-«"!  l+a»      4  +  a2~^9  +  a2 

Q^      J^ 1       I  ^  _         1         I  1 


2a6       2a»   '         /^        \        a^-\-b^  '  a2  +  46a 


/  2aJt  \ 

ab\e  '   —V 


"*"aa4-962"'" 


44  Beiben. 

n  cos  -jr —  Ä  o  i  o 

9)     ^ -1  +  -^^^ ^-^^— 

^  .    6  +  a  .    6  — tt     ~    ^n»  — 6«      4n«  — a« 

2n  2n 

Euler,  Com.  Petrop.,  Tom.  XII.    Novi  Gomment,  Tom.  IIL 

10)  Es  ist: 

+  7; — 2^7; — ZJTTl — ZTv  — 7i — ZTTi — Z^^}T — ZTT^ — Zn  + 


1-x     (l-x)(l-xg)  '  {\-x){\-x^){\-x^)    (\-x){\-x'^Y\-x%\-x^) 

{\-'X){\-'X^){\-X^)(l-X^){l-X^) 

Lambert'sche  Reihe:  die  erste  Transformation  rührt  von 
Clausen  und  Scherk,  die  letztere  von  Eisenstein  her. 

Sei 


1  —  X      \  —  a;*l  —  x^ 

und 

r  =  V-  «*•**  n" . . . 

wobei  /,  m,  n  Primzahlen  sind,  so  wird: 

^  =  (^  +  1)  (ft  +  1)  (V  +  1)  .  .  . 

lieber  diese  Reihe:  Lambert,  Acta  helv.,  III.  Tbl,    Grelle,  IX. 

11)  /c^)=i:(a)i:''(-i)'G)/(»-i) 

0      '    0 

Vergl.  Mathem.  Ann.  Bd.  3,  S.  311. 
12;    Sei 

Ux  =  Ux-i  -f  Wx-.a    also     1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  .  .  . 
so  ist 

On  =  Un4  2  —  2 
Uj  —  11,^  «i„+p  =  (—   1)»»+1-P  («p-ip. 

Sei 

1  +  V5     .        1  ~  V5 


a  =  — 2 6  = 


80  wird: 


Reihen.  45 

Reihe  von  Lame.    Vergl.  Nouv.  Corresp.  Mathem.  Tom.  V, 
p.  199  und  Tom.  I,  p.  74. 

Wird  a  =  3,  so  folgt  n  =  3, 14  15 95. ..l 
Enler,  Corresp-  mit  Goldbach,  S,  221.  Catalan,  Mem.  de 
Liege  1887.    Tom.  13. 

Joum.  de  Mathem.  de  Longchamps,  Febr.  1881« 


§.  30. 

QausSy  Iiypergeometrisohe  Reihe. 

3)  (y_a-{_^)F+«(l-a;)F(a4-l,/J,y)  =  (y-^)F(a,/S-l,y) 

4)  (y_«+l)F-|-«i?(«+l,/5,y)  =  (y-l)F(«,ß,y-l) 

5)  (y-^-l)F+/JF(^  +  l,a,y)==(y-l)i^(a,/J,y-l) 

6)  (/J-«)F+«F(«4-l,^,y)  =  /JF(a,/3  +  l,y) 

7)  (y_a_/j)F-(y-a)F(«-l,/J,y) 

+  i5(l-a:)F(a,/J  +  l,y)  =  0. 

8)  y(l_a;)F-yF(«-l,/J,y)  +  (y-^)a;F(a,/J,y  +  l)  =  0. 

9J    y(a-ya:+/J«)F-«y(l-fl;)F(«+l,/J,y) 

_|- (y  _  «)  (y  _  ^)  a;  F(a, /3,  y  + 1) = 0. 
10)    JF(a,/J  +  l,y  +  i)_F(a,ß,y) 

Sei 


46  Beihen. 


1 1)    F(a, ß, y)  =  TT/     "^ — rr^v 5 — T^ ^(^^ A y  +  **) 

Die  Function  F  ist  für 

a:  <  1  convergent, 

a;  >  1  divergent, 

X  ==  l    y>a  +  /'  convergent, 

y  <;  a  +  /J  divergent. 
Ist 

F-"={a2+6«— 2a6cos9}-»»  =  Jo+2-4,cosg)+2-4,cos2g)-[-• 
so  ist 


•  • « 


§.  31. 

Einige  öfters  yorkonunende  numerische  Reiben. 

^^  X  ^  JL  .  1.    m  O  X»O»0*f  ■ 

^     V2'^2""'~2T4~  2.4.6.8  "*" 

.        4)       ^=1+1  +  1^+1^  +  14^  + 

1.3    .    1.3.5.7 


•  •  • 


•  •  • 


5)      1  Vi -1/2  =  1-14  + 


2.4    '    2.4.6.8 


6) 


T/l  +  V2  1.1      1.1.3.5  ■     1.1.3.5.7.9 

'  o  1    Oii       o   Ä    a   ai   o-  A    a  a  tn  io"i 


2.4      2.4.6.8   '  2-.4.6.8.10.12 


7)  Joi/2-i=j-i^  +  ^  +  ^  + 

8)  i  -  7o<;  2  = -4-5  -  T^  + 


1.2.3        3.4.5    '    5.6.7 


■  •  • 


»>         T^2  =  ^  +  5-^+9-j^  + 

NB.  «0^2=0,69314718 


•  •  • 


Reihen.    Producte.  47 


10)  |_Joj;2=^  +  j-l-g  +  g-i-g  + 

11)  'L^ll^-}: L+       1 

*/  A  OQil  A     K     a      1^ 


•  «  • 


4  2.3.4        4.5.6    '    6.7.8 

« 

Wegen  der  letzten  fänf  Reihen  vide  Stern,  Lehrbuch  der 
allgemeinen  Analysis,  S.  447. 

12)  l-f-i-fl-fi-l =  e==  2,718281828459045... 

13)  1  _  1  -f-  ij  _  ij  +  ...  =  1  =  0,3678794412... 

14)  1  —  5i  +  Ij  —  S]  -^ =  cosl  =  0,5403023059... 

/180V 

15)  1  _  1  4- 1  —  i  -^ =  sinl  =  0,8414709848... 

.    /180\» 

16)  l+^  +  i,  +  |j  +  -  =  «)«i  =  l(«  +  f) 

=  1,5430806348... 

=  1,1752011936... 


§.  32. 

ünendliclie  Produote. 

1)    Sei    log(l  -}-  Ux)  =  ax  —  gai     q  ein  Mitteln  erth, 

so  wird 

77  (1  +  «,)  =  er«»-^rax« 

Zur  Beurtheilung  der  Convergenz,  beziehungsweise  der  Di- 
Tergenz  dient  folgende  Tafel,  in  welcher  -4.,  jB,  C,  wesentlich 
endliche  Zahlen  sind. 
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Producte. 


2) 
3) 
4) 


5) 


6) 


7) 


lim  £ux 

lim  Sttl 

Um  n 

n 

—    00 

B 

0 

conyergent 

00 

00 

0 

}t 

A 

B 

C 

i> 

A 

00 

0 

9 

+    00 

B 

00 

divergent 

+    00 

00 

00 
00 

unbestimmt 

1;  . . ,  • .    =  t?|  -f- 1?«  -f-  r«  -f-  •  •  • 

Vi  Vi  +  V*  1     I       »     I       s     I 

Vi  V,  V3  .  .  •     =  Vi  -|-  Vi  (Vj  —  1)  +  Vi  V,  (Vs  —  1)  _|-  .  .  , 

1         =1^__«^_^ 


(1  —  f,)(l  —  »,)... 


1-»1 


+ 


(1  —  «1)  (1  —  Vt) 
»3 


ftl 


ft, 


fei  —  Ol      ftj  —  o. 


=  1+ 


(1  -  t;i)(l  —  v,)(l  —V-,) 


+ 


61  — Ol      (fti  —  a,)  (6j  —  o,) 


+ 


ö^l  O2  ^  •  •  •  ^1       I      ^« ^2       ^1 

7^        I^  7. 


8)     cos 


bi  b^b^.*'        bi 

sinx  =  x(l  -  g)(l  -  ^)(l  -  ^,)... 

*  =  (1  -  ^)  (^  -  üf »)  ( ^  -  TeS )  •  •  • 


•  •  ■ 


•  •  • 


9  j     ^«ij. ^^3  . . . ! . . : — 

"^     ^     2n        n  —  m    n-f-m     3n  —  7n  '6n  +  m  bn — m 

it      n       1    2n  —  m   3    2n  +  m   3   4 w  —  tw 

2  n  —  m   2'  n-\-m     2    3«  —  w4'  3n-j-m 

,^.  mff  n  n  3n  3w 

10)    sec-rr —  = 1 — I . 

^  2  w         n  —  wj  w  -f-  w  ü  «  —  7n  3n-\-m 


n 


2n 


2n 


4n 


7t  11^  m  n-\-m  Sn  —  m  3n-{- m 
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--.  tnx         n         n  3n  3n  5n 

11)  cosec-^r—  =  —"T TZ — I -j j — 

2   n        2n  2n  4n  4n 

Ä  »i    2n  —  m  2n-|-w  4n  —  m  4»-j-*^ 

12)  Es  ist 

ya  =  limPoPi  .  .  .    P„, 
wenn 

p   ^  (na+l)r  +  l  (na-\-2)r  +  l  (n  +  l)ar+l 

*  (na+l)r     '     (na  +  2)r      ""      (w  +  l)ar 

und  der  Fehler,  wenn  man  die  ersten  n  -(-  1  Factoren  behält, 
ist  kleiner  als: 


•  •  • 


(n  +  1)  r  +  1 
Bulletins  de  rAcademie  de  Bruxelles  1849. 

13)  (l-\-x)(l+x^)(l-{-x^)(l—x»)...  =  l-fic-fa;2+a;8+a:*+ 

14)  (1  —  x)  (1  —  a;»)  (1  —  a;»)  .  .  .    =  l  —  a;  —  a:«  +  a;^  -f-  a;^ 

—  a;"  —  a;"  +  a:»»  -f  a;«« 

=  2  (-  1)"  «    " 

0 

Die  dritte  Potenz  dieser  Beihe  ist: 

=  2(-i)"(2«+i) 


2 
X 


0 


Vergl.  Jacobi,  Crelle's  Joum.  Bd.  XXI.    Nouv.  Ann.,  T.  IX. 
15)    (l+a?)(l+ic2)(l  +  a;»)(l+a:*)...  =  l+a:+a;«  +  2a:» 

+  2a;*  +  3a;*  +  4a:«  +  ... 

^^^     (l-^a:)(l-^:r^J(l-rr3j(I-^a:4)...  =  ^+^  +  2^^  +  3a:3 

Jeder  Coefficient  in  15)  und  16),  zeigt  an,  auf  wie  vielerlei 
Arten  der  Exponent  durch  Addition  aus  der  Zahlenreihe  1,  2,  3... 
sich  bilden  lasse,  und  zwar  in  15),  wenn  keine  Wiederholungen, 
in  16),  wenn  solche  gestattet  sind. 

Vergl.  Euler,  Einleitung  in  die  Analys.  des  Unendlichen, 
§•  15. 

Latka,  mathem.  FormelnMMnmluog.  4 
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")  0+T^.)('+r^)0+rar>- 

~    """l  — r""  (1  — r)(l— r»)"^(l  — r)(l  — r»)(l— r»)"^ 
18)     1  _  ^-g*  +  ^^  ""  '^'^  ^^  ~  ''""'^ 


1-3    '     (i-g)(i-«*) 

(l_g»)(l_g«-l)(l_g-«) 


+ 


(1  -  g)(l  -  3«)(1  -  3') 
ist  -1^ 

~  1(1  -  «7)(i  -  a')(i  -«*)•.. 

{61116    ff6]rfl.QG  1 
^    ,     }  Zahl  ist 
ungerade  J 

Man  beachte  für  17)  die  Eigenschaft /(r,r;3r)=/(r,  je?)  (1 — ät), 
so  lässt  sich  18)  leicht  aus  17)  ableiten. 

7t        2. 2. 4. 4. 6. 6.8. .•     y. xxr   n •     i^         i \ 
19)  2=1.3.3.5.5.7.7...    (Wallis  Formel) 

2  /4\5/6.8\V10.12.14.16\« 

•^^)        ^  =  1(3)  (oji  9.11.13.15)  ••• 

Catalan,  Compt.  Rend.  1877.     Liouville's  Journ.  1875. 

Mehreres  findet  man  in  allen  Lehrbüchern  der  Analysis,  ins- 
besondere in  Euler's  „Einleitung  in  die  Analysis  des  Unend- 
lichen^. Weierstrass,  Abhandlungen  aus  der  Functionslehre, 
p.  206  (Convergenz). 

Zusatz  zu  §.  32. 

Herr  Weierstrass  giebt  in  seinen  „Abhandlungen  aus  der 
Functionenlehre",  S.  206,  eine  Anzahl  von  allgemeinen  Theo- 
remen, die  wir  hier  reproduciren  wollen. 

t  Wenn  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe 

t*0?  Ml,  Uj  .  .  . 

sämmtlich  reell  und  kleiner  als   Eins  sind  und  zugleich  diese 
Reilie  eine  endliche  Summe  hat,  so.  convergiren  die  Producte 

P^  =  (1  -  uo)  (1  -  fiO  (1  -  u,).., 
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für  limn  =  oo,  beide  gegen  eine  bestimmte,  positive  Grenze, 
and  zwar  das  erste  beständig  abnehmend,  das  andere  beständig 
zunehmend. 

IL  Wenn  dagegen  die  obige  Reihe  keine  bestimmte  Summe 
hat,  so  wird  für  limn  =  oo,  P,»  beständig  positiv  bleibend  und 
abnehmend,  sich  der  Grenze  Null  nähern,  während  Qn  über  jede 
Grenze  hinaus  wächst. 

UI.    Wenn  die  Glieder  der  Reihe 

Wo?  Wh  t«3, .  . . 
sämmtlich  reell  sind,  und  von  einem  bestimmten  Gliede  an  be- 
ständig  dasselbe  Zeichen  behalten  und  kleiner  als  Eins  bleiben, 
80  wird  das  Product 

Fn  =  (1   +  Wo)  (1  +U,)(l+U,)... 

für  lim  =  00,  gegen  eine  bestimmte  Grenze  {die,  sobald  keine 
der  Grössen  Wq,  w^  . . .  =  —  1  ist,  nicht  Null  ist}  convergiren, 
wofern  die  Reihe 

Wo»  Wj,  t*2,  .  •  • 

eine  endliche  Summe  hat 

Wenn  aber  das  Letztere  nicht  der  Fall  ist,  so  wird 

P^  =  00  oder  Pn  =  0, 

je  nachdem  die  Grössen 

Wo»  Wi,  •  .  • 

von  einer  bestimmten  Grösse  an  stets  positiv  oder  stets  negativ  sind. 
lY.    Auch  wenn  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe 


•  •  • 


WO)  Wi,  1*2, 

complexe  Werthe  haben  und  die  Reihe  unabhängig  von  der  An- 
ordnung ihrer  Glieder  eine  endliche  Summe  hat,  nähert  sich  das 
Product 

P„  =  (1  +  uo)  (1  +  wO  (1  +«,)..  . 

für  limn  =  od  einer  bestimmten  Grenze,  die  von  Null  verschieden 
ist,  wofern  nicht  eine  der  Grössen  tio,  Mi, .  .  .  =  —  1  ist. 
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.  §.  33. 

Kettenbrüohe. 

Wir  bezeichnen 

1)  ^L_^  xnit     r*i^...l 

flf j  — |— . . . 

2)  — ——.  mit     [ai  Oj . . .] 


«1 

+ 

62 

1 

Ol 

«1 
1 

+  ... 

1 

<h 

+  ••' 

Ol 

— 

1 

3) r-  mit     (oi  a^  •  •  •) 

tf  ]  —  •  •  • 

4)  So  wird  der  Kettenbruch 


in  welchem  alle  a  und  6  positiv  sind  {,.        .        ,  je  nachdem 

^  Idivergiren     •* 

f wenigstens  eine   ,      ,   .,      t»  ., 
K    .  °  der  beiden  Reihen 

\keme 


divergirt.    (Stern,  Grelle  37.) 
5)    Der  Kettenbruch 

61   63 


1^  ^...1 


in  welchem  alle  a  und  b  positiv  sind,  convergirt  sicher,  wenn 

lim  ?f^^  >  0  für  lim  n  =  <x> 
ft«+i 

6)    Der  Kettenbruch 
convergirt  immer,  wenn 


Kettenbrüche. 
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^     ^     ^    ... 

«i'   Oa'   03' 

echte  Brüche  sind,  deren  Zähler  und  Nenner  aus  ganzen  posi- 
tiven Zahlen  bestehen. 

Bezüglich  der  Beweise  siehe:    Schlömilch,  Handbuch  der 
algebr.  Analysis. 

7)    Seien 

2i'  «3'  '*'  an 
die  Näherungsbrüche  von 

61    b, 


b         L«i    (h        J 


so  ist: 

Pi  bi     £a  a^bi  ps (h(hbi  -\-  h ^i 

Qi  ~~  a/    gj  ""  «1  «3  +  62'    «3  ~~  «3 («1  »a  +  M  +  «1  ^3' 

8)    allgemein 

Pn  _  «w  l?n-i  H-  ^«  l>ii-a 

und  auch 


oder 


Pn  =  a„l?H^i  +  bn  qn-2      ffn  =  «n  ffn-l  +  6n  ffn-a 


jp,  =  6, 


aj  —  1  0  0  . . .  0 
63  a3  —  1  0  ...  0 
0       64      «4  —  1  ...  0 


0 


^1     an  I 


ai  —  l  0  0  ...  0 
63  Oa  —  1  0  ...  0 
0       63     as  —  1  ...  0 


0       0  .    .    •   &«    a, 


n 


9)    Ist  speciell 


a 


T  =  [^1  «1  «1  •  •  •]» 


BO  wird 


P._''"-  +  ("T')»"  +  ("7>"+ 


10}    Ist  der  Kettenbruch  convergent,  so  ist 


«) 


3n+l 
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«  ±(T-g)<Ä 


X      Pn  _  Pn+1  _     ±  1 
*)     1>»2«+1  —  2ni>n+l  =  ±  1. 

12)  (ai  Oa  Os  .  .  .  Om)  =  (1 1 1  ai  .  .  .  1 1 1  a«) 

13)  Ist 

so  ist  auch 
und 


dabei  ist: 


y  =  (a,»an_i...a:) 
il  +  J5a;  +  Cy  +  Dxy  =  0, 


-4  ^ 

-jo  =  —  (tti  Oa . . .  a»-i)      "^  ^=  —  (ö^n . . .  öfj) 

C  /  N  ^  r  \ 

■^  ==  —  («1 . . .  »n)  -^  =  —  («n  .  •  •  Ol  J 

-^  =  (ai...  a«)  (an...  (h)  =  («n...  «i)  («i...  Ojt-i) 

Vid.  Lieblein,  Aufgabensammlung  aus  der  algebr.  Analysis, 
S.  179  ß.) 

14)  Ist 

p 

-^  =  [«1  «2  •  •  •   öfi]  =   [«*  •  •  •  »l], 

80  wird  der  Bruch  reciprok  genannt  und  es  wird 

2n-l  —   p 

Es  muss  P  >  2  ^  und  Q^  jz  l  durch  P  theilbar  sein. 

15)  Jede  Grösse,  die  sich  in  einen  periodischen  Kettenbruch 
entwickeln  lässt,  ist  eine  irrationale  Wurzel  einer  Gleichung 
zweiten  Grades. 

16)    Sei 

x=  -j-  =  a  "f-  -j-,  Xi  =  ai+  -j-,  •  •  •  Xn  =  Arn 
80  dass 

wird,  so  werden  die  Grössen 
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xxi  ,  ,  .    Xn      die  vollständigen, 
aui  .  .  .    an_i  die  unvollständigen 

Quotienten  genannt. 

17)  Entwickelt  man  die  irrationalen  Wurzeln  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  mit  ganzen  Goefficienten  in  Kettenbrüche,  so  ist 
die  Periode  der  unvollständigen  Quotienten  des  einen  die  Um- 
kehrung der  Periode  des  anderen. 

18)    Sei 

X  =  ''^'^^  eiiie  Wurzel  von  Dx^  —  2Ex-\-  F=0, 

E'  4-  Vä 
80  dasa  A  =  E*  —  D  F,  sei  femer    af  = 4^ —  ein  belie- 
biger vollständiger  Quotient,  a  der  in  ihm  enthaltene  unvoll- 
ständige, 

die  ganze  Periode  die  mit  a  beginnt,  femer 

^  =  a  +  [tti  a,  .  .  .  Ox-il 


so  wird: 


Un  —  VnVA  =  (ui'-Vi  V^l)», 


t«/  —  Av^  =  ±  1 

uJl~^t;ä  =  (+l)". 

Soll  demnach  y«  —  -4  «r«  =  +  S,  wo  H<Z  Vä  und  Ä  kein 
Quadrat  ist,  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sein,  so  muss  H  unter  den, 

aus  der  Entwickelung  von  Vä  fofgenden  Nennern,  der  vollstän- 
digen Quotienten,  welche  die  erste  Periode  bilden,  vorkommen« 
Vergleiche  Tafel  im  Anhange. 

19)    Es  ist: 
ß  +  c 

X '\-b  _ r^  _    ^ß     __  ^«y    __   g/3^       1 

a  ~la'        ba  +  ß'  '"  cß  +  y'        dy-^-d'"} 

Gl      aittj   '  aiO^Oa  L%    »a  — 1   aj  —  1  a^  — 1       J 

21)  J-+-^+^i-+...=ri.=^^=^,...] 
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22)     Sei 


/   /»    -,^        ,.«./?,    a(cc-{-l)ß(ß-\-l)   , 
,/. ^« «« ^^  —  »(«./^4-  1,  y  +  l^a;) 

VfiUpyX)  =  ; 3 r 1 

so  wird: 
wobei 


ax 
T 


6a; 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


«  y  -  ^ 

a  =  — • — j — 7 

a-\-\  Y  —  ß-\-^ 

Ff2'    y+3 

_  «4-2  y— ^4-2 


c  = 


,  _/?4-i  y  +  i  -« 
y  +  i'    y  +  2 

^^/?4-2    y4-2-« 

y  4"  3        y  -f"  ^ 


y-|_4      y  +  5 
_.      „,^     ^      _r^      ^        AG     BD      CE  1 


a: 


~^       B^  C     ^"~[a  B-^AC-BB'-C'} 


1    9  25  49 
2    2 


4       [22 

—  n  1!  ^  1!  1 

~  LI   3    5    7  " J 


J      Li        3        5        7      J 


1     1    2^  ^  _£ 

2     3    4 


e*  —  e- 


■] 

—  e-^  _  [£  £i  ^  £i     1 
+  e-«~  [13    5    7    "J 

\x        x^        x^        x^     1 

1  ,    1  +  ^     r^ 

e»  —  1  J-  r     ^  ^  2a;         3a;         l 

^     ^  U  -  a;' 2  -  a;' 3  -  a:' 4  -  a;' ""J 

2a;e«*  A-"d<-r^     g    2£    3g    4g      1  ^  _  J 


1«£»  _  2»a;»  _  3»a;» 
3  5  7 


] 


Laplace,  Mecanique  Celeste,  Tom.  IV,  Liv.  X.     Jacobi, 
Crelle's  Journ.  12,  S.  346. 


«D 

32)     f 


Kettenbrüche. 

e-'dx 

X 

-     1          —1       ^1       ^1        _1 

a;+r  x-\-y  x  +  5'  x-\-l'  a;  +  9 

4           9          16 
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Laguerre:    Bulletin  de  la  Soc.  matb.,  Tom.  VII,  p.  72. 

Ueber  Kettenbrücbe:  Serret,  Handbucb  der  böb.  Algebra, 
deatscb  von  Werthbeim.  Euler,  Com.  Petrop.,  Tom.  II.  (In- 
tegrale.) Stern,  Grelle  Bd.  37  und  die  Lebrbücber  der  algeb. 
Analysis  von  Stern,  Scblömilcb  etc.,  femer  Euler,  Einleitung 
in  die  Analysis  des  Unendlicben. 


§.  84. 

Zahlentlieorie. 

1.    Theilbarkeit  der  Zahlen. 

1)  Sind  a,  &,  c,  .  .  .   Ä,  Z,   sämmtlicbe  von  einander   ver- 
schiedene, in  m  enthaltene  Primzahlen,  so  ist 

die  Anzahl  aller  derjenigen  Zahlen,  1,  2,  3,  •  •  •  m,  die  gegen  m 
relativ  prim  sind. 

Sei 

m  =  a^&'cy  . . ., 
so  wird 

tp{m)  =  (a  —  l)a«-n6  —  1)6^"*  •  •  • 

2)  Es  ist 

9(mw')  =  9>(m)9(m') 


'»=2:Kt)=S9'W. 


das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  sämmtlicbe  Divisoren  8  der 
Zahl  m. 

3)  Die  Summe  aller  Maasse  von  m  ist 

a«+i  —  1    ft/»+i  _  1 


8 


•  • 


a  —  1         6—1 
Die  Anzahl  aller  Maasse  dagegen 

n  =  («  +  1)  (^  +  1)  (y  4-  1)  .  . , 
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4)  Eine  yollkommene  Zahl  ist  dargestellt  durch  die  Form 

(2~+i  —  1)2«. 

Es  sind  6,  28,  496,  8128,  ..  .  vollkommene  Zahlen. 

5)  Ist  für  zwei  Zahlen  die  Summe  S  (Nr.  3)  gleich,  so  nennt 
man  sie  amicable  Zahlen,  z.  B.  210  und  366. 

6)  Seien  a,  6,  c,  .  ...  A;,  2  Primzahlen,  und  jV durch  das  Pro- 
duct  a,  &,(?...%,  2  theilbar,  so  giebt  es  von  1  bis  j^,  e  Zahlen, 
die  kleiner  als  N  und  zu  N  prim  sind.    Es  ist 

a  =     ,  ^  , ,  (a  —  1)  (6  —  1) ...  (i  —  1).    (Euler'scher  Satz.) 

(HO  C •  •  •  iC p 


2.    Die  Lehre  von  den  Congruenzen. 

1)  Sind  zwei  Zahlen  a  und  b  so  beschaffen,  dass  a  —  b 
durch  p  theilbar  ist,  so  nennt  man  a  und  b  nach  jp  congruent. 

Die  Zahl  p  heisst  der  Modul. 

2)  Man  hat 

a  —  b  =  mp 
und  schreibt 

a  ^b  (nwdp) 

3)  Es  ist  immer 

a  ^  a  (modp) 

4)  Ist 

so  ist  auch 

5)  Ist 
so  wird 


a^  b  (modp%    b  ^  c  (modp)^ 

a  ^  c  (niodp) 
a^b  (modp),    m  ^  n  {modp)y 


a±,m  ^=^  (b  -^n)  {modp) 
afn  =  bn  (modp), 

6)  Sei  g)(x)  wie  in  Nr.  1),  so  ist,  wenn  a  relativ  prim  zu 

X  ist 

a9'W  =  1  (modx)    (Euler). 

Speciell ,  ist  p  eine  Primzahl  und  a  durch  p  nicht  theilbar, 

so  ist 

o*^*  =  1  (modp)    (Format). 

7)  Sind  a,  6,  c  .  .  .  (/,  A  gegebene  ganze  Zahlen,  m  positiv^ 
so  heisst  jeder  Werth  von  x^  der  der  Congruenz 

ax^  -[_  Jx'»-*  -f"  ö^"^  -f-  .  .  .  gx  -{-  h  '^  0  (niodx) 
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genügt,  eine  Wurzel  dieser  Gongruenz.  Man  hat  alle  Wur- 
zeln, wenn  man  die  unter  einander  incongruenten  Wurzeln  kennt. 
Wir  wollen  diese  letzteren  die  eigentlichen  Wurzeln  nennen. 
Eine  Gongruenz  mten  Grades  hat  höchstens  m  eigentliche  Wurzeln. 

8)  Ist  a  relativ  pnm  zu  x,  so  hat  die  Gongruenz 

ax  ^  b  (modx) 

nur  eine  eigentliche  Wurzel. 

9)  Damit  die  Gongruenz 

ax^h  (mod x) 
überhaupt   Wurzeln   besitze,  ist  erforderlich,  dass  b  durch  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  d  der  beiden  Zahlen  a  und  x 
theilbar  sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Gongruenz 
genau  d  eigentliche  Wurzeln. 

10)  Die  Auflösung  der  Gongruenz 

aa;  ^  1  (modb) 
ist  identisch  mit  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung 

ax  —  by  =  1. 

Diese  wird  mit  Hülfe  des  Satzes  Kettenbrüche  Nr.  1 1  geleistet. 

11)  Es  ist  p  eine  Primzahl,  so  gilt  der  Satz: 

(p  —  1)!  =  —  1  (modp)    (Wilson's  Satz). 

12)  Ist  d  ein  Divisor  von  p  —  1,  so  besitzt  die  Gongruenz 

a^  ^  1  (modp) 
stets  d  eigentliche  Wurzeln. 

3.    Theorie  der  quadratischen  Beste. 

1)  Sei  D  relativ  prim  zu  x  und 

x^  =:  D  (nwdx). 
Ist  diese  Gongruenz  möglich,  d.  h.  besitzt  sie  Wurzeln,  so 
heisst  D  ein  (quadratischer)  Best  der  Zahl  x,  sonst  ein 
(quadratischer)  Nichtrest    Sei  p  eine  ungerade  Primzahl, 

2)  So  ist 

B  ein  Best,  wenn  D  ^    ^  1  {modp) 

D  ein  Nichtrest,  wenn  2)  *    ^  —  1  (modp) 

IBest  mal  Best  giebt  Best, 
Nichtrest  mal  Nichtrest  giebt  Best, 
Best  mal  Nichtrest  giebt  Nichtrest. 


//y  . ^      ;-^  w^sm  D  em  Best  tob  p^ 

'  "j//       —      ; —  vecs  X>  «D  Xiditresi  tol  p 

h)  kt  /»  ^y-^  im^erauie  Primzahl  m^  2>  diirdi  ^  xiilt  theil- 
bar,  ^^  itt  lür  die  Mö^Hchkeit  der  Cor-gmecz 

;r*  v-i  X/  (vi/ßdf^)    (x  postiY  und  gaxizj 
erf (/rdi^i  licli  oxid  Liurw,'hfrjid.  dass 

Ut  diese  I^irjgung  erfüllt,  so  besitzt  die  Torgelegte  Con- 
grueijz  Äwei  eigentlicbe  Wurzeln  a  und  —  «,  die  gefundeD  wer- 
At*M  kümiüu,  tK>bald  man  eine  Wurzel  der  Congmenz 

x^  =t  D  (m<fdp) 
gefurideri  tiüt 

6)  Heien  I)  und  %  relative  Primzahlen  und 

X*  =  I>  (modxy, 

f<;rner  0  die  Anzahl  der  eigentlichen  Wurzeln,  so  ist  für  diese 
('ongruenz,  für 

a)    X  ungerade    0  =  2^*. 

Dabei  ist  ft  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen,  in  x 
aufgebenden  Pnmzablen,  für  welche  zugleich 

h)    Ist  X  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so 
gilt  a). 

c)  Ist  X  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl  und 

dazu  (—\  =  +  1.   D  =  \  (modi),  so  ist  d  =  2/^+>. 

d)  Ist  X  —  0  (wod  8)  und  (—)==+ 1,jD  =  l(mod8), 

so  ist  ö  =  2M+». 

7)  Die  Congruenz 

Ax^  -{-  By^  +  C=0  (modp) 

iht  iinnier  möglich,  wenn  p  eine  Primzahl  ist. 

8)  ])io  Zahl  —  1  ist  ein  quadratischer  Rest  aller  Primzahlen 
von  dor  Form  4  n  -(-  1 ,  dagegen  ein  Nichtrost  jener  von  der 
Form  4  II  -f"  3« 
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9)  Die  Zahl  2  ist  ein  quadratischer  Rest  aller  Primzahlen 
von  der  Form  Sn  -{-  l^  Sn  -j-  7,  ein  Nichtrest  jener  von  der 
Form  8n  -f  3,  8w  4-  5. 

10)  Sind  p  und  q  zwei  positive  ungerade  Primzahlen,  von 
denen  mindestens  eine  die  Form  4  n  -|-  1  hat,  so  ist  q  ein 
quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem  p  ein  quadra- 
tischer Rest  oder  Nichtrest  von  q  ist. 

Haben  aber  beide  Primzahlen  p  und  q  die  Form  4n  -f-  3, 
80  ist  g  ein  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem 
p  quadratischer  Nichtrest  oder  Rest  von  q  ist,  d.  h.  es  ist 

(    )(    )  ^^  ^ —  ^^  (Reciprocitäts-Satz  von  Legendre). 

11)  Sei  P  eine  ungerade  Zahl,  die  in  ihre  Primfactoren  pp'.. 
zerlegt  erscheint,  sei  femer  m  irgend  eine  zu  P  relative  Prim- 
zahl, so  ist 


VF)  -  \j)  VF/ 


(nicht  umkehrbar). 

12)    Ist  m  relativ  prim  gegen  jede  der  beiden  ungeraden 
Zahlen  P  und  Q,  so  ist 


\'p)\-q)  =  \Tq) 


13)  Sind  ?,  m,  «,  |)  . .  .  relativ  prim  zu  P,  wobei  P  ungerade 
ist,  so  folgt 

14)  Ist  m  relativ  prim  zu  der  ungeraden  Zahl  P  und 

m  "=:  m*  (mod  P), 


80  ist 


(?)  =  (t)' 


15)     Ist  P  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 


(t)  =  (- ')"" 


IC)    Sind  die  beiden  positiven  ungeraden  Zahlen  P  und  Q 
relative  Primzahlen,  so  ist 
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P-i    Q-i 

(77 )  ("^ )  ^^  ^ —  ^^  ^  (ReciprocitÄts-Satz  von  Jacobi). 

Näheres  in:    Dirichlet,   Vorlesungen   über  Zahlentheorie. 
Braunschweig. 

§.  35. 

Auflösung  der  unbestimmten  Oleicliungen. 

1)  Sei 

ax  —  by  z=  c 
gegeben,  man  suche 

aa  —  bß  =  ±l 

mit  Hülfe  der  Kettenbruchentwickelung.  Sei  sodann  q  eine  be- 
liebige ganze  Zahl,  so  ist 

+  X  —  ac  -|-  6g  =  0 

±y  —  ßc  -\-  aq  =  0. 

2)  Sei 

a  +  *^  4-  cy  +  ^^'  +  ^^y  -^fy^  =  o- 

Man  setze: 
c«  — 4a/=a    2ce  —  4bf=  ß    e^  —  ^df=y, 

so  wird: 

2/y  -\-  ex  -\-  c  =]/a  -f-  /3a?  +  yx«. 
Sei  nun 

a  +  /Ja:  -f-  ya:«  =  v«, 
so  ist,  wenn 

^==4y    /?«  — 4ay  =  jB 
gesetzt  wird, 

2ya;  +  /J  =V^v»  +  i?. 
Sei  nun 

so  ist  die  Aufgabe  gelöst,  sobald  wir  für  v  und  w  nur  je  einen 
dieser  Gleichung  genügenden  Werth  angeben  können.  (Vergl. 
das  Rationalmachen.) 

Diese  Aufgabe  behandelt  §.18  der  Kettenbrüche. 

3)  Um   A-^Bx-\-  Cy  -{-  Dx^  -\-  Exy  =  0   aufzulösen, 
beachte  man,  dass    • 

E^y  =  —  DEx  —  BE+  CD ü-^Ex  

und  suche  die  ganzzahligen  Auflösungen  von 

(ÄE'^  —  BCE  +  c^D)g  —  Ex—  C  =  0. 
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Diese  letztere  Methode  ist  jedoch  nicht  immer  brauchbar, 
fiie  ist  aber  sehr  bequem,  sobald  D  ein  Vielfaches  von  E  ist. 


§.  36. 

Das  RationalmaoliexL 

(Unbestimmte  Analytik.) 

Seien  p  und  q  beliebige  ganze  und  positive  Zahlen. 

1)  Va  +  bx,   x  =  ^^-^ 

2)  Vbx-\-cx*,     x=    /^'  . 

3)  Va  +  y^x^,     ^^ag«-j,« 

4)  Va^  +  cx^     x=     ^""^^ 

5)  Va-i-bx-^y^x^,     x  =  j' - ^"^^ 

^  '^   '      bq^  —  2ypq 

6)  Va^  +  bx^cx^,         ^fcg^-2«j)g 

9)  yay^-\-y^x\    x  =  aq^—p\    y  =  2ypq 
10)  Vay^  -\-bxy  +  y^x\    x  =  p^  —  aq\    y  =  bq^  —  2ypq 


12)     Um  Va  +  6  a:  -(-  ca?*  rational  zu  machen,  suche  man  to  so, 
dass  a  +  6«?  -f  cu?«  =/^,  und  setze  sodann 

g  =  b  -{-  2cto    c  =  A, 


80  wird: 


Mehreres  darüber:    Euler,  Einleitung  in  die  Analysis  des 
Unendlichen,  I.  Bd.   Sowie  in  seiner  Algebra  mit  Zusätzen,  3  Thle., 
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Bationalmachen. 


Berlin  und  Frankfurt  1796.  Sowie  das  bei  den  „Figurirten  Zahlen" 
citirte  Werk. 


§.  37. 

Elimination. 

I.  Sylvester-Hesse.    Um  x  aus 

ax^  -{-bx  -^  c  =0 
ax^  +  /Ja?  +  y  =  0 
zu  eliminiren,  bilde  man: 

as^  '{'bx'^  -^  ex  =0 

arr»  -^^  bx  -\-  c  =  0 
ax^  -|-  ßx^  -^  yx  =0 

«rr«  -f  /3  a;  -}-  y  =  0 
so  ist  ^:/  =  0  das  Eliminationsresultat. 

II.  Cayley.    Sei  x  aus   q>  {x)  =  0     0  (x)  =  0  zu  eliminiren, 
man  bilde 

da  y  beliebig  ist,  so  muss  9)1  (x)  =  0    qpa  (a?)  =  0  .  .  . 
Die  Elimination  ist  nun  leichter  auszuführen. 
Vergleiche:  Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra^ 


^f  = 


a    b 

e 

0 

0    a 

b 

c 

a    ß 

V 

0 

0    a 

ß 

y 

§.  38. 

Interpolation. 

Sei  ilf(x)  ^=  (x  —  a)  (x  —  ß)  .  .  .  und  von  der  Function  f(x) 
die  Werthe /(a)/(^)...  gegeben,  so  ist  näherungsweise 

Es  ist 

.    ü?  ^  fljfr  —  x)  ^        .  rrfr — x)(2r — x)  ^ 

w«+-        '*"-r,,     ^n        i.2.r«  "^        1.2.3r5  " 

Ist  r  =  10 


«„+£  =   W»  +  Pi,   ^Un  —  |)„   ^i»Wn  4-  Pi,   ^^Un  — 


Interpolation. 
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X 

Pi 

Pi 

P8 

Pa 

P6 

1 

0,1 

0,045 

0,0285 

0.0207 

0,0161 

2 

0,2 

0,080 

0,0480 

0,0336 

0,0255 

3 

0,3 

0,105 

0.0595 

0.0402 

0,0297 

4 

0,4 

0,120 

0,0640 

0,0416 

0,0299 

5 

0.5 

0,125 

0,0625 

0,0391 

0,0273 

6 

0,6 

0,120 

0.0560 

0,0336 

0,0228 

7 

0.7 

0,105 

0,0455 

0.0262 

0,0173 

8 

0.8 

0,080 

0,0320 

0,0176 

0,0113 

9 

0,9 

0,045 

0.0165 

0,0806 

0,0537 

Zusatz  zu  §.  38. 

L  Es  sind  irgend  eine  Anzahl  zu  gegebenen  Zeiten  a,  2),  c, . . .  n 
beobachteter  Werthe  Ua^Ui,^Uc,...Un  einer  Grösse  u  gegeben;  man 
soll  die  Werthe  der  successivcn  Differeritialquotienten  dieser 
Grösse  für  eine  andere  Zeit  x  berechnen: 

Man  hat 


d 
d 


(a  —  6)  (a  —  c) . . .  (a  —  w)    * 


+ 


» •  • 


dx^ 


t«a  + 


•  •  * 


1 . 2 .  (a  —  b){a  —  c).,.{a  —  n) 

Laplace^s  Methode  zur  Berechnung  von  Kometenbahnen 
beruht  auf  diesem  Satze. 

IL  Drei  Beobachtungswerthe,  Wa?  w»>  We>  einer  Grösse  u  in 
der  Nähe  ihres  Maximums  oder  Minimums,  sowie  die  zugehörigen 
Beobachtungszeilen  a,  6,  c  sind  gegeben;  man  soll  die  Zeit  x  des 
Maximums  oder  Minimums  selbst  finden. 

Es  ist 

_  1  {b^  —  c^)Ua  4-  {c^  —  a^)Ub  +  (g»  —  b^)Uc 
2       (6  —  c)Ua  +  (c  —  a)ui  -\-  {a  —  b)tie 


Laska,  niAibain.  Formelnsunmlung. 
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§.  39. 

Algebra  der  litteralen  Oleiohangen. 

1)  Man  schreibt  die  canoniache  Form  wie  folgt: 

=  (abc.t)    {xyY  (Gay ley). 

2)  Sei  gegeben 

f(x)  =  a:»»  4-  aom^^  4-  6a;"-*  -|-  .  .  .    -|-  f  =  0 

und  es  werde  gesetzt 

x  =  y  -\-  e, 
so  dass 

fix)  =  2r  +  ^y""*  +  J?y""'  H T  =  0, 

so  ist:  I 

^  —  (n  _  1)!'  .^  —  (n  —  2)1'  • '  •    /   W  —    g^x 

3)  Soll  das  rte  Glied  in  der  Transformirten  =  0  sein,  so 
bestimme  man  e  aus  der  Gleichung 

(w  —  r  +  1)!  ~"  "• 

3)  Schafft  man  das  zweite  Glied  aus 

(abcd  .  .  .  t)    {xyY 
ab,  so  wird: 

Die  Coefficienten 

F;  =  63  —  ac 

Fj  =  263  _  ^abc  +  a^d 

F4  =  36*  —  6a6»c  +  4a«6d  —  a^c 

werden  der  Reihe  nach  quadratische,  cubische  etc.  Variante 
genannt. 

4)  Die  Coefficienten,  die  man  bei  der  Fortschaffung  des 
vorletzten  Gliedes  erhält,  werden  Retrovarianten  genannt  und 
mit  doppeltem  Index  bezeichnet: 

K j    =6*  —  a  c,    quadratische  Retrovariante  der  can.  Form. 
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(abc  d)^(x  ly  (abcde)^(x  1)* 

r„  =  c^  —  db  Vu  =  d^  --  ce 

F,5  =  2c«  — 3&cd  +  (i«a      V^^  =  2d^  —  Scde  +  c«6 

F44  =  3d*  — 6ed«c  +  4c>d6  — c»a. 

5)  Das  Absolutglied  der  Sommengleichung  wird  Gemi- 
nante,  (r«,  und  das  Absolatglied  der  Differenzengleichung  Dis- 
criminante,  D«,  genannt 

Um  die  Geminante  zu  bilden,  eliminire  man  x  aus 

f(x)  =  0    und    /(—  X)  =  0. 
Um  für 

f=  (abc  '  '  '  t)    {xyY 
die  Discriminante  zu  bilden,  eliminire  man  x  und  y  aus 

1^  =  0    .^  =  0. 

dx  dy 


6)      Die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln. 
Sei 

n  n 

2a;^  =  S«    ;2  a^Ja;?  =  S^  etc., 

1  1 

80  ist 'für 

f(x)  =  a:"»+  aX**'-^  -j_  .  .  .  -j,  ^ 

iSi  +  a  =  0 

Sj  +  OiSi  -f-  26  =  0 

S,  -f  aSj-fA/Si  -f  3c  =  0 

5«,+,»  4"  a  Sm-^n-l  +  •  •  •       +  ^  Sm  =  0, 

oder 

Si  =  —  a 

8i  =  a^  —  2b 

iSj  =  —  a3  +  Sab  —  3c 

Si  =  a^  —  4a»6  -f-  4ac  -f-  46«  —  4(i 

Sj  =  —  o*  +  5a86  -f-  5a6«  —  6a^c  -f-  5ad  -|-  56c  —  5c 
Si,   =  6 

Sm  =  Six^x^)  =  —  a6  +  3c 

5* 


1 
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Snn  =  an  —  2ft«  —  ac-^  4d« 
Sn„  =  6«  —  2ac  +  2d 
^1123  =  ftc  —  4d. 

7)  Von  den  Reducenten. 

Reducenten  werden  gewisse  Functionen  der  Goefücienten 
ahc  ,  ,  ,  der  Hauptgleichung  genannt,  welche  verschwinden,  wenn 
sich  die  Gleichungen  auf  einfachere  reduciren  lassen. 

1.    Die  Reducenten  der  quadratischen  Gleichungen. 

Ist 

a)  die  Geminante  —  fe,  =  a  =  0,  so  hat  die  Gleichung  zwei 
Wurzeln  mit  ungleichem  Vorzeichen. 

b)  ist  die  Discriminante  ac  —  6«  =  0,  so  hat  die  Gleichung 
zwei  gleiche  Wurzeln. 

2.    Die  Beducenten  der  cubischen  Gleichungen. 

a)  Ist  a c  —  i«  =  0  ad  —  bc  =  0  ft d  —  c^  =  0,  so  sind 
alle  drei  Wurzeln  gleich. 

b)  Ist  die  cubische  Variante  26»  — 3a&c  + «*d  =  ^3  =  0, 
so  ist  die  eine  Wurzel  das  arithmetische  Mittel  der  beiden 
anderen. 

c)  Ist  die  cubische  Retrovariante  2^^  —  %hcd  -j-  ad'^ 
=  Fs,3  =  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  das  harmonische  Mittel 
der  beiden  anderen. 

d)  Ist  fcs  d  —  a  c»  =  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  das  geometrische 
Mittel  der  beiden  anderen. 

e)  Ist  (ad  —  hcy  —  4(ac  —  ft«)  (j^  _  c»)  =  0,  d.  h.  die 
Discriminante  =  0,  so  hat  die  Gleichung  mindestens 
zwei  gleiche  Wurzeln. 

3.    Die  Reducenten  der  biquadratischen  Gleichungen. 

a)  Ist  26'  —  3a6c  +  fl^'^  =  Ö?  SO  bilden  die  vier  Wurzeln 
eine  arithmetische  Proportion. 

b)  Ist  die  cubische  Retrovariante  2d^  —  3cde-}-^'6  =  0, 
so  bilden  die  vier  Wurzeln  eine  harmonische  Proportion. 


( 
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c) 


e) 


g) 


a) 


b) 


Ist  h^e  —  ad^  =  0,  so  bilden  die  Wurzeln  eine  geometrische 
Proportion. 

Ist  26«c  —  3ace  -\-2ad^  =  0,  so  haben  die  vier  Wurzeln 
je  drei  und  ein  gleiche  Vorzeichen  und  ihre  Quadrate  bil- 
den eine  geometrische  Proportion. 

Ist  die  Geminante  h^e  —  &hcd  -|-  o>d^  =  0,  so  hat  die 
Gleichung  mindestens  ein  Paar  gleicher  Wurzeln  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen. 

Ist  16  6*  —  24a&3c  -|-  Sa^ftd  —  a^e  =  0,  so  ist  die  eine 
Wurzel  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen. 
Ist   36*  —  6a6»c  +  4a« 6d  —  a^e  =  0,    d.  h.   die   bi- 
quadratische Variante  =  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden  anderen. 

8)    Beurtheilung  der   Wurzeln  nach    den    Discrimi- 

nanten. 

A 

Cubische  Gleichungen:  {ah cd)    {xiy 

Di  =  (bc  —  ady  —  4(6«  —  ac)(c^-'bd). 
Ist 

-D3  >  0,  so  sind  zwei  Wurzeln  complex, 

-^3  <  0,  so  sind  alle  Wurzeln  reell, 

Dz  =  0,  so  sind  zwei  Wurzeln  einander  gleich  und  alle  reell. 

Biquadratische  Gleichungen:   (abcde)    (xiy 

a    36    3c      d       0      0 
a 
0 

3c 
6 
0 


A  = 


0 
0 
6 
0 
0 


36 

a 

3d 
Sc 

6 


3c 
36 
e 
Sd 
Sc 


d 
Sc 

0 

e 
Sd 


0 
d 
0 
0 
e 


Ist  nun 

2)4  >  0,  so  sind  entweder  alle  Wurzeln  reell,  oder  alle  Wur- 
zeln complex, 
-D4  <C  0,  so  sind  zwei  reell  und  zwei  complex, 
D4  =  0,  so  sind  zwei  Wurzeln  gleich. 

Literatur  und  Theorie  vide  Matthiessen,  Grundzüge  der 
antiken  und  modernen  Algebra  der  litteralen  Gleichungen.  Leip- 
zig 1878. 
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§.  40. 

Die  wichtigsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Qleichungen. 

Sei 

80  gelten  folgende  Sätze: 

1)  Ist  n  =  2t^4~  1,  so  hat  die  Gleichung  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel,  deren  Vorzeichen  das  Entgegengesetzte  des 
letzten  Gliedes  ist. 

2)  Ist  n  =  2i/  und  oo  negativ,  so  sind  wenigstens  zwei  reell 
ungleich  bezeichnete  Wurzeln  vorhanden« 

Satz  von  Harriot'Descartes. 

8)  Eine  vollständige  Gleichung  hat  höchstens  so  viele  -{-Wur- 
zeln, als  Zeichenwechsel,  und  höchstens  so  viele  negative, 
als  Zeichen  folgen.  Fehlende  Glieder  sind  durch  +  0  zu 
ergänzen. 

4)  Sind  alle  Wurzeln  reell,  so  hat  die  Gleichung  genau  so  viel 
Zeichenwechsel,  wie  +,  und  Zeichenfolgen,  wie  —  Wurzeln. 

5)  Eine  vollständige  Gleichung  mit  lauter  Zeichenwechseln  kann 
keine  —  und  eine  solche  mit  lauter  Zeichenfolgen  keine 
-f-  Wurzeln  haben. 

Sätze  von  Du  Qua. 

6)  Wenn  zwischen  zwei  Gliedern  einer  unvollständigen  Gleichung 
2  n  Glieder  fehlen,  so  hat  dieselbe  wenigstens  2  n  complexe 
Wurzeln. 

7)  Fehlen  2  n  -f-  1  Glieder,  so  sind  mindestens  2  n  -[-  2 ,  oder 
2n  complexe  Wurzeln  vorhanden,  je  nachdem  die  ein- 
schliessenden  Glieder  gleich  oder  ungleich  bezeichnet  sind. 

Satz  Yon  Budan-Fourier. 

8)  Hat  die  Gleichung  f{x  -[-  «)  w  Zeichenwechsel  mehr  als 
die  Gleichung  f{X'\-ß)^so  hat  f(x)  =  0  zwischen  den 
Grenzen  a  und  ß  höchstens  m  reelle  Wurzeln. 
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Satz  voD  Bturm. 

9)  Sei 

X  =f{x)  =  0,  X,  =f(x)  =  0. 

Sei  femer: 

X  —  X\  ^  ■"""  x^ 
Xi  r=  X^Qi  X^ 


Xm~-2  —  ^m— 1  V»H— 1  Xm 

XjX^  ,  *  .  sind  die  —  genommenen  Reste  und  QiQ%  -  *  • 
die  Quotienten,  die  sich  bei  der  Aufsuchung  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Maasses  zwischen  x  und  Xy  ergeben. 

10)  Setzt  man  in  die  Reihe 

X  X\  X^  .  V  •  x^ 

das  eine  Mal  o;  =  a,  das  andere  Mal  x  =  ß^  so  liegen 
zwischen  a  und  ß  genau  so  viele  reelle  Wurzeln,  als'  die 
erste  Reihe  mehr  Zeichenwechsel  enthält  als  die  zweite. 

NB.  Aendert  eine  Gleichung  Xr  für  keinen  Werth  von  x 
ihr  Zeichen,  so  enthält  Xr  lauter  complexe  Wurzeln.  Man 
kann  sich  sodann  auf  die  Betrachtung  der  Functionen 
xxi  .  ,  .  Xr^iXr  beschränken. 

Die  äuBsersten  Grenzen  der  reellen  Wurzeln. 

1)  Ist  a»-i  — ,  jeder  folgende  Coefficient  +,so  ist  Oh-i  die 
obere  Grenze  der  -f-  Wurzeln. 

2)  Sei  ch-  der  grösste  —  Coefficient,  so  ist  (Or  absolut  genom- 
men) ttr  +  ^  ^^®  obere  Grenze  der  -f-  Wurzeln. 

3)  Um  die  imtere  Grenze  der  -f-  Wurzeln  zu  finden,  setze 

a;  =  -T  und  ermittele  dieselbe  für  xf. 

X 

Anhang. 

Eine  Zahl  a,  die  ganz  ist,  kann  nur  dann  eine  Wurzel  der 
Gleichung  f{x)  =  0  sein,  wenn  /(+  1)  durch  a  4I  1  theilbar  ist. 

Eine  Gleichung  besitzt  gleiche  Wurzeln,  wenn  für  f(x)  =  0 
und  /'  {x)  =  0  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  existirt. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  suche  in: 

Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra,  D.  v.  Wertheim. 
Leipzig  1868. 
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§.41. 

N 

Cublsche  Gleichungen. 

1)  ^s4-aa;  +  &  =  0,    x  =  ^^\~'',    ye  +  fey» -|- ^  :^  o 

2)  a?8-f-aa;«4-6a;-f  c  =  0,  x  =  y  —  ^, 

3)  a;>+ax«  +  6  =  0,     «  =  1,  »»  — fy  +  y  =  0 

4)  «»+0x4-6  =  0 


27 


5)  Sei  <(7n/J  =111/1,   e^«  =  V^tyn^ 

^*  +  P^  +  «  =  0,    a;==  —  co^2a.2 1/|- 

6)  a;8 -fi^^  —  ?  =  0    iT  =  co<</2a.  2y^ 


7)     a:»  —  i);i; -f- g  =  0    42)3  <  27^2]  a?  =  2-7 


v^ 


1 


8)  a;8  —  jpa?  —  g  =  0    4j}3  <  27  g» 

9)  Ä»  — 2}a;  +  «  =  0    4i>3>2732    sm3a  =  |^]/~ 


ÄTi  =  2  ^/^  sinu 


3 
iCj  =  2]/|-  sm  (60  —  a) 

x^  =  —  2]/|.  sm(60  +  a) 
10)    a:3  —  i)ic  —  g  =  0    4i>3  >  27  g*^ 


0?!    =:    —    2 


Gleichangen. 

y  ^  sina 
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X^i 


Xi 


=  —  2  Vl^  sin  (GO  —  a) 

'     o 


§.42. 

Biquadratische  Olelohungen. 

Sei  gegeben 

X*  -(-  ax^  -^  bx  -fr  c  =  0, 
berechne  z  aus 

xf«  +  2a£r«  -f  (a»  +  4c)^  —  6«  =  0. 
Sei  ferner  b  positiv,  so  ist  Yßx  =  fx 

2a:i  =  gl  4-  ^2  —  ^3 

2iC2  =  gl  —  ?2  +  ?3 

2  a;3  =  —  gl  +  f  2  +  Ss 
2a?4  =  —  gl  —  gj  —  gs. 

Ist  dagegen  6  negativ,  so  wird: 

2^1=        gi+gj  +  Ss 
2j?j  =        gj  —  ga  —  gs 

2a:8  =  —  gl  +  ga  — ga 

2^4  =  -  gl  -  g2  +  g3     (Euler), 


§.  43. 

Oleloliiuigen  fünften  Grades. 

xi  —  a:  —  a  =  0,   A  =  \  ^b^  —  a,    sin  a  =  -jj,    x  =  tgn-^^ 


n 


(2g> 


"2 


(2  9) 
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K               .K              K-\riK'              K-\-2iK' 
«»i  =  y,    °»  =  »  5-.    0»  = 5 .    «4= 5 


K-^^iK'    _        K+iiK' 
5 

«8  r=  X* 


«j  = a>g 


Vi  =  »^stnam{ir —  4ci^}smam  {K —  8en) 

A  =  1,  2,  3,  4,  5,  6. 


Sei 

(v»  —  »«)  —  (mn), 

so  wird 

«                1 

iJ  f5»fxVl-x* 

z,       (12)  (26)  (45) 

;p,  —  (22)  (31)  (56) 

g»       (32)  (43)  (61) 

e,       (42)  (54)  (13) 

ii  —  (52)  (14)  (34)  (Hermite> 

§.  41. 

Näherungsmethoden  zur  Auflösung  der  Gleichungen. 

1)  Seien  Xi  und  x^   zwei  Näherungswerthe  einer  Wurzel 
der  Gleichung 

und  zwar  so,  dass  yi  and  y^  entgegengesetzte  Zeichen  haben, 
so  ist 

'        yi  -  y«  ^     Vi  -  y2^'  yi  -  y» 

ein  neuer  Näherungswerth.     (Regula  falsi.) 

2)  Seien  o^i  und  x^   zwei    Näherungswerthe   einer  reellen 
Wurzel  von 

y=/W  =  o, 

so  dass  yi  und  y^  entgegengesetzte  Zeichen  und  weder  /'  (x)  =  0 
noch/"(a;)  =  0  zwischen  Xi  und  x^  eine  Wurzel  haben,  so  sind 

^1  —  /TT^    und    arj  —  ^^rr^ 
zwei  neue  Näherungswerthe.    (Methode  von  Newton.) 
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S)    Sei  M 

a  eine  ganze  Zahl  und 

setze 

1     , 

Xi  ^ 

dieses  giebt 

-    Sei  nun 
Ol  eine  ganze  Zahl  etc.,  so  wird 

ai  -\-Ji__ 

Oj  -j-  .  .  .  .  (Methode  von  Lagrange). 

4)  Sei  f{y'\-zi):=i  0,  so  ist  y  und  z  gegeben  durch: 

5)  Seien 

f(x^y)  =  0    9(x,y)  =  0 
gegeben,  und 

drei  Paare  von  Näherungswerthen,  und  sei 

^*  =/(^xyx).   ?x  =  (fix^yn),   Ä  =  1,  2,  3, 

so  ist  genauer 


a;4  = 


»♦  = 


^1   +  ^2  +  ^3 


^1   +  ^3  +  ^3 

6)    Seien  a?!  und  yi  die  Näherungswerthe  zu 

fi(xy)  =  0,  fi(xy)z=  0. 
Man  bestimme  |  und  17  aus: 


1 
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Determinanten. 


ermi 


80  sind 

ÄJi  -f  I    und    yi  +  1? 

zwei  neue  Näherungswerthe. 

Die  Litteratur  der  Theorie  der  Gleichungen  findet  man  in 
den  „Grundzügen  der  ant.  und  mod.  Algebra^  von  L.  Mat- 
thiessen,  Leipzig  1878.    Praktisch  sehr  zu  empfehlen: 

Scheffler's  Auflösung  der  algebr.  und  transcend.  Gleichun- 
gen.   Braunschweig  1859. 


1)     J'^ 


6) 


§.  45. 

Die  Determinanten. 

a  b  c 


±  «i  6»  Ca  =  (ai  1)2  <h)  : 
Ui      bi      Ci 


12  3 


CL'i        t^2        ^3 
«3        »3        C3 

_/  X  x\+ 

ai     bi     Ci 

_/  /"  \  V 


2)  ^  =  ai  62  ^  +  ö^i  63  Ci  +  03  61 C3  —  «3  ftj  Ci  —  ai  &3  C2  —  ttj  fti  Cj 

3)  ^  =  —  (61  «2  Cg)  =  -\-  (bi  C2  «3)  =  —  (Ci  62  (h) 


4)     J  = 


b)    J  = 


aliy 


«1 «,  6]  ß,  Ci  y 
ih  «,  62  /3,  C2  y 
«3 «,  hViC^y 


0^2  +  &2 (Zi  +  Ca  «3,  ft«  +C3  r,  Ca 
«3  +  63  gi  +C3  &,  63  +C3  r,  C3 


«^ä^  =  i:(«^»")ö5;:8r.=^--- 


1  «1  «1*...  «I»»-^ 


1  «n  «S...««**-^ 


(«3  —  «,)  («3  —  «i)  . . .  {dn  —  «l) 

(«3  — ai)---(aH  —  «2) 


2H-2  3»-s_.(„_i) 


l 


1 


(?)■■■(„- 1) 


r 


Determinanten. 
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7)    Sei 
80  wird: 


fix)  =  {X  —  Xi)  {X  —  X^)  .  ,  .{X  —  Xn\ 


«(«-!) 


J{x^x^... Xn) ^ («1  «a . . an)  _  ._  .V  !•»  •  'V^  ^.       1 


iC— «n 


8) 


9) 


an .  ..Ol, 


fliil  •  •  •  fl|«n 


bii  ...ftm 


Ami  . . .  & 


'Hl 


nn 


^  ,  Älx  0*1  • .  •  ^ßlx  bxn 


>|  «jrl  6x1  .• .  ^]^  öxl  6 


^j  önx  ^xl .  •  •  ^,<huc inx 


'nx 


10) 


^^i+yyi+^^ii  ^1^+  yi'+  ^Z 

a:  y 

a?i  yi 


^  j  öxn  Öxl  •  •  •  ^^\  ^xn  ^XM 


+ 


X  iS 
XiZi 


2 


+ 


y  ^ 
yi^i 


11)  Ist 

«2  iP  +   ^2  y  +  ^  ^  =  ^2 

so  wird: 

X  (oi  62  C3)  =  (^1  h  C3),  y  («1  *«  C3)  =  (ai  c?2  (k\  e  («1 62  C3)  —  («1  ^2  <?3). 

12)  Sei 

wobei  AmSm"'Lm  die  Unterdeterminanten  sind,  sei  ferner 

so  wird  jd'  die  reciproke  Determinante  genannt.  Gleichliegende 
Elemente,  z.  B.  a»  in  z/  und  An  in  ^',  werden  adjungirte  Ele- 
mente genannt. 
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Es  gelten  nun  folgende  Sätze: 

13)  ^'  =  z:/"-i 

14)  ai^-«  =  (2?,C3...Ln) 

(tti  62)  ^"~*  =  (C3  Z>4 . . .  in)  etc. 

15)  (z/')"  =  (^ny 

16)  Ist  in 

o^y  =  aw,  80  wird  sie  symmetrisch,  ist  dagegen 

Oix  =  —  a«-,  so  wird  sie  symmetral  genannt. 

Das  Quadrat  einer  Determinante  ist  eine  symmetrische  Deter- 
minante. 

17)  Für  die  Unterdeterminanten  einer  symmetrischen  Deter- 
minante gilt  der  Satz: 

Aijt  =  Ajci, 

18)  Ist  ferner 

a«g  =  —  (Xix    und    oa  =  0, 

so  ist  die  Determinante  ein  Quadrat. 

19)  Ist 

a«'  =  —  Oix    und    au  =  s^ 
so  wird 

dabei  sind  P,  Q  .  .  .    Summen  von  Quadraten. 

Litteratur  und  Beweise  suche  in  Balzer:    Theorie  und  An- 
wendung der  Determinanten.    Leipzig. 
Jacobi,  Grelle's  Joum.  Bd.  XXIL 


§.  46. 

Die  linearen  und  orthogonalen  Substitutionen. 

1)  Die  Substitution 

iz^x  =  6x1  yi  +  6x2 ^2  ^ 6xny«,   x=l,  2,  ...n 

heisst  eine  lineare. 

2)  Jtf  =  ^+ ftii&25...ft^„  wird  die  Determinante  (Modu- 

lus)  der  Substitution  genannt. 

Ist  Jlf  =  -f  1,  80  nennt  man  die  Substitution  unimodular. 


Subetitutioneii.  79 

3)  Wird 

/jf  =^  öxi  fl?!    -f-  «xj  aJj  -| a*n  SCn 

durch 
transformirt  in 

fx  =  ^ja  yi  "T  ^«3  y«  ~i  ^«»  y»> 

so  ist 

4)  Eine   lineare    Substitution   wird   orthogonal  genannt, 
wenn 

Vi  +  vi  -\ —  yS  =  ^1  +  ^i  H —  ^2. 

5)  Sei 

J?x  =  Cxi  yi  +  Cx2  ys  +  •  •  •   Cxn  Vn 

eine  orthogonale  Substitution,  so  wird: 

c^x  +  c/x  H •  -f  c5x  =  1 

^li^l«  +  CfjCix  -!-•••   CfijCnx  =  0, 

femer 

^1  X  ^11  ^S  •  •  •   Cfin    =  Hr  *• 

Vergleiche  auch:    Functionaldeterminanten. 
Litteratur:   Balz  er,    Theorie   und   Anwendung    der   Deter- 
minanten.  III.  Aufl.,  §.  14. 

§.47. 

Die  homogenen  Functionen  und  Formen. 
Sei  /  eine  homogene  Function  der  Variablen 

von  der  Ordnung  w,  so  wird: 

2)    w(n  — l)...(n  — 2+l)/=(^a:*-i- )  g«/ (Euler' s  Satz). 
Sei 


so  wird 


m 


80  Formen. 

Die  homogene  Function  u  von  w  Dimensionen  wird,  wenn 
sie  rational  und  ganz  ist  und  ganze  Coefficienten  hat,  eine  Form 
wten  Grades  (quadratisch,  cuhisch,  .  .  .),  von  n  willkürlichen 
Variablen  (binär,  temär,  .  .  .)  genannt. 

Sei 

ix 

eine  quadratische  Form,  so  wird 

R  =  —  ^J  +  an  «22  •  •  •  öf«n 

die  Determinante  der  Form  u  genannt.     Sei  6,x  der  Coefficient 
von  Uix  in  üt,  so  ist  die  Form 

ti  =  —  ^KViVx 

ix 

der  Foim  u  adjungirt. 

Die  Determinante  der  adjungirten  Form  ist  die  (n  —  l)te 
Potenz  der  Determinante  der  Form. 

Vergleiche:  Balz  er,  Theorie  und  Anwendung  der  Deter- 
minanten, §.  13. 


§.48. 

Die  Functional- Determinanten. 

1)  Seien  yi^a...  y«  Functionen  von  a^iiCa...  Xn,  so  wird 

^  =  v  +  ^^.-.^ 

'^^  '-  dxi  dx^      d  Xn 
die  Functional-  oder  Jacobi'sche  Determinante  genannt,  und  mit 

0  \Xi  X^  •  •  •  Xnj 

bezeichnet. 

2)  Sind  yiV^-'-Vn  nicht  unabhängig,  sondern  durch 

verbunden,  so  ist  -^  =  0  und  umgekehrt 

3)  Sind  die  Grössen  y  durch 

Fx{x^.,.Xn  yi...yn)  =  0 


Fn(Xi...Xn  yi-'-yn)  =  0 

gegeben,  so  ist: 
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dFi      dF„ 


2± 


^-dX^dX2'"dXn  ^  ^     V  +  ^-.-  — 


4)  Seien  t/i 2/9 •  •  •  2/n  Functionen  von  XiX^.., a:»,  so  sind  auch 
0:1 ... a:» Functionen  von  yiifq.- .y^  die  Functionen  sollen  in  beiden 
Fällen  von  einander  unabhängig  sein,  sodann  ist: 

-^  —  dxi'"  dXn  '  ^  —  ö^i"  dyn 

5)  Sei 

so  wird  die  Determinante 

^^  =  2  i  y^i  2^22  .  -  •  Vnn 

die  Hesse'sche  genannt.  ^ 

6)  Ist  iZ"  =  0,  so  ist  immer 

«12/1  +  ««yj  -I —   ««yn  =  0, 

wo  Ol  O)  ...  a»  constante  Grössen  sind,  und 

7)  die  Function  y  kann  durch  eine  lineare  Substitution  auf 
eine  homogene  Function  von  (n  —  1)  Variablen  reducirt  werden 
und  umgekehrt. 

8)  Die  Hesse'  sehe  Determinante  der  transformirten  Function 
unterscheidet  sich  von  der  der  Originalfunction  nur  um  einen 
mit  dem  Quadrat  des  Modulus  der  Transformation  übereinstim- 
menden Factor,  d.  h. 

9)  Wenn  die  H  einer  homogenen  ganzen  Function  von  n 
Variablen  identisch  verschwindet  und  ausserdem  der  partielle 
DiflFerentialquotient  derselben  nach  einem  ihrer  Elemente,  so 
verschwinden  auch  alle  übrigen  identisch  und  die  Function  kann 
durch  eine  lineare  Substitution  auf  eine  Function  von  (n  —  2) 
Variablen  reducirt  werden. 

Litteratur:    Balzer,  Theorie  der  Determinanten. 
Salmon:    Vorlesungen  zur  Einführung  in  die  Algebra  der 
linearen  Transformationen.    Deutsch  von  Fiedler. 

Clebsch:    Theorie  der  binären  Formen  u.  m.  andere. 

L^akii,  mAtbem.  FormelasamnUiuig.  g 
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§.49. 

Wahrsoheinliohkeitsreclmung. 

1)  Sei  p  die  Anzahl  der  günstigen,  q  die  der  ungünstigen, 
n  die  der  überhaupt  möglichen,  so  dass  p  -{-  q  =  n,  und  sei  die 
absolute  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereig- 
nisses w,  jene  für  das  Nichteintreffen  Wi^  so  ist 

^=  '^^     *^i  =  "^'     ti;  +  u^i  =  1. 
n  n 

Man  sagt:  ein  Ereigniss  ist 

gewiss,  wahrscheinlich,  zweifelhaft,  unwahncheinlioh,  unmöglich,  wenn 
W=l,  >i  =1  <i  =0. 

2)  Sei  die  Anzahl  aller  Fälle  n,  der  dem  Ereigniss  A  gün- 
stigen |),  der  dem  Ereigniss  B  günstigen  q  und  p  -\-  q  <  n^  so 
ist,  wenn  alle  übrigen  Fälle  unberücksichtigt  bleiben,  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Eintreffen  des  Ereignisses 

"  p  -jr  9        wa-\'  Wb 
B 7 —  = ^ (Relative  Wahrscheinlichkeit). 

3)  Seien  WyW^^.^Wn  die  Wahrscheinlichkeiten  mehrerer  ein- 
zelnen Ereignisse,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  diese 
zusammentreffen 

TF=M?ii(?iti?s...tc?n  (Zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit). 

4)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Ereigniss  ^,  dessen 
Wahrscheinlichkeit  w  ist,  sich  nmal  wiederholt,  ist: 

W  =  (tc?)". 

5)  Seien  Wi  .,.  Wn  die  Wahrscheinlichkeiten  der  Ereignisse 
AB  ...  N^  man  fragt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  das 
erste,  oder  wenn  dieses  nicht,  so  doch  das  zweite  etc.  Ereigniss 
eintritt,  diese  ist  gegeben  durch: 

TT  =  1  —  (1  —  Wi)(l  —  ti?2)  .  .  .  (1  —  Wnl 

6)  Sei  s  eine  zu  gewinnende  Summe,  w  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Gewinnes,  so  ist 

sw 
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die  mathematische  Hofifhung  oder  Erwartung.  Hängt  der  Gewinn 
von  mehreren  Ereignissen  ab,  und  seien  Si  s^...  Sn  die  zu  er- 
wartenden Summen,  iJ0ito%..,iJ0n  die  Wahrscheinlichkeiten  jeder 
dieser  Summe,  so  ist 

7)  Seien  tßiWi.,.  Wn  die  Wahrscheinlichkeiten  von  AB...Nj 
und 

Wl  +  ti?a  H +  U?n  =  1, 

und  man  sucht  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in 

Versuchen  das  Ereigniss  il  aimal,  das  Ereigniss  B  o^mal  etc. 
eintritt,  so  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  gegeben  durch: 

^  =  ^'t 'i '"  "l  (*'^i)''* (^^y* ' ' •  (^»r*- 

8)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Ereigniss  Ä^  dessen 
Wahrscheinlichkeit  i^  ist,  in  a  Versuchen  wenigstens  ^^mal  ein- 
tritt, ist: 

TF=  («;))'{l  +  |.  (1  _  «,)  +  ilÖL+i)  (!_«,)«  +  ... 


+ ""^T.;:^-^'  ('  -  "y-'l 


9)  Alle  bisher  betrachteten  Wahrscheinlichkeiten  waren  Wahr- 
scheinlichkeiten a  priori,  auch  deductive  Wahrscheinlichkeiten; 
die  folgenden  sind  Wahrscheinlichkeiten  a  posteriori  oder  in - 
ductiye  Wahrscheinlichkeiten.  Fundamentalsatz  (Bayes,  Phil. 
Trans.  1763).  Die  Wahrscheinlichkeiten  zweier  Hypothesen  ver- 
halten sich  so  zu  einander,  wie  die  absoluten  Wahrscheinlich- 
keiten der  aus  diesen  Hypothesen  resultirenden  Ereignisse. 

10)  Sei  in  n  Versuchen  pmal  das  Ereigniss  A,  qmsil  das 
Ereigniss  B  eingetreten  etc.,  und  seien  PiPq.-,  Pn  die  Wahr- 
scheinlichkeiten a  priori  (gerechnet  nach  7)  der  Hypothesen 
HiHf...  Hn-i  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  fiir  die  Hypothese  Hr 
gegeben  durch 

Pr 

^r  =  P,   +P,  +...  +  p/ 

11)  Sei  n  =  p  4"  ^  ^^®  Anzahl  der  Ereignisse,  und  es  ist 
pmal  das  Ereigniss  ii,  gmal  das  Ereigniss  B  eingetreten,  sei  W 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  ferneren  n'  =  p'  -|-  g'  Versuchen 


Ö4  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

A  p*  mal  und  B  q[  mal  eintritt.  Seien  ferner  jETi  fli . . .  Er  die 
Hypothesen,  t^j . . .  Wr  die  absoluten  Wahrscheinlichkeiten  für  das 
Eintreffen,  Vj.-.Vr  für  das  Nichteintreffen  von  4,  also  für  das 
Eintreffen  von  B^  so  ist 


12)  Die  Wahrscheinlichkeit  einer  Hypothese  ü,  kraft  wel- 
cher die  absolute  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  A^  welches 
prnal  beobachtet  wurde,  x  ist,  ist  gegeben  durch 

„          a^(\  —  xY  dx  , 

H=—^ '- pJ^q^=ziu 

a^(l  —  xfdx 


I 


0 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  x  innerhalb  der  Grenzen  a  und  /3 
liegt,  ist 


t(x^{\  — 


xydx 


p 


1 

xP{\  —  xfdx 

0 

13)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P  der  Hypothese, 
dass,  nachdem  in  n  =:^  p  -\-  q  Ereignissen  A  p  mal,  B  q  mal  ein- 
getreten, in  w'  =  p'  -|-  g'  Ereignissen  A  y  mal,  B  g'mal  eintritt? 

p  ^  /!>'  +  «'\  fp +!).»■  (2^ +/J(g+l)...(g  +  g0 

oder  für  sehr  grosse  pqp*  (i 

(j>+p'+5)  («+«'+1)  (p+«+l) 

14)  Das  Ereigniss  A  ist  j;  mal  eingetreten,  das  Ereigniss  "B 
q  mal  ia  n  =  p  -\-  q  Versuchen,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  im 
(n  +  l)ten  Versuche  A  eintritt,  ist: 

i'  +  2  +  2 

15)  In  n  Versuchen  ist  A  eingetreten,  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  ^  im  (n  -|-  l)ten  Versuche  eintritt,  ist 

«-f-l 
«-f  2* 
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16)    Sei  A  nmal  eingetreten,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  A  eher  als  B  eintritt,  gleich 

1 


1  — 


2n+l 


Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  die  Fehlerrechnung 
vide  6.  Lieferung.  Wegen  der  Ableitungen' etc.  vide  Meyer: 
Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Deutsch  von 
E.  C  zu  her.  Leipzig  1879.  Hagen:  Grundzüge  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung.   Berlin  1882. 


§.  50. . 
Differenzen-Reohnung. 

A.    Symbole. 

1)  u^  =  (p  (x) 

2)  Jux  =  <p(x  -]-  Jx)  — *g)  (x) 

3)  zJ^^'^Ux  =  ^/"•■»-»•Ua:    (/fx^=l  für  gewöhulich) 

4)  [x,m]  =  x(x  —  l),..  (x  —  m  +  1) 

5)  Dux  =  (p(x  -{-  Jx) 

6)  2>  =  1  ~(-  z/.    Symbolisch  für  Z)  w«  =  tt«  +  ^  tf« 


J-J^*^_.  ... 
~1.2  dx^^ 


8)  jD-  =  (1  +  J)^ 

9)  z/  =  e^»  —  1 

10)    ^""x^  =  (^  +  «)**  —  w(a?  -{-n  —  \) 


,    w(n  —  1)  ,      ,  ^. 


11)  ^i^O*"  =  z:/»a;^  für  a;  =  0 

12)  ^»»O«  ==  w! 

13)  J^(y^  =  n">— n  (w  —  1)"*  +  ^^^"! ^^  fn~  2) 

n  f»  —  1)  (n  —  2)  ,  „,      , 

1.2.3 -^»-3)-  + 


■    t   • 
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Differenzen  -  Bechnung. 


Jl 

ja 

J3 

J* 

J5 

J« 

J7 

J8 

J» 

^10 

Ol 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

02 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

03 

6 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0* 

U 

36 

24 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

OB 

30 

150 

240 

120 

0 

0 

0 

0 

0 

0« 

62 

540 

1560 

1800 

720 

0 

0 

0 

0 

07 

126 

1806 

8400 

16800 

15120 

5040 

0 

0 

0 

08 

254 

5796 

40824 

126000 

191520 

141120 

40320 

0 

0 

0» 

510 

18150 

186480 

834120 

1905120 

2328480 

1451520 

362880 

0 

010 

1022 

55980 

818520 

5103000 

16435440 

29635200 

30240000 

16329600 

3628800 

B.    Form^feliL 


14 
15 

16 
17 

18 

19 
20 

21 

22 
23 


^[x^ni]  =  m[x,m—  1] 
1  m 


[x,  m] 


[a?,  m  —  1] 


jdlogux  =  ^9 


_  l^r,  ^«+1 


w. 


J^sin{ax  +  6)  =  {2sin^  sin\ax  +  6  +  ^  ^^  +  "^H 
J^cos  (ax  -|-  6)  =  r2sm  ~j  cos  lax  +  6  -|-  ^  ^  ^      1 


^tgnax  = 


sena 


Jcotgax  =  —7 


cos  a  a;  cos  a;  -f-  1  a 
—  siwa 


sin  a  a?  sm  a;  -|-  \a 

Vx  ~  VxVxJ^i 

^UxVx  =  Ux^Vx  -{-  Vx^  Ux 
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24)    Sei  u  eine  Function  der  Veränderlichen  xye...^  deren 
Differenzen  /Ix,  dy^  ^z,..  constant  sind^  so  wird 

^»tt  =  1^1  +  ^  d:^  (^  +  ^  ^^) M"^  (symbolisch). 

OR\  Am,  I    ^(»»    +    1) 

25)      -J»  üsB  =  U:B+n  —  n  t*a:+n-l  +  ^    ^  ***+»-« 

26)  x-  =  z;o~:r  +  ^[rr,2]  +  ^[a;,3]+... 

27)  a^-)-aia?  +  a,^+a8y^+... 


28)  ^     _   ^         n/lux    I    n(n  —  l)^^Ux 

29)  1      _  _i {n'^m)dux       (n  — m)(n  — w  — 1) 

W»+n  **«+»  W«+m  W»+m+l  Wat+m^x+m+l  t*«+m+a 


t  fl  • 


§.  51. 

Summen-Reohnungr« 

1)     2  [a;,  m]  =  I^l^iiü  +  Const. 

^     ^  [a  +  a?  +  m,  w]             m  [a  +  a;  -f-  w,  m  —  1]  "• 
3)     V ^^ =0 ? 

wenn  tia?  =  aa?  -j-  6. 

5)    2««  =  «  +  «<>^  +  ^««x¥  +  ^'««O^H-- 
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Sammeii  -  Bechnang. 


7)    2a?'  =  (-l; 


,«•+1 


z/O' 


x(x+  1) 
1.2 


1.2.3 


2-  = 

2^'  = 


a;3 


2^;*  = 

S^'  = 


j^'  +  T^'  +  i^ 

1    .  1  1    .  ,  1    . 


1 

—  X 
30 

12 


(2»+  1)  r^x'-dx 


Euler,  Nov.  Acta  Petropol.   Tom.  IL 

8)  ;2  ^ =(±±^rii^dl±Jl  0" 


a;2»+i 


9) 


10) 


2(-  ir^^^^(l±^l^i:^ra±^rii,. 


2  -|-  z/ 


1  du. 


1    d3« 


+ 


12  dx        720  rfa;3 

1      d^  Uj,  __ 
30240  dx^ 


Näheres  in:  Sclilömilch,  Theorie  der  Differenz-  und  Suni- 
menrechnung,  Halle  1848.  Boole,  Grundlehren  der  endl.  Diffe- 
renz- und  Summenrechnung,  18G7.  Herschel,  Sammlung  von 
Aufgaben  aus  der  endl.  Summen-  und  Differenzenrechnung,  1859. 
Die  beiden  letzteren  deutsch  von  Schnusse,  Braunschweig. 
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Zusätze  zum  §.  50  und  51. 

Anwendung  dieser  Formeln  zur  Summation  von  Reiben. 

Um- 

1«  -f  22  -f  32  -f-...  a?» 

zu  summiren,  muss  man  (x  -|-  1)^  integriren.    Nun  ist 

-^  (X  +  ly  =  ^(x*  -j-  2x  -\-  1) 

=  ^x*  +  2^x-\-x. 

Nach  der  Formel  26)  ist  aber 

x^  =  X  --\-  x(x  —  l), 
wir  haben  also 

^(x-\-iy  =  '£x(x-l)A-B^x   -\-x.  . 

Nun  ist  nach  1),  §.51 

.^         xix-^l) 
2j^= 2 

Wir  haben  also 

^^r-1  ^      •    ^N«             I    ^x(x  —  l)    .    x(x  —  l)('a;  —  2)    ,    ^ 
^(x+iy  =  x-\ ^^     ■  '  +  -^ ^ ^  +  Const. 

Für  x  =  1  wird  ^  ^  =  1,  also  1  =  1  -(-  Const.,  woraus  Const. 

=  0  folgt 

Theorem:    Sei  u^  =  a  -\-  hx^  so  wird  «die  Function 

(2)  -^  qx  -\-  rx^)s'' 

integrabel,  wenn 

/a\   ,      /ay       m  — If  ,   .     /a\   ,  s  — m-fl    ) 

und  ihr  Integral  ist 

i*x  •  •  •  "Wx-j-nj^a 
wobei 


.  q ia^,s  —  m-\-l 

^  ""(s-  1)A  "~  lÄ  "•        s~^^ 


(s  —  l)h 


^-(s-l)Ä 
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Löst  man  die  Bedingnngsgleichung  in  Bezug  auf  s  auf,  so 
erhält  man  zwei  Wertlie  von  s,  die  diese  Function  integrabel 
machen. 

So  ist  beispielsweise 

Diese  Reihe  hat  x  Glieder. 

Manchmal   kann  man  ohne   Anwendung  der  Formeln   sich 
leicht  eine  integrable  Form  verschaffen. 
Sei  z.  B.  die  summirende  Reihe: 

' +— +— +        ' 


1.3    '    2.4    '    3.5  ^  x{x-i'2) 

Man  hat 


2**'+»  —  2(^4-i)(a;-f-3)' 


hier  kann  man  Formel  28))  §.  50,  anwenden.     Man  kann  aber 
auch  einfacher  wie  folgt  verfahren: 

2^»+»  =  2(0;  +  l)(ic  +  2)(a;  +  3) 


=sli 


+     ■ 


woraus  nach  Bestimmung  der  Constanten 

3  x»  4-  5  a; 


^Mx+l  —  j 


(x  +  1)  (aj  4- 2) 


folgt. 
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§.  52. 

Zins-,  Zinseszins-  und  Renten -Rechnung. 

Sei  Ä  das  Anfangscapital,  E  das  Endcapital,  p  die  Procente, 
q  =  l  -\-  T^  der  Zinsfuss,  +  U  die  Rente,  n  die  Anzahl  der 
Jahre,  Z  die  Zinsen  nach  n  Jahren. 

NB.    Werden   Zinsen  und   Rente  in    le  — -  tel  Jahren   ver- 

**     m 

rechnet,  so  ist  in  nachstehenden  Formeln  —  statt  p   und  m  n 
statt  n  zu  setzen. 

1)  Zinsrechnung. 

rj       A    ^  A       lööZ  lOOZ  lOOZ 

100  j}n  '     ^         ^n  '  pA 

2)  Einfache  Zinseszinsrechnung. 

E  =  Är.   Ä  =  -,    n=: j^^^ ,    «=  KT 

Ein  Capital  verm  facht  sich,  wenn 

logm  T«/ 

♦"  =  «'   "  =  -47'    i=Vn*- 

8)    Zusammengesetzte  Zinseszinsrechnung. 

£=^g»  +  -^  (g-—  1) 

__  %(!>-£'  ±  100 -R)  —  logjpA  ±  lOOE) 

logq 

^    -       q    —1 
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4)    Rentenrechnung  |J5  =  0     ü  >  ^  ^oöl 

Aq-  =  -j-  (q-  -  1) 

_  log  100  B  —  7Qg(100 R  —  pA) 
^  ~  ^ogq 

q—  l 

Siehe  Spitzer:  Anleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten. 
Wien  1881.  Morgenbesser:  Mathematische  Grundlagen  des 
gea.  Versicherungswesens.    Berlin  1882. 
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Tafeln. 

I.    Tafel  für  die  Zahl  e. 

e  =  2,71828    18284    59045    23536    02874    71353  . 


n 

c« 

(i; 

n  e 

n 
e 

1 

2,71828 

0,36788 

2,71828 

0,36788 

2 

7,38906 

0,13534 

5,43656 

0,73576 

3 

20,08554 

0,04979 

8,15485 

1,10364 

4 

54,59815 

0,01832 

10,87313 

1,47152 

5 

148,41316 

0,00674 

13,59141 

1,83940 

6 

403,42879 

0,00248 

16,30969 

2,20728 

7 

1096,63316 

0,00091 

19,02797 

2,57516 

8 

2980,95799 

0,00034 

21,74625 

2,94304 

9 

8103,08393 

0,00012 

24,46454 

3,31091 

n 

e» 

n 

e» 

0,01 

1,01005 

0,1 

1,10517 

0,02 

1,02020 

0,2 

1,22140 

0,03 

1,03045 

0,8 

1,84986 

0,04 

1,04081 

0.4 

1,49183 

0,06 

1,05127 

0,5 

1,64872 

0,06 

1,06184 

0,6 

1,82212 

0,07 

1,07251 

0,7 

2,01375 

0,08 

1,08329 

0,8 

2,22554 

0,09 

1,09417 

0,9 

2,45960 

Man  beachte  beim  Gebrauche  dieser  Tafel  die  Identitäten 

4.-4.  —  -L      JL. 

c"      10  "*"  100   =  ga  .  glO  .  glOO 

1   -}-    <f    -}-   -— jr    -|-    .   .    . 

1  •  2S 

log  mite  =  1 

log  vulg  €  =  0,434294482  .  .  . 
Sei 

€«  =  jT,  80  ist 

lognats  =  x 
log  vulg  z  =  x. log  vulg  e  =  a; .  0,434294481903251827651128919  . 
Es  ist  femer 

lognat    1  =  0 

log  nat  10  =  2,3025851 . . . 

1/^6=1,444667... 
Es  iBty€>  yz,  wobei  z  eine  beliebige  Zahl  bedeuten  kann. 


Tafeln. 
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IL    Numerische  Werthe  für  jt, 

n  =  3,14159    26536    89793    23846    26433    83279    5Q288  . 


Arg. 

Valar. 

Log.  vulg. 

Log.  not. 

n 
2n 

3,1415926536 

6,283185 

0,497149873 
0,798180 

1,144730 
1,837877 

n 
2 

1,570796 

0,196120 

0,451583 

n 
T 

0,785398 

0,895090  —  1 

0,768436  —  1 

3" 

1,047198 

0,020029 

0,046118 

h 

2,094395 

0,321059 

0,739265 

4 

4,188790 

0,622089 

1,432412 

1 

n 

0,3183098862 

0,502850—1 

0,855270  —  2 

1 
2n 

0,159155 

0,201820  —  1 

0,162123  —  2 

7l2 

9,8696044011 
31,0062766803 

0,994300 
1,491450 

2,289460 
3,434190 

1 

«2 

0,1013211836 

0,005700  —  1 

0,710540  —  3 

V» 

1,7724538509 

0,248575 

0.572365 

VI 

0,5641895835 

0,751425  —  1 

0,427635  —  1 

r- 

1,4645918876 

0.165717 

01681577 

?7 

0,6827840633 

.  0.834283  —  1 

0,618423  —  1 

/o^  fiat  TT 

1,1447298858 

0,058703 

0.135169 

NäliemngBbrüche  für  1 :  n 

2_    ^    106    113     33102     33216     66317     99532 

3  '  22'  333'  355'  103993'  104348*  208341'  312689 
Einige  n »Reihen: 

iL  =  1  ^  1   .    i  ^  1   .    1  ^  1   .    .  .  . 
4  3^5  7^9         11^ 

*  ^   3  5  7   ^   9   ^  11 


2  V2  ~  *    '     3  5  7     •     9 

57r_ll  1          1  Ifl 

12"""*'3"^ö  7          9  11  "^13 

2  VS  "             6   "^   7  11  "^  13  17  ^  19 


+ 


n 


2 


■Iß  —  2^        38    ' 


1    -1^1-1-14-14. 
52  T  ß2         72         8»    i    9a  T* 


4« 


16 
8ffg  11111  1 

64V2^^"'"3»'"P^"~7»'^9«"^il8"~13«"" 

4= ■+(!)■+ (5^3)"+ (äiAy+--- 


1 
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Tafeln. 


III.    Tafel  der  Binomial-Coefficienten. 


(0 

(?)  (s)  (")  (i)  Co) 

1      1 

(?) 

(s)  (5)  (fo)  (,"■) ;  (,y 

1        !        '        1 

1 

2 
3 
4 

1 
1 

3 
6 

1 
4 

1 

1 

1 

1     1 

1 
i 

• 
1 

5 

10 

10 

ö 

1 

1 

6 

15 

20 

15 

6    1 

1 

7 

21 

35 

35 

2i;    7 

1 

1 

8 

28 

56 

70 

56   28 

8 

1 

9 

36 

84 

126 

126 

84 

36 

9 

1 

10 

45 

120 

210 

252 

210 

120 

45 

10 

i' 

11 

55 

165 

330 

462 

462 

330 

165 

55 

n;   1 

12 

66 

220 

496 

792  924 

792 

495 

220 

.  66    12 

1 

13 

78 

286 

715 

1287 

1716 

1716 

1287 

715 

286l    78 

1 

13 

14 

91 

364 

1001 

2002 

3003 

3432 

3003 

2002 

1001   364 

91 

15 

105 

455 

1365 

3003 

5005 

6435 

6435 

5005 

3003  1365 

455 

16 

120 

660 

1820 

4368 

8008 

11440 

12870 

11440 

8008 

4368 

1820 

17 

136 

680 

2380 

618812376 

1 

19448 

24310 

24310 

19448 

12376 

6188 

18 

153 

816 

3060 

856818564 

31824 

43758 

48620 

43758 

31824 

18564 

19 

171 

969 

3876 

11628|27132 

50388 

75582 

92378 

92378 

76582 

50388 

20 

190 

1140 

4845 

15504 

38760 

77520 

125970 

167960 

184756 

167960 

125970 

Man  beachte  die  Definition: 

/n\  ___  M  (n  — '  l)(n  —  2)  .  .  .    {n  ^  x  -[-  1) 
\x/  1.2.3  ...  X 

und  die  Sätze: 

©  =  (;  =  l)  +  ("7')  =  ("t')-(<-.) 

(:)-C1:!)-(.;.) 
(''r)=ö+(.-.)(5)+(.-.)(ö  •■(;)(.iL.)+(i> 


v 
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IV.    Logarithmen  einiger  Facultäten. 


Eb  ist 


1  7i  1 

logixi)  =  1ogy2n  -f  xlogx  +  -^  logx  —  .r  -)-  j-^  .  —  —  ... 

Bin-l 


-  (-  !)■ 


(2  »  —  1)  2  n  jü« 


'=I  +  (-^)"(ä^^-5i^.«<«<^' 


X 

• 

log{x\) 

X 

log  {x  I) 

1 

0 

26 

26,6056190 

2 

0,3010300 

27 

28,0369828 

3 

0,7781513 

28 

29,4841408 

4 

1,3802112 

29 

30,9465388 

5 

2,0791812 

30 

32,4236601 

6 

2,8573325 

31' 

33,9150218 

7 

3,7024305 

32 

35,4201717 

8 

4,6055205 

33 

36,9386857 

9 

5,5597630 

34 

38,4701646 

10 

6,5597630 

35 

40,0142326 

11 

7,6011557 

36 

41,5705351 

12 

8,6803370 

37 

43,1387369 

13 

9,7942803 

38 

44,7185205 

14 

10,9404084 

39 

46,3095851 

15 

12.1164996 

40 

47,9116451 

16 

13,3206196 

41 

49,5244289 

17 

14,5510685 

42 

51,1476782 

18 

15,8063410 

43 

52,7811467 

19 

17,0850946 

44 

54,4245993 

20 

18,3861246 

45 

56,0778119 

21 

19,7083439 

46 

57,7405697 

22 

21,0507666 

47 

59,4126676 

23 

22,4124944 

48 

61,0939088 

24 

23,7927057 

49 

62,7841049 

25 

25,1906457 

50 

64,4830749 

Latka,  mathein.  FormelxiBaminlaiig. 
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V.    Tafel  der  ganzzahligen  Auflösungen  von  x'^  =  ay^  +  l 


a 

y 

X 

a 

y 

X 

2 

• 

2 

3 

53 

9100 

66251 

3 

1 

2 

54 

66 

485 

5 

4 

9 

55 

12 

89 

6 

2 

5 

56 

2 

15 

7 

3 

8 

57 

20 

151 

8 

1 

3 

58 

2564   . 

19603 

10 

6 

19 

59 

69 

530 

11 

3 

10 

60 

4 

31 

12 

2 

7 

61 

226153980 

1766319049 

13 

180 

649 

62 

8 

63 

14 

4 

15 

63 

1 

8 

15 

1 

4 

65 

16 

129 

17 

8 

33 

66 

8 

65 

18 

4 

17 

67 

5967 

48842 

19 

39 

170- 

68 

4 

33 

20 

2 

9 

69 

936 

7775 

21 

12 

55 

70 

30 

251 

22 

42 

197 

71 

413 

3480 

23 

5 

24 

72 

2 

17 

24 

1 

5 

73 

267000 

2281249 

26 

10 

51 

74 

430 

3699 

27 

5 

26 

75 

3 

26 

28 

24 

127 

76 

6630 

57799 

29 

1820 

9801 

77 

40 

351 

30 

2 

11 

78 

6 

53 

81 

273 

1520 

79 

9 

80 

32 

3 

17 

80 

1 

9 

33 

4 

23 

82 

18 

163 

84 

6 

35 

83 

9 

82 

85 

1 

6 

84 

6 

55 

37 

12 

73 

85 

30996 

285771 

38 

6 

37 

86 

1122 

10405 

39 

4 

25 

87 

3 

28 

40 

3 

19 

88 

21 

197 

41 

320 

2049 

89 

53000 

500001 

42 

2 

13 

90 

2 

19 

43 

531 

3482 

91 

165 

1574 

44 

30 

199 

92 

120 

1151 

45 

24 

161 

93 

1260 

12151 

46 

3588 

24335 

94 

221064 

2143295 

47 

7 

48 

95 

4 

39 

48 

1 

7 

96 

5 

49 

50 

14 

99 

97 

6377352 

62809633 

51 

7 

50 

98 

10 

99 

52 

90 

649 

99 

1 

1 

10 

TafelD. 
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VI.    Tafel   einiger   öfters   angewandten   Reihen- 

coefficienten. 


Coefficient 


Log.  vulg. 


Coefficient 


Log.  vulg. 


1_ 

2 

J^ 

8 

J_ 

16 

5 

128 
7 

256 
21 

1024 
33 

2048 

429 
32768 

715 
65536 


2 

1 
2.1 

1.3 


2 

.4. 

6 

1 

[.£ 

1.5 

1 

2 

.4 

.6. 

.8 

1. 

3. 

5. 

7 

2 

.4 

.6 

.8 

.10 

1. 

3. 

5. 

7.9 

2 

.4 

.6. 

.8 

.10. 

12 

1 

.3 

.5 

.7 

.  9. 

11 

2 

.4 

.6 

»    m     m 

12. 

14 

1 

.3 

.5. 

1  •  • 

11. 

13 

2 

.4 

.6. 

•  • 

14. 

16 

1 

.3. 

5. 

•  • 

13. 

15 

2  .  4  .  6  ...  16  .  18 


0,6989700  —  1 
0,0969100  —  1 
0,7958800  —  2 
0,5917600  —  2 
0,4368581  —  2 
0,3119193  —  2 
0,2071840  —  2 
0,1170074  —  2 
0,0378261  —  2 


6 

£ 

40 

5 

112 

35 
1152 

63 

2816 

231 

13312 

429 

30720 

6435 

557056 

12155 

1245184 


1 
2.3 
1.3 


2 

.4.5 

] 

L.3. 

5 

2 

.4.6 

.7 

] 

1.3. 

5.7 

2 

.4.6 

.8. 

9 

1 

.3. 

..7. 

9 

2 

.4.. 

10 

.11 

1 

•  9  .  •  ■ 

9. 

11 

2 

.4... 

12. 

13 

1 

.3... 

11. 

13 

2 

.4... 

.14. 

15 

1 

.  3  . . , 

13. 

15 

2 

.4... 

16. 

17 

1 

>  o  .  • 

.15 

.17 

2. 4...  18. 19 


0,2218487  —  1 
0,8750613  —  2 
0,6497520  —  2 
0,4826156  —  2 
0,3497078  —  2 
0,2393687  —  2 
0,1450361—2 
0,0626497  —  2 
0,9895214  —  3 


2 
£ 

8 

_5 

16 

So 

128 

63 

256 

231 

1024 

429 

2048 

6435 

32768 

12155 

65636 


2 

1  .3 
2.4 
1.3.6 


2 

.4 

.6 

1 

.3 

.5. 

7 

2 

.4 

.6. 

8 

1 

.3 

.5. 

7 

.  9 

2 

.4 

.6. 

8 

.10 

1 

.3 

.5. 

9. 

11 

2 

.4 

.6. 

10. 

12 

1 

.3. 

.5. 

11. 

13 

2 

.4. 

.6. 

12. 

14 

1 

.3. 

5. 

13. 

15 

2 

.4 

.6, 

14. 

16 

1 

.3 

.5. 

15. 

17 

2.4.6. ..16. 18 


0,6989700  —  1 
0,5740313  —  1 
0,4948500  —  1 
0,4368581  —  1 
0,3911005—1 
0,3533120—1 
0,3211273  —  1 
0,2930986  —  1 
0,2682750  —  1 


6 

J_ 

40 

1 
112 

5 
1152 

7 
2816 

21 
13312 

33 
30720 

429 

557056 

715 


1 
2.3 
1 


2 

.4. 
1. 

5 
3 

2 

.4 

.6 

.7 

1. 

.3 

.5 

2 

.4. 

6 

.8. 

9 

1. 

3. 

5. 

7 

2 

.4. 

10 

.11 

1 

.3 

.7 

.9 

2 

.4. 

12 

.13 

1 

.3. 

9 

.11 

2 

.4. 

14 

.15 

1 

.3. 

11 

.13 

2 

.4. 

16 

.17 

1 

.3, 

13 

.15 

1245184 


2 .  4 ...  18  .  19 


0,2218487  —  1 
0,3979400  —  2 
0,9507820  —  3 
0,6376175  —  3 
0,3954654  —  3 
0,1979700  —  3 
0,0310927  —  3 
0,8805584  —  4 
0,7590725  —  4 


100 


n 
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VII.    Tafel  der  Bernoulli'schen  Zahlen, 


Zahl 


Log.  vulg. 


Zahl 


Log.  vulg. 


B, 


9 


^11  i 


'13 


B 


16 


B 


17 


6 
J_ 

30 

42 

30 

66 
691 

2730 

6 
3617 

510 

43867 

798 


0,2218487  —  1 
0,5228787  —  2 
0,3767507  —  2 
0,5228787  —  2 
0,8794261  -  2 
0,4033154  —  1 
0,0669468 
0,8507783 
1,7401360 


^19 

-^28 
■026 
^27 
^29 
^31 
^83 
-^86 


174611 

330 
854513 

138 
236364091  . 

2730 
8553103 

6 
23749461029 

870 
8615841276005 

14322 
7709321041217 

510 
2577687858367 

6 
26315271553053477373 

1919190 


2,7285577 

3,7918360 

4,9374189 

6,1539725 

7,4361345 

8,7792940 

10,1794400 

11,6330791 

13,1370899 


VIII.     Tafel  der  Potenzsuinmen. 


Wir  bezeichnen  mit 

111 

Pn  die  Summe  der  Reihe    1    -f  —  +  —  +  —  -|- 


Rn    r, 


n 


1 

22n 


1 

42n 


l 
62» 


I      >iqm      I     tiOn      I      {.tOm      i 


1 

82» 


•      •      ■ 


n 

P» 

Qn 

Bn 

1 

1,2337006 

0,4112335 

00 

2 

1,0146780 

0,067645 

1,6449341 

3 

1,0014471 

0,015860 

1,2020569 

4 

1,0001552 

0,0039222 

1,0823232 

5 

1,0000170 

0,0009775 

1,0369278 

6 

1,0000019 

0,0002442 

1,0173431 

7 

1,0000002 

0,0000610 

1,0083493 

8 

1,0000000 

0,0000153 

1,0040774 

9 

1,0000000 

0,0000038 

1,0020084 

10 

1,0000000 

0,0000010 

1,0009946 

Tafeln. 
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IX,     Potenzen  und  Wurzeln. 


n 

II« 

n» 

yr 

f;r 

H 

n2 

n8 

1/n 

fn 

1 

1 

1 

1,0000 

1,0000 

51 

2601 

132651 

7,1414 

8,7084 

2 

4 

8 

1,4142 

1,2599 

52 

2704 

140608 

7,2111 

3,7825 

3 

9 

27 

1,7321  i;4422| 

53 

2809 

148877 

7,2801 

8,7568 

4 

16 

64 

2,0000 

1,5874 

54 

2916 

157464 

7,3485 

8,7798 

5 

25 

125 

2,2361 

1,7100 

55 

3025 

16'6375 

7,4162 

8,8080 

6 

36 

216 

2,4495 

1,8171 

56 

3136 

175616 

7,4833 

8,8259 

7 

49 

343 

2,64^8 

1,9129 

57 

3249 

185193 

7,6498 

8,8485 

8 

64 

512 

2,8284 

2,0000 

58 

8364 

195112 

7,6158 

3,8709 

9 

81 

729 

3,0000 

2,0801 

59 

3481 

205879 

7,6811 

8,8980 

10 

100 

1000 

3,1623 

2,1544 

60 

3600 

216000 

7,7460 

8,9149 

11 

121 

1331  3,3166  '  2,2240 

61 

3721 

226981 

7,8102 

8,9365 

12 

144 

1728 

3,4641 

2,2894 

62 

3844 

238328 

7,8740 

3,9579 

13 

169 

2197 

3,6056 

2,3513 

63 

3969 

250047 

7,9373 

3,9791 

M 

196 

2744 

3,7417 

2,4101 

64 

4096 

262144 

8,0000 

4,0000 

15 

225 

3375 

3,8730 

2,4662 

65 

4225 

274625 

8,0623 

4,0207 

16 

256 

4096 

4,0000 

2,5198 

66 

4356 

287496 

8,1240 

4,0412 

17 

289 

4913 

4,1231 

2,5713 

67 

4489 

300763 

8,1854 

4,0615 

18 

324 

5832 

4,2426 

2,6207 

68 

4624 

814432 

8,2462 

4,0817 

19 

361 

6859 

4,3589 

2,6684. 

69 

4761 

328509 

8,3066 

4,1016 

20 

400 

8000 

4,4721 

2,7144 

70 

4900 

343000 

8,8666 

4,1213 

21 

441 

9261 

4,5826 

2,7589 

71 

5041 

357911 

8,4261 

4,1408 

22 

484 

10648 

4,6904 

2,8021 

72 

5184 

373248 

8,4853 

4,1602 

23 

529 

12167  4,7958 

2,8439 

73 

5329 

389017 

8,5440 

4,1798 

U 

576 

13824 

4,8990 

2,8845 

74 

5476 

405224 

8,6023 

4,1983 

25 

625 

15625 

5,0000 

2,9240 

75 

5625 

421875 

8,6608 

4,2172 

26 

676 

17576 

5,0990 

2,9626 

76 

5776 

438976 

8,7178 

4,2358 

27 

729 

19683 

5,1962 

3,0000 

77 

5929 

456588 

8,7750 

4,2548 

28 

784 

21952 

5,2915 

3,0366 

78 

6084 

474552 

8,8818 

4,2727 

29 

841 

24389 

5,3852 

3,0723 

79 

6241 

493039 

8,8882 

4,2908 

30 

900 

27000 

5,4772 

3,1072 

80 

6400 

512000 

8,9448 

4,3089 

31 

961 

29791 

5,5678 

3,1414 

81 

6561 

531441 

9,0000 

4,3267 

32 

1024 

32768 

5,6569 

3,1748 

82 

6724 

551368 

9,0554 

4,3445 

33 

1089 

35937 

5,7446 

3,2075 

83 

6889 

571787 

9,1104 

4,3621 

34 

1156 

39304 

5,8310 

3,2396 

84 

7056 

592704 

9,1652 

4,8795 

35 

1225 

42875 

5,9161 

3,2711 

85 

7225 

614125 

9,2195 

4,8968 

36 

1296 

46656 

6,0000 

3,3019 

86 

7396 

636056 

9,2786 

4,4140 

37 

1369 

50663 

6,0828 

3,3322 

87 

7569 

658503 

9,3274 

4,4810 

38 

1444 

54872 

6,1644 

3,3620 

83 

7744 

681472 

9,3808 

4,4480 

39 

1521 

59319 

6,2450 

8,3912 

89 

7921 

704969 

9,4840 

4,4647 

40 

1600 

64000 

6,3246 

3,4200 

90 

8100 

729000 

9,4868 

4,4814 

41 

1681 

68921 

6,4031 

3,4482 

91 

8281 

753671 

>  9,5394 

4,4979 

42 

1764 

74088 

6,4807 

3,4760 

92 

8464 

778688 

9,5917 

4,5144 

43 

1849 

79507 

6,5574 

3,5034 

93 

8649 

804357 

9,6487 

4,5807 

44 

1936 

85184 

6,6332 

3,5303 

94 

8836 

830584 

9,6954 

4,5468 

45 

2025 

91125 

6,7082 

3,5569 

95 

9025 

857875 

9,7468 

4,5629 

46 

2116 

97336 

6,7823 

3,5830 

96 

9216 

884786 

9,7980 

4,6789 

47 

2209 

103823 

6,8557 

3,6088 

97 

9409 

912673 

9,8489 

4,5947 

48 

2304 

110592 

6,9282 

3,6342 

88 

9604 

941192 

9,8995 

4,6104 

49 

2401 

117649 

7,0000 

3,6593 

99 

9801 

970299 

9,9499 

4,6261 

50 

2500 

125000 

7,0711 

3,6840 

100 

10000 

1000000 

10,0000 

4,6416 

102 
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X.    Tafel  der  gewöhnlichen  Logarithmen. 


n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

00000 

00432 

00860 

01284 

01703 

02119 

02581 

02938 

03342 

0374,S 

11 

04139 

04532 

04922 

05308 

05690 

06070 

06446 

06S19 

07188 

07555 

12 

07918 

08279 

08036 

08991 

09342 

0%91 

10037 

10380 

10721 

11059 

13 

11394 

11727 

12057 

12385 

12710 

13033 

13354 

13672 

13988 

14301 

14 

14613 

14922 

15229 

15534 

15836 

16137 

16435 

16732 

17026 

17319 

15 

17609 

17898 

18184 

18469 

18752 

19033 

19312 

19590 

19866 

20140 

16 

20412 

20683 

20952 

21219 

21484 

21748 

22011 

22272 

22531 

22789 

17 

23045 

23300 

23553 

23805 

24055 

24304 

24551 

24797 

25042 

25285 

18 

25527 

25768 

26007 

26245 

26482 

26717 

26951 

27184 

27416 

27646 

19 

27875 

28103 

28330 

28556 

28780 

29003 

29226 

29447 

29667 

29835 

20 

30103 

30320 

30535 

30750 

30963 

31175 

31387 

31597 

31806 

32015 

21 

32222 

32428 

32634 

32838 

33041 

33244 

33445 

33646 

33346 

34044 

22 

34242 

34439 

34635 

34830 

35025 

35218 

35411 

35603 

35793 

35984 

23 

36173 

36361 

36549 

36736 

36922 

37107 

37291 

37475 

37653 

37840 

24 

38021 

38202 

38382 

38561 

38739 

38917 

39094 

39270 

39445 

39620 

25 

39794 

39967 

40140 

40312 

40483 

40654 

40824 

40993 

41162 

41330 

26 

41497 

41664 

41830 

41996 

42160 

42325 

42488 

42651 

42813 

42975 

27 

43136 

43297 

43457 

43616 

43775 

43933 

44091 

44243 

44404 

44560 

28 

44716 

44871 

45025 

45179 

45332 

45484 

45637 

45788 

45939 

46090 

29 

46240 

46389 

46538 

46687 

46835 

46982 

47129 

47276 

47422 

47567 

30 

47712 

47857 

48001 

48144 

48287 

48430 

48572 

48714 

48855 

48996 

31 

49136 

49276 

49415 

49554 

49693 

49831 

49969 

50106 

50243 

50379 

32 

50515 

50651 

50786 

50920 

51055 

51188 

51322 

51455 

51587 

51720 

33 

51851 

51983 

52114 

52244 

52375 

52504 

52634 

52763 

52892 

53020 

34 

53148 

53275 

53403 

53529 

53656 

53782 

53908 

54033 

54158 

54283 

35 

54407 

54531 

54654 

54777 

54900 

55023 

55145 

55267 

55388 

55509 

36 

55630 

55751 

55871 

55991 

56110 

56229  56348 

56467 

56535 

56703 

37 

56820 

56937 

57054 

57171 

57287 

57403  '57519 

57634 

57749 

57864 

38 

57978 

58092 

58206 

58320 

53433 

58546  58659 

58771 

58883 

58995 

39 

59106 

59218 

59329 

59439 

59550 

59G60  59770 

59879 

59988 

60097 

40 

60206 

60314 

60423 

60531 

60638 

60746 

60853 

60959 

61066 

61172 

41 

61278 

61384 

61490 

61595 

61700 

61805  !  61909 

62014 

62118 

62221 

42 

62325 

62428 

62531 

62634 

62737 

62839 

62941 

63043 

63144 

6324G 

43 

63347 

63448 

63548 

63649 

63749 

63849 

63949 

64048 

64147 

61246 

44 

64345 

64444 

04542 

64640 

64733  ;  64836 

64933 

65031 

65128 

65225 

45 

65321  65418 

65514 

65610 

65706 

65801 

65896 

65992 

66087 

66181 

46 

66276  66370 

66464 

66558 

66652 

66745 

66839 

66932 

67025 

67117 

47 

67210  67302 

67394 

67486 

67578 

67660 

67761 

67852 

67943 

68034 

48 

68124 

68215 

68305 

68395 

68485 

68574 

68664 

68753 

68842 

68931 

49 

69020 

69103 

69197 

69285 

69373 

69461 

69548 

69636 

69723 

69810 

50 

69897 

69981 

70070 

70157 

70243 

70329 

70415 

70501 

70536 

70672 

51 

70757 

70842 

70927 

71012 

71096 

71181 

71265 

71349 

71433 

71517 

52 

71600 

71684 

71767 

71850 

71933 

72016 

72099 

72181 

72263 

72346 

53 

72128 '72509 

72591 

72673 

72754 

72835  72916 

72997 

73078 

73159 

54 

73289 

7;J320 

73400 

73480 

73560 

73610 

73719 

73799 

73878 

73957 

Tafeln. 
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X.    Tafel  der  gewöhnlichen  Logarithmen. 


n 

0 

1 

2 

3 

4     5 

1 

6 

7 

8 

9 

55 

74036  74115 

74194 

74273 

74351 

74429 

74507 

74586 

74663 

74741 

56 

74819  7J896 

74974 

75051 

75128 

75205 

75282 

75358 

75435 

75511 

57 

75587  75664 

75740 

75815 

75891 

75967 

76042 

76118 

76193 

76268 

58 

76343  76418 

76492 

76567 

76641 

76716 

76790 

76861 

76938 

77012 

59 

77085  77159 

1 

77232 

77305 

77379 

77452 

77525 

77597 

77670 

77743 

60 

77815  ,  77887 

77960- 

78032 

78104 

78176 

78247 

78319 

78390 

78462 

61 

78533  7Ö604 

78675 

78746 

78817 

78888 

78958 

79029 

79099 

79169 

62 

79239  79309 

79379 

79449 

79518 

79588  79657 

79727 

79796 

79865 

63 

79934  80003 

80072 

80140 

80209 

80277 

80346 

80414 

80482 

80550 

64 

30618  80686 

80754 

80821 

80889 

80956 

81023 

81090 

81158 

81224 

65 

81291  i  81358 

81425 

81491 

81558 

81624 

81690 

81757 

81823 

81889 

66  i  81954  82020 

82086 

82151 

82217 

82282 

82347 

82413 

82478 

82543 

67  82607 

82672 

82737 

82802 

82866 

82930 

82995 

83059 

83123 

83187 

68  83251 

83315 

83378 

83442 

83506 

83569 

83632 

83696 

83759 

83822 

69 

83885 

83948 

84011 

84073 

84136 

84198 

84261 

84323 

84386 

84448 

70 

84510 

84572 

84634 

84696 

84757 

84819 

84880 

84942 

85003 

85065 

71 

85126 

85187 

85248 

85309 

85370 

85431 

85491 

85552 

85612 

85673 

72 

85733 

85794 

85854 

85914 

85974 

86034 

86094 

86153 

86213 

86273 

73  86332 

86392 

86451 

86510 

86570 

86629 

86688 

86747 

86806 

86864 

74  '  86923 

86982 

87040 

87099 

87157 

87216 

87274 

87332 

87390 

87448 

75 

87506 

87564 

87622 

87679 

87737 

87795 

87852 

87910 

87967 

88024 

76 

88081 

88138 

88195 

88252 

88309 

88366 

88423 

88480 

88536 

88593 

77 

88649 

88705 

88762 

88818 

88874 

88930 

88986 

89042 

89098 

89154 

78 

89209 

89265 

89321 

89376 

89432 

89487 

89542 

89597 

89653 

89708 

79 

89763 

89818 

89873 

89927 

89982 

90037 

90091 

90146 

90200 

90255 

80 

90309 

90363 

90417 

90472 

90526 

90580 

90634 

90687 

90741 

90795 

81 

90849 

90902 

90956 

91009 

91062 

91116 

91169 

91222 

91275 

91328 

82 

91381 

91434 

91487 

91540 

91593 

91646 

91698 

91751 

91803 

91855 

83 

91908 

91960 

92012 

92065 

92117 

92169 

92221 

92273 

92324 

9237Ö 

84 

92428 

92480  92531 

1 

92583 

92634 

92686 

92737 

92788 

92840 

92891 

85  S  92942 

92993  93044 

93095 

93146 

93197 

93247 

93298 

93349 

93399 

86  ,93450 

93500 

93551 

93601 

93651 

93702 

93752 

93802 

93852 

93902 

87  193952 

94002 

94052 

94101 

94151 

94201 

94250 

94300 

94349 

94399 

88 

94448 

94498 

94547 

94596 

94645 

94694 

94743 

94792 

94841 

94890 

89 

94939 

94988 

95036 

95085 

95134 

95182 

95231 

95279 

95328 

95376 

90 

95424 

95472 

95521 

95569 

95617 

95665 

95713 

95761 

95809 

95856 

91 

95904 

95952 

95999 

96047 

96095 

96142 

96190 

96237 

96284 

96332 

92  ;  96379 

96426 

96473 

96520 

96567 

96614 

96661 

96708 

96755 

96802 

93 

96848 

96895 

96942 

96988 

97035 

97081 

97128 

97174 

97220 

97267 

94 

97313 

97359 

97405 

97451 

97497 

97543 

97589 

97635 

97681 

97727 

95 

97772 

97818 

97864 

97909 

97955 

98000 

98046 

98091 

98137 

98182 

96 

98227 

98272 

98318 

98363 

98408 

98453 

98498 

98543 

98588 

98632 

97 

98677 

98722 

98767 

98811 

98856 

98900 

98945 

98989 

99034 

99078 

98 

99123 

99167 

99211 

99255 

99300 

99344 

99388 

99432 

99476 

99520 

99 

99564 

99607 

99651 

99695 

99739 

99782 

99826 

99870 

j 

99913 

99957 

1 


r^ 


Differentialrechnung. 


§.  53. 

Einleitung. 

1)  Sei /(a:)  =  y,  so  wird,  unter  Voraussetzung  der  Ein- 
deutigkeit und  Stetigkeit  der  Functionen  /(a;),  wenn 

Jx  =  (x  -^  dx)  —  X 
gesetzt  wird 

^  =  K».  ^y  =  Km  -^^^  +  ^/)  -  f^''\  limJx  =  0. 
ax  jdx  ^x 

Man  schreibt  auch 

Allgemein  ist 

d^  =/<">(^)  =  Im ^^ 

2)  Sei  jg  =  f(x  y),  so  wird : 

/,  =  ^—  =  Im  -^^      ' ':r^ jS-A1    i^^j^,  —  q 

''         dx  ^x 

•^         dx  ^y 

£s  ist  ferner 

/iz=f{x-\-  /Ix,  y-^/fy)  —  f{x,y) 

^  /(^  +  ^x,y  +  Jy)  —f{x,y  +  ^/y)  ^^ 

+ z^;^ ^» 


1 
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Differentiftlrechniiiig. 
lim^X  =  0 


az  =  ltmJs  für  {,.      .  ^ 

ylttn^  y  =  0 

dx  0y 


Es  ist: 

dz     dx 
dx    dt 

dz     dz 


da  •  1  i  1  dz  dx  dz 
-Tj,  nicht  aber  5—  •  tt  =  ^=nr 
dt  dx    dt        et 


dz     dz 


d.  h.  ^,  ^    sind    symbolische    Quotienten,    während  ^— ,  -1— 

wahre  sind. 

3)  Ist  f{xy)  —  0,  so  folgt: 

fidx-^-f^dy  =  0, 
demnach 

da:  /2  ' 

4)  Ist  f(xyz)  =  0,    F{xyz)  =  0,  so  folgt: 

fiäx-\-  f^dy-^r  fidz  =  0 

Fidx  -j-  F^dy  -\-  F^dz  =  0  . 
und  daraus 

dx  dy  dz 

^88  ^81  ^13 

wenn  gesetzt  wird: 

fi    Fi 

fj    Fj 
In  dem  speciellen  Falle,  wo 

F(xyz)  =  0,     z=f{xy\ 
ergiebt  sich: 

5)  Ist  F  LH  F{u  V)  und  zugleich 

u  =  <p{xye)    v  =  t{^yfi)    » 
80  wird 

[0F/8M   ,    8m8ä\    ,    ZF/dv 

de 


Ai  = 


/(^y). 


dF 


-t 


en  Vöic 


8^\    ,    dF/dv        dv  dz\\   , 


"*"  law  \dy        S;?  ay/ "^  dv  \dy'^  dz  dy)\     ^^' 
6)    Es  ist,  wenn  f(x)  endlich  stetig  und  eindeutig  bleibt,  für 
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und  wenn 

angenommen  wird,  sowie  m  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 
/(i)  +  hf  (I)  z  /(x  +  *)  z  /(^)  +  hf  (ä:  +  h) 

wobei 

O<0<1 

1  —  *  =  ö. 
Allgemein  ergicbt  sich: 

/(x)  =  2"S/'-'W  +  (ir?I)fT^'     (MacUurin) 
und  ähnlich  für  zwei  Variable: 

Analog  auch  für  mehrere  Variable. 

Man  merke  dazu:    Sei  f(x)  für  x  =  f o?  a;  =  |i,...  x  :=^  f«, 
discontinuirlich,  wobei  J^  allgemein  complex  gedacht  wird,  und 

^od  lo  <C  *^*öd  ^1  <  •  •  •    <  mod  J», 
so  gilt  die  Entwickelung  von  f(x) 

fix)  =/(0)  -^IM   x  +  ^f-  j;»  +  •  •  • 

80  lange,  so  lange 

modx  •<  mod^x* 
Mehreres  in  der  Functionentheorie. 
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BiffiBrentialfonnelii. 


§.  54. 

Allgemeine  Differentialformeln. 


1) 

dar*  —  na^-'^dx 

2) 

da*  —  a'Jogadx 

3) 
4) 

dlogx  _  — ,  .  . .    dlog(^yx  —  ,  ^ 
^                                 %a 

de*        e*da; 

da; 

5)  dsinx  =  cosx  dx 

6)  dc(?Sic  =  —  sinxdx 

dx 


7)    d  ^^n  X  = 


cos^  X 


dx 


8)  dcotgx  =  — 

9)  dsecx  =  tywa;  seca;  dx 
10)  dcosecx  =  cotgxcosecxdx 


11)  darcsinx 

12)  darccos 

13)  darcf^»a:| 

14)  darccotgx] 

15)  darcsecx 

16)  darccosec 


'H 


-\-       dx 


:i= 


—  Vi  -  a;» 
1—  1  4-  x« 

[—  a;  V5*^  1 , 


NB.    Im  ersten 
Quadranten. 


17)    ti.»  = 


8  a: 


18)    d*e  = 


'^.'^•  +  '^y''^y+U"' 


19)  *..  =  (±Ä.  +  ji|"s., 

20)  duv  z=  udv  -\-  vdu 
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22)  dw*  =  U'  hogudv  +  -dwl 

23)  o«t;ii7--'  =  Mt;u?«"  l h  •  •  4 

24)  d*^t;ii>...^ut;i^...|du        dt;       ^  _  ^_..  1 

dtt du  dy 

dcc       dy  dx 

Qß^    ^_d2t4/dyy       dtt    d^ 
^    da:»~dy2\da:y   "^dy'da;«' 


25) 


§.  55. 

Einige  oft  vorkommende  Difibrentialquotienten. 

g.    d(  g"  )      2naa:^^  +  (2n— l)6a:"+2(n— l)ca^+' 

rf«jVa-}-6a;+ca5«J  2yo  +  6a;  +  crt»' 

d  •|/a-t-fea:-|-ca;«_l   (6«— a/3)+2(ttC— oy)a4-(&y— /?c)a;« 
da;  "^  a-i-^a;-i-ya;»~  2  '   V(a+6a!  +  ca;»)(o-f /Jar+ya;»)» 


§•  56. 

Höhere  Difi^rentialqnotienten. 

d» 
1)    -j—z^  =  m'^-^rr^-*  =  i»(in  — 1)...  (w  — n-f-  l)a?«-^ 


da:* 

3)  ^v.=(-ir-'::,,,^^^v-,.i:^U-v  '"" 


da:»  ^       ^      a:" (2 ti  —  1) 2"      '    dx^        ^       ^  2"a;»»Va: 

d* 

4)     j^  (a  ±  6a:)"»  =  (+  6)* w'v^J  (a  +  6a:)"- 
Cw  a« 


i— n 
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5)    t:;:;j  T-arr::  ^  (+ ft)- 


d»  1  1»»/» 

6)     TrnT7-T^==(+by 


dx""  ]/a  ±hx  ^   2^{a  ±  hxY  )/a  ±  bx 

8)       J*L_J_  =  (-l)n!i!j^( 1 \ \ 


^     dar" 


,ox      d"  ^        '    (      \    wffX 

12)  j^«'«««  =  — ^««(*  +  -r) 


4 


13)     -5—1  ^cosx^= cosix  A — 7-  ) 

^     da^  .  ^Ä         \      '      4  / 

sm"  T 
4 

1*)     ^((l-^'r'l  =  (-l)->.1.3.5...(2n-l)?i^. 

C0SJ3  =z  X  gesetzt 
Jacobi,  Grelle  Journ.  XV,  p.  3. 

le)  ,4/w=±.^>i.,_.,^(;.)i^. 

Vergleiche:    Koppe,  Theorie  der  indepedenten  Darstellung 
der  höheren  Differentialquotienten.     Leipzig  1845. 

17)     (y^  +  ^r  d"+'"  Of  +  Z^)"  =  d«-»'  (y-^  -f  tj". 

Grelle  Journal  Bd.  II,  p,  225. 


r 
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•»)  ^'=(OC=y-^'+(D(::OT+- 

+  (    j  r  j  — ^^ — ^,  X  kann  +  ganze  oder  gebrochen  sein. 

Vergl.  Götting,  Mathem.  Ann.  Bd.  III,  p.  279.  Ausserdem 
Schlömilch,  Compendium  IL  Bd.  4  bis  16.  Sohnke,  Aufgaben- 
Sammlang  1.    Bd.  IL 

§.  57. 

unbestimmte  Formen. 
0  _y(«)_  y'(«)  _y^^(«) 

Sei 

^        ^^iC«)  /i(a) 

80  wird  aus 

_oo  _  5p^     yi(g)  _  0^ 

3)      CO  -  00  _g,(a) -/(«)... --^^—^-^-^ 


4)     O.oo=9(«)./(«)...^j  =  -^ 


5)     0*,     00  0,     1"     8ei  =  g, 
so  wird 

q  =  {/(a)}^«>  =  €ff<^)^9A<0     fp  (a) .  logf(a)  =  0  •  00 

Für  X  =  0  wird 


.     Va  -\-  bx  +  cx^  —  Va  —  bx  -\-  cx^  _  b  i /« 
^  VcT+l^-  Vu-ßx  ~  ßV  a 


■i-ß 

gX  J« 

7)     =  loga  —  logb 

8)  xPUg^  =  0    p>  1 

9)  a?«  =  1. 

Für  a;  =  00  wird 
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11)     ^  =  Oa>0/J>0 

12)      —  =r   CO. 


Für  a;=  1 

-L        1 

13j     x^-'  =  - 


U)    (l—x)log{\—x)  =  Q 
1  1 


15) 


log  X       X  —  1 


1 


§.  58. 

Transformatlonsgleiohungen. 

1)  Sei  a:  =  (p{t)^  so  wird 

dy  _  J^dy 
dx         q>'  dt 

dx*       y''r   dt*        ^   dt] 

dx^       9>'»r    ^F  ^^    dt*  ^  ^^  ^  ^  ^  dti 

2)  Sei  a;  =  qp  (y),  so  wird: 
dx         q>' 

d  X*  <p'* 

~ y •_  /•o  _"«     ^»  ^'"\ 


3)    Seien  x  und  y  Functionen  von  i^  so  wird: 

dy  dy  /d  x 

dx        dt/  dt 

dyy  _\dx    d^  ^dyx    dy\  /fdxy 
dx^~  [dt  '  dt^        dt^  '  dt]/\dt) 


r 


d^y  _  {/dxy^d^y         dx 
dx>       \\dtj   dt^         dt  ' 


Transformationsgleichungen. 
d^xd^y 
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dt^  dt^ 


,    /   rd« xV  _  d£  d^x\  dy\  /{dxy 
+  V  [dt^\        dt  dt^)  dt]/  \dt)  ' 


4)    Sei  /(xye)  =  0,  so  wird: 


WdgJ  dx^        dz'dx    dxdz'^Kdx)  dz^\/  \öz) 
^Sy"""        \\8«/  8iP8y      öjer  Loa;  '  8y8;sr"^8y  *  aaj^ißrj 

^eo;    ^y    de^/\dzj 

gi^_        f/W8»/         8/     8/     8V 
8y»  l\8i?/  8y»  öiET  '  8y 'öyax 

6)    Sei    x  -=  qcosq>^    y  =  Qsinq>^    so  wird: 

dx  =  dQCOS(p  —  Q  sin  q)d(p 

dy  =  dg  sin  tp  -\-  QCOsq>dq> 

d^x  =  d^QCOsq)  —  2dQdq>sin(p  —  QCOSfpd*q> 

d^y  =  d'^Qsintp  ~\-  2dQd<pcosq>  —  Qsinq>d^(p 

xdx  -\-  ydy  =  gdg 

xdy  -\-  ydx  =  dQsin2q>  —  gcos^fpdfp 

xdy  —  ydx  =  Q^dq) 

dy       dx dg) 

y  X         sin  q>  cos  <p 

2  —  -{-  d(p cotg 2 tp I 

(dxy  -}^  (dy)^  =  (dgy  -{-  (Qdq>y 

dy  dgsinq)  -\-  QCOsq>dq) 

dgcosq)  —  gsinipdq) 


dy    .    dx  _ 


dx 

d^^ 
dx^ 


g  als  Function  Yon  q>. 


d^z    ,    d^z  _  d^z    . 


dx*    '    dy^       dg^    '    g^dff 

Latkft,  mAtbem.  Vormalnsaminliiog. 


«"^  g  dg 
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6)    Sei 

X  =  ucosat  -\-  vsinut    y  =  —  usinat  -{-  vcosat, 

so  Avird: 

dx        du  dv    , 

-T-r-  =  -^-r  COS  a ^  H — TT  stn at  —  ausinat  -{-  av  cosat 

dt         dt  '    dt  ' 

dy  du    .      ^   ,   dv  ^  ^  .      . 

-77-  =  —  TT  stn  at  -f-  -rr  eosat  —  aucosat  —  ocvsmce^ 
dt  dt  '    a^ 

-TTT  =  ^nr  cos  a  ^  +  -=—-  stnat  —  2  a  -77  sm  a  ^  +  2  a  -77  cos  a  ( 
dt*        dt^  dt^  dt  '  df 

—  a^ucosa^  —  a^vsinut 

d^y  d^u    .      .  ,  d^v  .      ^    du         1      n     dt;    . 

-r5-  =  —  -yr^stnat-f-'j^cosat  —  2a  j-r  cosa^  —  2a  -77  sena^ 
d^>  d£>  '    d^>  dt  dt 

-{-  a'usma^  —  a^t^cosa^. 


§.  59. 

Maxima  und  Minima. 

1)    Ist 

f(x  +  Ä)  =/(^)  4-  Ä/'(^)  +  o/"(^)  +  - 

und 

/'(o?)  =  0     {oder  00 }     für  x  =  a 

und  /^**^(a)  die  erste  nicht   verschwindende  Ableitung  gerader 
Ordnung,  so  ist 


/(a)  ein  j^^f^'  je  nachdem  /w  (a) 
Wird  /^**^  (a)  =  «) ,  so  untersuche  man,  ob 


,    ist. 


1+  "'' 


es  ist  alsdann 

.        .     f  Maximum 

•'^^  ^         IMinimum. 

Die  Untersuchung  wird  durch  folgende  Bemerkungen  oft  er- 
leichtert. 
1)    Ist 


Mazima  und  Minima. 
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oder 


und  if(x)  für  jeden  reellen  Werth  von  x  wesentlich  -)-,  so  wird 
f(x)  ein  Maximum  resp.  Minimum,  wenn 

[/'  (X)]  =  <p(x)  =  0 


[f"(x)]  =  <p'(x) 


i+ 


ist 


MM 

2)  Ist  f(x)  =  — r^,    so  suche  man    das  Max.    oder   Min. 
^         -^  ^  ^       fp{x) 

von  q>{x). 

<p  (x\ 

3)  \&i  f(x)  =  T-7-Ti  80  ist  es  oft  vortheilhafter,  das  Max. 


oder  Min.  von  -s-r-r  = 


*(^) 


zu  suchen. 


f(x)       q>  {X) 

4)   Ist/(o6)  =  ~f~  '^d  ein  Max.  oder  Min.,  so  ist  auch  logf(of) 
ein  Max.  oder  Min. 

2)    Seien  zwei  unabhängige  Variable  vorhanden  und 

Sei  femer 
80  ist  iET  einl^.     ,  wenn  Q  <^0  und  gleichzeitig  ^— j-  -tt— ^  beide 


8«-"'   8y"    "'    ^~V8a;8y/        '^ 


I 


+ 


sind. 


Für  ^  ^  0  findet  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.  statt 
3)    Seien  a^i^.-.a?«  unabhängige  Variable,  und 

femer 


/ 


xl 


und 


Ä 


<^  Xx  'd  xx 
fn  fit  •  •  'fu 

/i» 


fix fit» 

Hess  ersehe  (Determinante), 


8* 
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80  wird  z  ein  Max^  wenn  alle 

Ä  .<  0    für    ungerade  x 

iO  0    für    gerade      %  («  _  i,  z,  ;j,  .  .  .  n), 

und  z  ein  Min.,  wenn  alle  Hm  ">  0    für  x  =  1,  2,  3,  ...  n. 

Findet  weder  das  eine,  noch  das  andere  statt,  so  esi&tirt 
entweder  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.,  oder  das  Verhalten  der 
Function  muss  mittelst  der  Taylor'schen  Reihe  untersucht  werden. 

4)    Sei  gegeben 

ausserdem  die  Bedingungsgleichungen 


Man  bestimme  aus  diesen  und  aus 
^  4-  X^i  ^^«  —0 


8/        ,    ^,     ^9 


+  ES-^  =  o- 


Die  Unbekannte 

XiXf  .  ,  .  ^in+fi 
A^  Aj  .  .  .  A,„, 

diese  in 

u=f(xix^  ,  '.  .a;«+n) 

eingesetzt,  liefern  ein  Max.  oder  Min. 

Litteratur  und  Beweise  vide  Dr.  Otto  Stolz:    Sitzungsben 
der  k.  k,  Akademie  der  Wiss.  in  Wien.    Dec.  1868. 


l      ^'      I      l 


Integral-Tafeln. 


A.    Unbestimmte  Integrale. 

§•  60. 
Allgemeine  Bemerkungen  und  Lehrsätze. 

1)   Findet  man  hier  eine  Integralformel  nicht,  so  ersetze  man 

X   durch  —  X 
oder  X      „      xi 

n 

75       ^  75  ~K    ^ 

n     ^     77       e"' 

suche  die  Transformirte,  und  mache  rechter  Hand  in  der  gefun- 
denen Formel  dieselben  Substitutionen. 


2)    Man  beachte,  dass: 

/d«7  j  r    du 


dx 

X 


J^dx=--^fvdx-f[±[^)fvdx\dx 

wird  a;  =  g»  {z) 

Jf(x)dx-^ff[<p{z)\^-^d0 
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3)  Es  ist,  so  lange  die  Reihen  convergent  sind: 
y>(z)dx  =/(a)  ?^ +/'(«)  ^^^* +/"C«)^-h*-. 

y>(a;)dx  =/(0)  ^  +/'(0)  U  +  /'(O)  |!  +  •.. 

ff{x)dx  =  xf{x)  -  ^i/Ca;)  +  |  /"(x)  +  ... 

4)  Es  ist 

/  I  tp(x)dx.dx  =  X  j  <p{x)dx  —  I  x<p(x)dx 


§.  61. 

Zerlegung  einer  algebraischen  rationalen  Fonotion. 

Sei 

F(x)  _  I^ 

f(x)  ~  (x  —  a)p(x  —  ßy{x  —  yy... 

-^p I -A^^—i i__      1       -^1 

{x  —  a)P  "•"  (a;  —  a)'-»    '         '   x  —  a 

■^   (x  —  ßy'^  (x  —  ßyi-^  "■         ^  x  —  ß 


+ 

Sei  ferner 

<)p(a;)  =  («  -  ßyi(x  -yy...    d.  k  9)(aj)  =  (j^r^^- 

80  lassen   sich   die  Goefficienten  Ap,  Ap-i, . . .   aus  folgenden 
Relationen  bestimmen: 

F    (u)^  Apq> (a) 

F'  («)  =  Ap  ip'  («)  +  ^p_,  q»  (a) 

F"  («)  =  Ap <p" (a)  +  Q  Ap., <p'(a)+\.2. Ap-, y («) 


Zerlegmigeii.  ^^* 

+  1.2.3.4p-39(a). 

Ersetzt  maB  ee  durch  /3,  ^  durch  B  etc^  so  ergeben  sich  die 
Formeln  für  die  übrigen  Coefficienten. 
Insbesondere  ist: 


x  —  a 


2  Narc  tgn  —5 


wobei  M^  N^o^  ß  beliebige  reelle  Zahlen  sind. 


§.  62. 

Transformation  der  Integrale. 


Es  ist 


1)    fff{xy)dxdy=  f  ff{^>,i>)^drds, 


wenn 


dr     "ös" 

dl    a7 


j  = 


2)    f  f  ff{^.y^fs)äxdy  dz  =  ffff(V^  *'  x)^drdsdt 
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J  — 


Trausformation  der  Integrale. 

d  <p     8^     dx 
Tr     Tr     ~dr 

dq>     dt     dz 
ds      ds     ds 

TT 


dt      dt 

3)  Für    X  =  Qcosq)    y  =  Qsintp    ist 

J  Jf(^^y)äx  dy  =  I  I  f(QCOSq>,  Qsin(p)QdQdq). 

4)  Für    X  =  Qcosq),    y  =  gsintpcosd,    0  =  Qsimpsind    ist 
J  J  j  f{xyg)dx  dy  dz=    1  j    1 /{Qcosip,  Qsimp  cosO, 

Q  sin  9?  sin  6}  Q^sin(p  dq  dq)  d  ö- 

5)  Für    x  =  rcose -\- asinO,    y  ==  rsind -}- acosO    wird: 

J  Jf(^^y)äx  dy  =  J    rf(rcose-\'asine,rsind-\'acos6) 

(asin20  —  r)dd  dr. 

6)  Für    ax  =  yz,    ßy  =  xz^    ygz=xy    wird: 

7)  Für    X  -{-  y  =  u,    y  =z  vu 
Jjf(^,y)dxdy  =   f ff{(y  —  v)u,uv]udu  dv. 


§.  63. 

Integrale  einfacher  Functionen. 


1)     /  rc^da;  = -^-p— ,     fxr-^dx  —  — 

J  w  4-  1'   j  (m  — 


.)  /^  =  lo, 


/x^ndx  =  — r —  V  a;*»±"» 


l)a:w-J 


o; 


Integrale  einfacher  Functionen.  12] 

3)    rdxyx  =  ^]/x* 


5)     rda;fa;»=|fa;5     Jdx^x=jfx* 


7)  lei^dx  =  &^ 

8)  fa'dx=j^ 
J  Joga 

9)  /  logxdx  =  xlogx  —  a? 


sinxdx  =  —  cosa? 


cosxdx  =  sinx 


2)  /  tgnxdx  =  —  logcosx 

3)  /  cotgxdx  =  logsinx 


4)  /  secxdx  =  —  /0<7  -; ' : — 

coscc xdx  •=  log tgn  -^ 

6)  /  arcsinxdx  =  xarcsinx  +  Yl  —  a?' 

7)  /  arccosxdx  =  xarccosx  -^  Vi  —  x^ 

8)  I  arcignxdx  =  xarctgnx  —  -^  log{l  -|-  ic«) 

9)  /  arc cotgxdx  =  xarccotgx  -(-  -^  %(1  -j-  ^0 

20)  I  arc  secxdx  =  xarc sec x  —  log (x  -^  Yx^  -f  l) 

21)  /  arccosecxdx  =  xarccosecx  -\-  log{x  -\-  \/x^  -\-  l). 
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§.  64. 

Integrale  durch  Substitutionen  integrirbar. 


dx  a 

X  = 


dx  1 

X  '~~  ""■ 

dx  1 


J  xy2ax  —  a»  1  —  « 

2)  r 

J  xVä 

J  xVa  -\-hx-\~  ex» 
.      4)  Jdx\/^^—^     x  =  a{\-  cos  q,) 

6)     /  x'^Va  —  a;da;     o;  -|-  «  =  ** 


« 


da;  1 


'     ^^  J  a;«Vl  +  a;»     ""        <»  -  1 


9)/V^  j/=^^ 


da; 

1  —  x^  =z  x^0^ 


rt\     /"  a;da;  ,    , 

">  /y,  +■;  +  yTM    '  +  '  =  ' 


n;3 
da?  jBf 

X 


3)     /" ^J^ =     a;=iv"r+7?  =  « 

7  (1  -x»)Vl  4-xi  z^     ^  -^ 


(1  -  a;s)  7 1  +  a;> 
W  (1  +  ic)f  1  -  a;»  y+1  1^     -r    9 
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J  «V{c«>  —  (a  -  6«»)«}      a;  ^    ^ 
18)     f ^,  '^^       y(l  +  x)  =  a; 

y  (3 - ««)  i?'i +«« I  y(i  4- «)  =  1,  v  =  fr+T» 

-    20)    / '-^ ,xV2=P^,t=^-l^V2,y=,V=l 

J  {l-\-x)y 2x^—1      *         <»-l  4      i'    '•'        i' 

.     22)     r ^£_^    a;=^-»' 

J  (a-^-bx)]/!  +«»  2y 

^  J    1-x*  1/14- 


l/l+a^ 


<2a;  X 

a  = 


^^^  y  (1  -  x*)fl  +  a;«     "       f  1  +  a^ 

25)    /" ; ^ =     tgn*s  =  2«»  -  1 

J  (1  4-a;)f2a;»-  1     ^ 

„„,     r        (1  +  a;»)  ,  xV2 

26)       /  ^^ — ~  .  ■  :    dx      M=T-= 

27)  r ^f  f2a;*-f  1  =  coto« 

7  (1-f  a;»)f2x«  +  l      "^         ^  " 

28)  /•  ^/^*  -  '^^  .  =  «.  +  1 


m 


29)     [(^l^^^ETdx     x-\-VTT^  =  a' 
^  Vi  +  a?' 


30) 


J   iX-x^)yf2^^    V2a=«»-l  =  a.y 


s^^dx 
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32)    f ?|f =     g  =  f2yx*-{-d 


34)      , -. ,    — _« 


35) 


J  (a 
J  (a 


dx  X 


et 


2n  '      9m 


4-6a;«)|/a  + 2  6a;"     Va  +  26a;* 

da: 


Sn 


+  6 ic") l/a2 -f  3a6a;«  +  3  6«a;»» 


z  = 


3n 


37) 


«/»x    r         ^äx  -  , 

8«) /^TT^irvTTi  '  +  "  =  ' 

7  («4-/J:.+yx«)^  7V*/Jy-+(/»*-4«y) 

Sei  FB  eine  rationale  Function. 

38)  /'Fii{a;,V^HF6}da;  =  |y*FiJJ*^^,  ^ 

u  •=  Vax  '\-'b 

39)  fFB[x,  V{x  —  ä)(x-'b)]dx  =  -  2(a-&) 


wenn 


u  =  y T  gesetzt  wird. 


m 


•  40)  J  FR  \x,  V a  -\-yhx  -\-  c]dx     ^  =  a -\-  \fhx  +  c 

.41)     rFB[x,Va  +  l>^±x^]dx    (^^±5+^  =  ^+- 

J  \ya-^hx-'X'^  =ya-\-xz 


dx    X  = 


42)  /'FBkl/£^ 

J  \      ^  cx  -Y  d]  a  —  c^" 

43)  I  x'^{a  -{-  ba^ydx     z  =  a-\-bx'' 


J 

f 
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X 


.-.      rFR{x^)xdx  1/ — I r  ^  *»  ,     , 

Die  Integrale 
46)     f         A(^')dx  r         A(x^)dx 


V(l— a;2)(l  — x2a:2) 
lassen  sich,  wenn 


r        h(x')ax 
J  V(l'— a;2J(l— 'x2a:2 


1— rr» 


durch  die  Substitutionen 

1  i/Ti z^. r^  Vi  — x»a:a  Vi— a?3  . 

a:     ^  ^^  '' ^  \/l_a;2'^  Vi— x'a;« 

aaf  rationale  zurückfuhren. 

Hermit  Lionville  Joum.  VI,  p.  5  bis  18. 


§.  65. 


Sei    a  4-  bx^  =  to. 


1)    fst^-^ta'^hxi^ydx  r=r  ?!^*— ?^  f  x'^^*'-^ wp-^ d x 
-*  '~~  {p  +  l)nb  ~  (i>-f  l)w6 


/ 


iC"*~*"*ii?^+^da? 


126 


4) 

5) 


Binomische  Integrale. 


3)     /  ^Ha4-ba^)Pdx  =  j ■. ^  —  r^ — ^ 


6) 


— ^ h-'^n /  s^^^w^-^dx 

w-j-np  '  m-\-npJ 


ma 


ma 


{p  -(-  l)na 


+ 


m  -\~  n  -\-  np 


§.  66. 


Sei    a  +  &  a;  =  tc. 


-'  J  a^bx 


+  bx 
x^dx 


^^  Jä+bx 
.,      P  x^dx 

'^  Jü 


-j-  logto 


X  (X      7 

J-bi  %« 


+  bx 
x*dx 


^^  Jä+bx 

«)  ff" 


X 

T 

2b 

x^ 
Tb 

46 

a;s 


äw* 


262    » 


d^x        a>  , 


3  6« 
ax^ 


-{-bx       5  6       4  6« 


26' 
"^  36» 


a*  x^    ,    a*  a; 


2  6* 


6& 


''/(^ 


da; 
+  bxy^ 


6ti; 
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r     xdx  a      ,     1  , 

p    x^ix      _  (x'^       2  a»\  1        2a, 
^)  J  (a-]-bx)^  —  Kb^b^Jw        'W  ^^ 


w 


,^^      r    x^dx  /rr»        ^ax^    ,    3  a^X  1     ,    3  a« 

r    x^dx      _  /x^       3ax^   .  2a^x^     4  a*\  1 4a8 

^1)   7(0  +  6ic)«  ""  V3  6        362+     63  js  ;  ^e;        b^ 


logw 


C     ^*^^      /a;^      5ax<    .   Sa^o:»      5a»a:»  .  5  aA  1 

^  y  {a-\-bxy~  \46""l263^"^"66»  2i^*+""6^ywr 


,5  a* 


13^      r       ^^        - £_ 

J  (« +  ^^)'  V^         2iV  tu* 

^ex     r    ^^äx  (lax    .    3a2\  1,1, 

15)  y  (a  +  6:r)»  ="  V"6i"  +  2b^)^^  +  ft^  ^"^^ 

,^x     r     ^^^^  /^'       ß«'^        9a8\   1        3a, 

1^)  7  (a  +  6a;)»  =  VT  ^  -jT-  "  TÄ^ji^  "  "6^  '^S'«^ 

.PTx     r     a;*drc  /ic*       2aa;8   ,   Vla^x  ,  OaA  1    ,  Ga» 

^^^  J  {a^-bxy  =  Wb — P~+-6^+"ftr;i7«+-6r'^^ 

/"     ar^dg;      _  /ag^       5aa:*   .   10a»a;8      20a^a;      \ha^\  1 
1^)  J  (a  -f  bxY  ~  \3  6        66»"^    36»  6^  6«  /w« 


10  a» 


^  J  (a  +  6a?)4  "        \26  "f"  6  6V  «;» 

^")  7  (a  +  ft^)*  ~        \  6   "^  6«  ■+"  36V  to^ 

«-.N     /*    a:sda?  /3aa;»    ,    9a^x    .    Ua^\   1,1, 

21)  y(a  +  6^)4==(-T^  +  -26r  +  T6r;i;;i  +  F^^g^ 

f     xdx /  X     I      a   \  Jl_ 

22)  J  (o  _|-  Ja:)»  ~        \3i  "^  12  JV  w« 

^^^  J  (o  +  6a;)»  ~       V26  "•"  36«  "•"  12iV  w« 
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25: 


26: 


27 


28: 


29: 


30^ 


341 


/dx        ^  /     ^ 
x(a  4"  6ä;)        a    ^  w 

/dx L  _u  ^  7      *^ 

/dx         _  __      1        ,    _6 6«        tr 

r        dx l_    ,        b *!_  _i    *1  j     ^ 


J  x^{a-\-bx)^       4aa:*  "^  3a2a;3       2a5a:«   ' 


_  —  J     — 


/dx         Jl 1   ,     _tp 
x(a  +  bxy       oiö  ~~  a«  ^  ^ 


.      r        dx         _  / 1 2^\J_    I    2_6  7     ^ 

^  7  a;a(a+fta:)>  ~"  \      ax        oV  «7  "^  o»    ^^  a: 

r       dx        _  / 1  3&     I  ^^^\  ^       3*S    if 

r__dx__  _  /      _1 ,      26     _  ^  __  ift_*\  j_ 

y^(«  +  *^)*~N      3aii;»    '    5a«a;«       a^x        a^ )  uo 

j log  — 

/dx         _  /         1 ,       56  56»      .      56» 

x^{a  +  bx)^  ~  \      ^aoi^  "• 


4ax*    '    I2a^x^       6a^x^    '    2a*a? 


X 


56<W_5^ 
J  x^(a-\-bx)^~~'  \      ax       2  a»  a»    Ji<7»~'~a*    ^^  a; 


37)     jT        d:r         _  /       J_         26        96^        663a:\  1 
^  J  x^{a  +  bxy       \      2ax^  ~  a^x~  a»  ~     a^    )  w'^ 


eb^  j  ^    u) 
a^    ^^  X 


->/f(3T 


4-Äa:)3 


>"/? 


dx 


(a-{-bxp 


40)    r 1^ 

/die 


+6«;^ 


«)/i7 


dx 


(a-|-6a;)* 


^^^  y  x(a  +  bx)^'~ 


44)     /" ^^__ 


-^bxy 
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129 


+ 


106«        156» 


3aa;»    '    Öa'^a;» 


_  106*^\  J_    , 


3  a'  a?         «4 
106» 


o6 


%~ 


1 


4- 


56« 


4ax*    '    2a« a?«       4a«ic«    '    a*x 


+ 


5  6» 


,    456^    ,    1565£\   l 
'    2as  "^      a«    /w« 


15  6*         w 

r-  JOflf   

a7       ^  a; 


11    ,    56a:    ,    6«a;« 


6a    '     2a 

J 226 

aa;       3a« 


)ir»-^^ 


a» 
10  6«  a: 


X 


46»a;« 


&»a;«\   1 
a*    /W' 


+ 


56 


2aa;«    '    2a«a? 


+ 


,    46  7      w 
-l log  — 

55  6^    .    25  6»  a: 


3a8 


.    106*a:«\  1 
'        a*     /  u?» 


106« 
a« 


^^r 


25     ,    136a?    ,    7  6«a:«    ,    6»a?»\  J. 
12a    '     3o«    "^    2a»      '      a*  yw 


ax 


1256       656«a; 


1  ,      w 
a^    ^   X 

35  6»  a;« 


12  a« 


3  a» 


2  a* 


1 


_L 


2aa;« 

105  6*  a?« 
2  a* 


+ 


36 


56*a:»\  J^    ,    56  , 
a*    / 1(;*    '     a«    ^ 

1256«    ,    65  68a; 

H      TT«     r 


a? 


+ 


a^x    '      4  a» 
15  6^a^» 


a* 


a« 


/  lü*    '      a^       ^  a: 


Lafkft,  mathem.  FormelnEammluug. 


1 
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§.  67. 


Sei    a  -\-  bx^  =  w. 


/*     da?       1  n /£  -1  76^       a  und  b  gleich- 

^  J  a  -{-bx^       HVlb         ^       V  ^  bezeichnet 

9^     r     ^^       1  l/  g   y     X  V— 6  +  1/öt   a und 6  ungleich 

^  J  a-^-bx^  ~2^V:zrb^ ^—b  -  l/a       bezeichnet 


xäa;        '  1    , 


^)  J  ä-{-bx*~2b       26i 

+^^^  =  46-26^  +  26-3^^*^ 


+  6a;«       2  6 

da; 

x^dx  x^  a    , 


®^  J  (o+T^  ~  2aw  +  2ay 


da?  jr      .     l     r  dx 

xdx  1 


4-6a:2)2  2  6u; 

m     r     a;'da;       a;  1     /"da? 

J  (a  +  6a:2)»~~  ""26l^"^  2^7 


to 


//jjs  da?  (z  1 

^  J  {a-\-  hx^y  ~\b  "•"  26« y  w        26«7    t 
„     /*     «'da;  /a:*        a»\  1         a  , 


a; 


*)  J  {a-\-  bx^y  ~"  \  8a«   "^  8a/  u;«  "•"  8aV     w? 


xdx 


^^  J  (fl  +  b ««)' 
r    x^dx 


+  6  x^y 

x^dx 


"'^   J  {a  +  hx*y 

/x*dx 
(o  +  6  a;«)» 

r_s^dx_ 

/da; 
(a  +  6  a;«)* 

r     xdx 
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1_ 

/x^  ^    a;\  2_   i 

"~  \8a  ■*"  86/ 1^  "•"  8 

_/_^ a\  J_ 

—  \      2  6       46V  w» 


181 


1      /'d^ 
a6y    tr 


/      5£»  _  3o£\  1.3/* 
V       86         Sb^  Jw^'^  Sb^J 


=( 


5£» 

86 


tv 


6> 


1 


26 


-,  %t<; 


_/bb^x^   .    5  6a;3   .    lla;\  1    .      5       r 
""\16a»"^    6a«  "^  16a/ «;»"*"  16a V 


dx 
w 


66«;» 


2^>/(^ 


+  6  a:»)* 

+  6  x^y 

dx 
-\-bx^y~~  \128a* 


""  \16a«  "^  6a        166/tr;  "+"  Ißa^J 


=( 


35  6»     ,    ,    385  6»  a;*    ,     5116     , 

x^  J X* 


384  a» 
93 


384  a« 


93       \  1     I       35       r 
'^128a  V«<^*"^  128aV 


da: 
u; 


xdx 


1 


+  6  a;«)* 
a:«da; 


86u;* 
5  6« 


(a  +  6a;«)5 


=  /.56«__  J5^^ 

\128a»       ^  384  a«       ^ 


73 


384  a 


^ 


1286     /w* 


Vw*"*"  USa^bJ 


dx 
w 


26)     f-r-^^r-T, 

^  J  x{a  +  6a:«) 


1    ,      a:« 

TT-  'ö<7  — 
2  a     "^  «; 


+  6a;«) 
dx 


1 _6    r 

ax        a  J 


dx 
w 


^®^  ya;»(a  +  6a?2) 
^^^  J  x^(a  +  bx^) 


2aa;« 


6     ,      a;« 


3aa:»    '    a«a:  ~  a^  J 


dx 
9* 
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^  J  x^{a-\-bx'*)~\      ax        2a^)  w        2a^J    w 
oox      r         dx  ^  / 1 A\  ±  _  A  loa  ^ 

34)     r        ^^  ^/^  1        .      56  5&^x   1 

u/  ^(«  +  *^V       \      3aa:5  ^  3a2a;  ~    2a3  /  w 

^2a^J 


56»    rdx 
w 


35)     r         d^  ^(  1        I       36  3fen   1 

^  J  a;5(a  +  6a;»)        \      4tta:*  ^  4a*rc»  ~  2ttV  «? 


,3  6«         o:« 


^  J  x(a  +  6a:«)8  ~"  \4a    ■"  20«/  k;«  "^  2a3   ^^  u? 
^  J  x^(a-\-bx^yi~\      ax       "SÖ«  Sa»    /  ti?« 


156    /* 
Sa^J 


dx 
w 


.      r___dx___  _  /      _1 96 3 6« fl;g\  J_ 

^  y  a;3(a  +  6a?2)3~  \      2aa;2        4a«         2a^  )  w'^ 


^   j  xM^a  +  6ar«)3  "■  V      3aa;3  ^  3a«a;  ^ 


36   ,      x^ 
-  2^  ^"^  iT 

175  6«  a; 


24  a» 
35  63a;8\  1     ,35  6«    /"d£ 

w 


.    35  68a;8\   1         35  6«    P 
"^     8a^    ^u;«"^  8a*  J 

40)     r ^^ =.^_  J_  +  -^  +  ^  +  363£«W 

J  aj^a  4-  6a;«)3       \      4ax*  ~  a«a;«    '    2a3    '       a^   )  %jo^ 


,    36«,      a;« 
'    a*      ^  u? 
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§•  68. 


Sei    a  -\-  bx^  =  w. 


r dx^ 1 ,    n  -4-  3  j>  —  1    P  dx 

^  J  a:»(a  +  Ix^y^^  ~  ^apai^^w^  "^  '       *6ap        J  a^w^ 

«V      r         dx  _       1         .    3jp  —  1    rdx 

7  (a  +  bx^)P-^^  "  SäpwP    '       Sap    J   w^ 

Sei    x  =  "|7f 

..    r  dx        ^  (I7      (^4-x)«     ,  w^     .    xYs 


_.      r_x^^^x_ ^ a    /*     da; 

^  J  'crfbx^~~T~Tj   a  +  6ar3 

m     fj^Jl^ ^ ^    /*    ^^^ 

''  J  a4-6a?3""26~"6y  a -f- 6 a?« 

da:  1    ,  a;3 


/^        da; 1 ^    r 


-\-bx^)       3  a     ^  a  +  fta;» 

dx  \  b    r    xdx 


+  6a;3 
dx  l  b    r      dx 


1)     r ^ ^  _  _J_  _  i   r^ 

J  a;»(a4-6a;3)  2ax^        aj   a 


bx^ 
dx  l        .     b    j     a  -\-  6a;3 


o\     r        »«         _  _      1        ,    jo_  , 
^  J  ^(a  4-  *«')  —        3aa;3  "^  3a-^  ^^ 

.      /•__^_d^___ a;       ,     2     /"da; 

J  (a  +  6a^»)*  ~  2ai(;    '    3ä  J  "icT 

^  J  (a  +  6  a;3)«  ""  3^  "^  3ä  J   "UT 


a;8 


34 


8 


20 


x^dx 
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1 


x^dx 

+  hx^y 


dx 


Sbw 
~Ww^TbJ 


dx 


J  a:(a  +  bx^y 

/dx 
x^ia-^-bx^y 

r       dx 

J  x^{a-\-bx^y 

r       dx 

J  x^{a-\-bx^y 


Sau; 


1    ,      to 


_  / 1 46£»\  J_  _  16    fxd 

~\      ax        SaVtc.       3aV      ^ 
_  / 1 6bx\  l 6b     r 


dx 

HO 


2b  ,      t€ 


§.  69. 


Sei    a  -{-  bx* 


UJ. 


x^dx        __^    iC»»+^      I    4p  —  n —  1    Px^dx 
-\-boc^y^^       räpuTJp    '  4aD         J      wp 


dx 


'^h 


(a-^bx^y-^^ 
dx 


+  b  x^y-^^ 


4aj) 
a  j    a^w^        a  J 

—  f 


dx 


X^—^iJO^^^ 


X        \^P  —  \   pdx 
4aj)M;*    '       4 


u;!» 


Sei  -T-. positiv  und  17-r-  =  x,  so  wird: 


%xV2 


4)     /  — r-T— 7  =  — TT  1% TT — ' h  2  arc  tan— ;} 

^   J  a-\-bx^       4aV2l   ^rc»-xrcV24-x«^  ^   x«~rc>j 

wenn  -j-  negativ  und  x'  =  j/  —  -r 
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^  J  {a-\-  bx^)9  ~  ^aw    '    4a  J    w 

y  («  +  *^^^  "  «  isw»  "^  32at(;J  "^  32aV     «? 
r__dx__  ^  x(    1        ,       11        ,        77      I 
J  (ö  +  *^)'        »  112«''  "^  96awa  "^  384a2M?J 


77       /^öT^ 
'    128aV     w  * 

Sei  -T-  positiv  und  x  =  I/t"» 

^.      r     xdx  1  ,       ]/a 

^  J  {a-\-bx^)  2]/ ab         ^    x^]/b 

r     x^dx      _        1        /,     x^  —  7cx]/2  +  X« 
^  J  (o  +  6a:*)~46x\/2\^^a;2  +  xa;V2  +  x^ 

J^  2  arctgn  ^^^-^^y 

Sei  -T-  negativ  und  x  =  ^ —  -r-, 

/xdx  1      ,     a;*  +  x3 

(a  +  fta:*)  "^  ~  46^  ^  a;»  —  x« 

12)     /  7 — ,    ,    ..  =  --  -TT—  ( log  — ■ 2arctgn  —  )• 

J  (öf  +  bx^)  4  Jx  \  ^  a;  —  X  x/ 

Es  ist: 

J  ^(«  +  bx*)  a  4a 


14)  r    ^^     =  _  ±  _  1  r 

J  x^(a-\-bx*)  ax        aj 


%o 


136 
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§.  70. 


A 


dx 


dx 


logil-^-  x) 


=  wrctgnx  =  —  arccotx 

-\-  x^  ^ 


Vs 


r  dx        1  ,         1  +  -^        I   1      ^     xV 


r_dx_  _  JL_  ,      lH-a?y24-a;«   ,    _1 


, ,    arc  tan  , 

|/2         ^    1— o;-^ 


Jt^^  "=  5  \2  ^^^^^  +  :r)  -  Pocos  I  +  P,  cos 


2jt 
5 

2x\ 


+  Öosiw^  4-  Öisiw-^j 


Dabei  ist 


.-|%(] 


2xcos 


T+") 


arc.tgn 


xstn  -=- 
5 


1  —  X  cos  -r- 

0 


1        /  Q  if         \ 

Pi  =  ~  %( l4-2a;cos  -c-  +  ^')      Ol  ~"  »»"c^n 


a;sen 


2:r 


1  +ircos 


dx 


1     ,     l4-a?V34-a;»    .    1 
log 


2  TT 

5 


^  J  \4-x^       a.Vsr   ^i  — ^i/?ia-<rJ   '   6        -^ 


4-a;6       4y^2f    "^l-a^Vs  +  a;« 


3a?(l— a;^ 
1— 4a;2-fx*' 


Sei 


=  ~  %  ( 


Qx  =  arc^^rn 


a;3  —  2a;  cos 


2x  +  1 


^-+0 


.2x4-1 

xsm Tt 

n 


2x+  1 


n 


80  ist,  wenn  n  gerade  ist: 
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''/r 


2» 


dx  2Ü^'  2x+l      ,    2?^*        .   2x4-1 

-f-  ar"  n  -^  n  '    w  -^^ 


n 


and  wenn  n  ungerade  ist: 


n— 3 
2 


«)/n^=>^(^+-)-li:«^' 


cos 


2x4-1 


H 


7t 


n— 3 

,    2    '     „     .   2x  +  l 


n 


n 


9)  /t^  =  ^-M1+«) 


xdx 


i  %(1  +  a;») 


1 


(!+«)» 


ajV'a 


6  '^  l-x+x*  +  Vi  «♦'^*^«  2 -^ 


,-.      r  xax  1        ,       . 


P2ä    ,    ^  3r 

0  cos  -r-  4"  -Pi  CöS  — 

0  0 

4-  öo  sen  -7-  —  ^i  sin  -- 


Bezeichnungen  wie  in  Nr.  5. 


^„^    r  dx        1  ,    1  +35  ,  1 

18)  Jt^^  =  I  {4  ^"^  (1  -  *)  -  ^i  <»«  y  +  ^»  <^<'« 


2n 


Bezeichnungen  wie  in  Nr.  5. 


^     .    w         „     .    2jt) 
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Sei  n  gerade,  und 

Px  =  -^loglx^  —  2  xcos  —  «  +  1 1 


1  — a;« 


.    2x      . 

xstn  —  n 

Q»  =  arctgn ^^^27"' 

1  —  xcos % 

n 


80  wird: 


H 


20)     /  -. = log  -. — ■ Vx  PkCOS  —  Ä 


Sei 


1 


-^  Zor;  Ta;«  -\- 2 xcos i—  sr  -f  1  j 


.    2x-|-  1 
X  sin ■ —  TT 

Qx  =  arctgn 


und  n  ungerade,  so  wird: 


II             2x  +  1 
1  +  a;  cos ! —  it 


w—3 
2 


dx  1  7     /,  X        2  ^   ^         2x  4-  1 


i")/j^  =  ii*a-»)-|2.p, 


n 

0 

H—s 
2  4^  n     •    2x+l 

0 


22)  Jll^  =  log{l-x)- 


„,,      /"  a:<?a:  1  t,„     0-  —  J»)'  1         ,       «Vs 


r 
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26)   /i^,=  ||-iMl-*)-P>«>«¥  +  Po«>sf 


.    2» 


Es  ist 


1  —  x^^  "^"2  7    1  —  x»"^  Tj    T+a^ 

9ft\      r_xPdx_  _        -1  a;p-^ 

7  U  +  ^*)"  ""  2n— p  — 1  (l  +  x2)--i 

"^  2n—p—lJ   (1  +  a:«)« 

9qx       r  ^^  — ]^ 1 

2n  4-j?  —  3    r  dx 

p  —  1       J   x»-^  (1  +  a;«)»» 

.      r     dx       _       l  X  ■  2n  — 3    /"       dx 

^^)  J  (i-fx2)»~"  2»  — 2  '(l+a;2)~-i"^2n  — 2.7  (l+a;3)»*-i 

qn     /*__^^_  — -J_    __L_4-    C         ^^ 
^  J  x(l  '\-  x^       2n  -  2  *  (1  +  x«)»»-*  "^  J    a;(l  +  a?«)~-i 

««V      r      dx  T  X 

/^  xPdx    1  a:P-i  p  —  1      r    x^-^dx 

^  J  Ö^^')"~~  2n  — 2' (1— a;2)"-i      2n  — 2^   (1  -a;«)— * 


1  a:i>~^ p—  1  Z' 

~  2w— p— 1  '  (1  — a;2)«-i"'2n— j}  — 1  J 


xP-2rfa; 


(1  ■—  a:'<')» 

34)  r—i±—  = i ^ 

,    2n  4-p  —  3    /*  da: 


r__dx__ 1  X  .  2w  — 3   Z'        äx 

^'  y  (1  —««)•"'  2 n  —  2  '  (1  —  x')»-> "^ 2 n— 2  J   (1  —  x^f^i 

oßx     /•      dg        _  __1 1  I     r dx 

'  J  x(\  —  x*Y  "  2  (n  —  1)  (1  —  a:»)— » "f"  J  a;  (1  -  x»)»-! 


140 
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^^^  /(I+^-2^?''^ 


(14-«*)'       2p  — l'^  "'2« (1  -{-x*)P-' 

i_  .  (2p-3)(2j)-5)...5.3.1  _1_  „^^^„^ 


+ 


J.  = 


2p  — l 

(2p  —  B)(2p  —  5)...  (2p 


2x  —  1) 


(l)-l)(j)-2)...(p-x) 


/da;  X      ^4  1 

(1  _  x^)p  =  27=n  -2'^'  27(r= 


+ 


1 


(2p  — 3) (21?  — 5)...  5.3.1    1 


2p— 1         (P— l)(i>  — ^)...  2.1 
J.X  wie  bei  der  vorhergehenden  Formel. 

Sei  m  >>  2  n,  m  und  n  positiv  und  ganz. 


2p^^r=:^ 


39)   r£r!^=---Lv..os 


w  «  (2  X  —  1) 
2w 


,     f-      ^         (2x— 1)      ,     ol   .    1  ^     *  m3r(2x— 1) 


arctgn 


271—  \ 

2n 
.   (2x— 1) 
2n 


40)  fY^=^  {(-  1)"^*  t^(i  4-  «)]  -  %(i  -  oj)} 


2n 


(■ 


x;r 


n-l 


( —  1  )**»+^  —  >•  «  sin arc  tgn 

1%  «tH  w 


sm 


x?r 


*  ^  7  l+a:2"+i~"^       ^         2n+l 

1      '^'         w:r(2x-l)-     /,       ^  2x-l       ,      \ 

(2x-1)ä 

o         2n+l  _      /o  1^  X—COS^ 

*y  .  *M  ir  [*}.  V  1  i 


2w+ 


2      ^^'     .   W3rr2x  — 1)       , 


2«+l 


2n4-l 
.   (2x  — l):r 


2n+l 


Binomische  Integrale.  141 

,         (2x— l)g 
^'^      ^^       2«  +  l-^*'"      2n+l      "^^^^^       .  (2x  — 1)« 


§.  71. 


Sei  u  =  a-\-bx,   v  =  a-\-ßx,   dr—aß  —  ab. 

3^  _        1        1?**-^^      (m— n4-2)  ß   C  ^  ^ 

^  ~  (n— l)a  w«-i  (n  — 1>     ^7  tt»-^ 

4)  -^_J t^,       m^        r!^d 


=>  A 


X 

da;  1  1 


(w_^n-2)6    r     dx    ^^ 


6)  =-  + 


1  1 


(n  —  l)a    t;"»-»«»-» 

+  n-2)/3   /"     1 
n  —  \)4d     J  »"«"-1 


.L.  (n.  +  n-2)ß  ^^ 


0 
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§.   72, 


Sei    a  -j-  bx  -{-  cx^  =  w. 


X^-^^w^dx  = 


1)  y  i.       ^^^       c{m'j-2p-^2) 

7 i — 7^ ; — :^     /  X^^^W^dX r — - — \ — -^z    I    X^W^ dX 

9\     r^^alLd    ^       I     ^      rxf^^dx       h     Pxf^dx 

^  J    wP         ~"  """  2pcwP^  2pc  J       w^  2^J  ii?P+' 


3)  r^j^:=..^^^^(p-^+^)  f 

^  J  a^^^  anx^  '  an  J 


to^dx 


.  c(2j?  — n  +  2)    rw^dx 
"^  an  J     af-^^ 


^  J   t«?"  (n  —  l)(4ac  —  6»)  w;»»- 


(n  —  1)  (4  a  c  —  6»)  w;»»-i 

2(2n  — 3)  r,^^ 

?»— 1 


I  2(2n-3)  /> 

"'"(n  —  l)(4a<;^  ft»)J 


vr 


-{-hx-^rcx^       Mh^^^ac 


Zoflf — ■ fp==,  6"  — 4ac>0 

^6  +  2ca;  +  V6«  — 4ac 

69  — 4ac  =  0 


fr  4-  2ca; 


arc tgn rj^  ,  6«— 4ac<0 


l/4ac— 63        -^    V4ac— 6» 
/" äx_ h-^2cx __  (4n  — 2)c    r  dx^ 

\?enn  zur  Abkürzung 

li=z  a  -\-hx  -\-  cx\   ^  =  4:ac  —  b^ 
gesetzt  wird. 


r 
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.     r  dx  _  h-\-2cx   .    2c    r  dx 

^  J  {a-\-bx-\-cx^)^~'~JB       ^'^J    R 

^\    C  ^^  _b'\-2cx(    1 .     3 c  1   .  6 c«    /'rf^ 

^  y  (ö-f  6a;  +  crr2)5~"       J       \2ü2'+"z/ÜJ  +  z/»  J     Ä 

/*  da;  _b-\-2cxl    1  56'         10c«| 

(2n—m-l)eJ     R'       '^(2n-m-l)cJ     ü» 

Wird  m  =  2n  —  1 ,  so  ist  diese  Formel  unbraacbbar ;  man 
hat  sodann: 


•  „X     /• xdx 2a  -f-  bx b     C dx 

c/  (ö  +  *^  +  c^')*  ~  -^-B  ^  J    T 

.      r  a?'da;  _  a6  -f-  (62  —  2ac)a?   .    2a    /"'da; 

W  (a  +  6a;  +  ca?8)3~  cz/ü  '^  d  J    T 

f  x^dx  _    1    ^p  .  a(2ac— 68)+&(3ac— 6«)a: 

6(6 ac  — 6»)    /*d£ 


2c«^ 


/"  arrfa;  _  _  2a  +  6a;  _  3  6(6  +  2ca;) 

J  («  +  «»^  +  ca;«)8  ~  SJR^  2^^R 

Sbc    r 
^'  J 
r  x^dx  _  ab  +  ß^  —  ^ac)x 

^  J  (« 


dx 
'R 


4-6a;  +  ca:3)3  2c /IR^ 

{2ac  +  b^){b  +  2cx)    .    2ac-\-b^    r  dx 
■+■  2cz^2Ä  '^        J^        J    R 


1**  Trioomische  Integrale. 

x^dx  fx^    ,    ahx    ,    2a' 

3 ab    r  dx 


r  x^dx  _  __  /^        ahx  _^  2  a«\     1 

^  y  (a  +  ft^  +  ca;2)8  ~  ■"  VT  +  TZ"  "'    T3)  Y't 


2cz/ 


/dx 


19)     r  ^"^  =  ^  ^  f 

7^("  +  *^+c^T        (2n  —  2)ai^-^        2aJ     . 

^    aj    X 


m    f—r- 
^  J  a^(a 


dx  1 


+  6  a:  +  ca;«)*»  (w*  —  l)ax"»-»iJ'»-* 


(w-f  n  —  2)6    r      dx      __  (w  +  2 n  —  3) c 
(w  —  1)  a      7    a:*-^  ii»  (m  —  1)  a 


/ 


a?"-*B» 


,  m>  1 


^  J  a;(a  +  6a:  +  ca;«)  ~  2a  ^  R        2a  J    li 

<)o\     r  dx  _     ft  7    (^ 1       &«— 2ac  /"da; 

''  J  a;»(a  +  6a;+cx»)"2a«  '^'UV      aa;'^     2a*    J    R 

-'  J  a;»(o+6x  +  ca;«)  ~      2a»     '"^  \a:»/ ">"  a^a;       2ax« 


X« 

6(3ac  —  6*)    /"rf^ 
2  a» 


fdx 

J    n 

^  J  x{a-\-bx-{-cx^)*       2a''M^2aß\  J        j 

b    (.    ,    2ac\    rdx 
-2^*^-^-^)]   -R 

J  a;»(a  +  6a;  +  ex"')*  ~  a«   ''^  x«        o»a;»  "^  ia»  a 

,  /6«      2£\      11         1  /M      66»c  ,   6f«\    rrfa; 

J  «'(«  +  *a; -(- cxV*       V     2aa:«   '  2a»a:/^ 

,  /36»_2c\    r Jjc_.Qh^    rdjc 
■^Va«        o/J    xli*'2a*j   W 
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dx  1       .        1       .  \  1    ,     a;« 


dx 
w 


27)     r ^^  ^^1^1^^    ton^' 

J  ^(«  +  6^  +  ^a:2)5       4ati?«    '    2a«M?    '    2a»     ^  «? 

b^    rdx b_    Pdx^ 6_    r 

2a  J    w^      2a^  J    tc^      2a^J 

^^.      r dx 1     _  3^  r  dx  5c  rdx 

^  J  x^{a  -\-hx  -}-  cx^y  axw^       a  J  xw^      ITj    m?* 

J  ^'(«  +  *^  +  <^^*)'        V      2ax^    '    a2;,:y  ^s 

'    \  a»  ajj    xw^  '^     a«     7    m;» 


§.   73. 


Integrale  von  der  Form   /  rr^-^ (a  -^  bxf^  -\-  c x^^y  d x. 


Sei    o  -|-  hxl^  -\-  cx^^  =  w. 


1)     rx^-^wPdx  ^  ^^^  —  ^^  rar+^'-^u^-^dx 

2npc    /* 


a;m+2n-l|^j,-l^>j. 


/pm-n-1  j^p  da; 


2)  ~     . r-^^ r \ — r V    /     AT«-«'-»  W^  d  X 

fm— -n-t-j?n)ft   P 
(W"|-22>«)c   j 

3)  = — T-^ r-^ /  x'^-^vcP-^dx 

m-\-2np  J 

Lfttj|»y  mfttbeiii.  FonBBlnMmmlang.  10 
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4)     l  jn^^  wP  dx  = ^^ — '  ^   ^     /  a^-^n-i  ^p  dx 

J  ma  ma  J 

_(«.  +  2n  +  2i>n)e    r      ^^„^^^^ 
ma  J 


Sei 


und 

ft«  —  4ac  >  0. 

^  J  a  +  bx^-{-cx^  ~  h\J  cx^  +/""  7   ca;«  +  ^j 

^  7  a-^bx^'\-cx^~  2h^  cx^  +  g 

-V      /*         a;^dx  g    r      dx  f   C      dx 

^  J  a-\-bx'^  -}-  ex*'"  h  J  cx^  -\-  g  "~  J  J  cx^  -{-f 

Sei 

6«  —  4  a  c  <  0,     cosa  = -7=- 

2\/ac 

«^   r      ä.  1  r.  «,   ^'+2/cos|+y^ 

8)  J  a  +  bx^  +  c^  =  JTTM''"  2 ''^    ,      ,,       a,^ 

2/a:  stn  -^ 
4- 2  cos  ^  arcf^f»— — ^ 

r         ardrc  1  .  psina 

^  J  a-\-bx^  +  cx^  ~  2cpsma^^^^^ßcosa—x^* 

Sei 

X  =  2a(p  —  1)(6«  —  4ac), 

.      rda;  _  ftcrg»  -[-  (fe«  —  2ac)a:    .    (4jp  —  7)&c    Px^dx 

1  J  w^  Tcw^^  yc  J    w^-^ 

,    2(i?  —  l)(fe2  —  4ac)  +  2ac  ^  6»  P  dx 


1 


rdx_bcx^  +  (b^  —  2ac)x  .  62  — 6ac  räx_,bc^  Px 

J    W'^  7CW  '  X  J      W  X  J 


x^dw 
w 


r 


YermlBchte  Integrale.  H7 

(w4-2j>  — 3)6 


12)    T-^^  = ^ 

/dw       w  +  ^p —  5  r  ^^ 
af^-^w^  (m  —  l)a    J  . 


af*—*f4}P 


§.   74. 

Reduotionsformel  för  das  Integrral: 


ß 


af^^{a  -f-  i^  -\-  c^"  +  dx^  -)-  •  *  *)^dx. 

Um  diese  zu  bilden,  beachte  man,  dasB 

(a  +  6a:"  +  cx^  --(-..  .)p  =  a(a  -f  6a;'»  -| .)^~^ 

-f-  6a?"(a  -|-  6ar"  +  •  •  O^-*  +  •  •  • 


\ 


§.  75. 


Sei    u  =  a  -\-hx  -]-  cx^^    v  =  oc  -\-  ßx. 
^  —  a/32  — a6/S  +  ca9,     B  =  bß  —  2ca,    J  =  ^ac  —  b^. 

7    **"    ^  7  in  — 2w+l/ t*"-^  .*  w~2n+iy     u« 

c(m  — 2w4-l)o/     t*** 

(n+ljJ5       7    ti"-!"* 

10* 
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3^     r^d     —    -^  +  ^^^     ^    _  2(m  —  2n  +  3)g 


^  7    v'»  (m  —  2n 


M"-*     ^        (n  —  l)J  J   'u^ 


ti»  2n4 


5) 


-  \)fi  v»»»-!        (m  —  2n  —  l)/3« 

y      ym      ^       (^»  _  2t»  —  1)/SV    v"»-* 
^  _  /3  fi»+i        (m  —  n  —  2)  JS 

/"  u"     ,     __  (w  —  2n  —  3)c  /"  ti^     , 


6)  =^ ^ ^4-        ^^ 


rti**-^    ,  2nc  /•  li^^   , 

r   dx      _  (w  4-  2n  —  3)0    /*       1        , 

gx  ^  /^ L_  ^  ä^    r      ^       dx 

^  2  (n  —  1)  ^  v»«-!  ti"-*        2^7    t;"»-*  w" 

(m  +  2n~3);g«    ^       1        , 
■^        2(w+  1)^        7    v^W- ^ 
Ist  ^  =.  0,  80  wird 

^  J  V'^u^  (w  -j-  n  —  1)1?  «;*»»w**-^ 

(w  +  2n-  2)c    /* l_rfa: 


r 


Binomische  Integrale  mit  Vor.  149 


§.  76. 


Sei    a  -{-  bx  =  G). 


r        dx  ,2  -^/bx   a  und  b  gleich 

^^  J  (a4-  bx)Vx  ~  ~  Vöft  ^^^  ^**  K  "ö"       bezeichnet 


1        ,     a  ^bx  +  2Vx]/—  ab 
log 


M—ab  « 

Z'  dxVx  _  2Vx        a    r   dx 
^  J    a  +  bx"     b  b  J   taVx 

s)  r ^Vxdx    fx     ^\ c)\/  I**  r  ^^ 

J  a-^bx""\^b~"b^)  ^^^^Wj  ^y^ 

..      r  x^Vxdx  _  /x^        ax    .    fl^\oi/    _  «^    /*  rfa;    - 
«.      rx^Vxdx    .  /ic3      aa;«  ,  a^-j;      a^X^w     ,   a*    /"  drc 


J    (a-\-  bxyVx  "~  «CO  +  2ay    «V^ 


Vx 

dx  Vx    t      l     r    dx 

'x 

-.      r     dxVx     _  _  Vf    I    J_    /"  rfa? 
^7    (a  +  6a;)>  —  ~  6^  +  267    a>Va; 

r    xVxdx    _  2a:  V^a;  _  3a    /*  dxVa; 
J  (o  +  6  a;)»  ~  "T^  h  J       ojä 

'  J   {a-{-  hx)*  ~\Jb~  3i«  /"ii~  '^    b^  J       «« 

.  .      /•  a;»Va;da;  /a;»       Tax"   .  7a»a;\2Vj;      7o3  rdxVx 

J   (a-\-  bxy~\hh~'Wb*'^   36»  /~rä  P~7     w» 

{a  +  bxyVx  ^  V2ir^«  +  I^i^j  ^^  +  8TV    aVa; 
/*    dxVx     _  ( 1_  1     \  Va;  4   -i-  /"-^ 


150 


Binomische  Integrale  mit  yx. 

x\/xdx  2xVx    ,    3a    rdxVx 


+'ii 


J   {a  +  bx)^  bm^      '     b  J       o» 

r  x^Vxdx  _(x'^    .    hax\2Vx       15a«    rdx}/x 
^  J    (a-\-bxy~\b  +    6«  ;    o«  b^   J       o» 

x^Vxd^  _  /x^  ^  lax^  _  35a«A2Va; 
^""\36  36»  36»" 


-'/i 


-^bxy 


■) 


+ 


6» 


/ 


dxV- 


6) 


§.  77. 


Sei   a  +  6x»  =  o.       *  =  |/|^,    x' .=  ]/—  ^ 


"/ji 


da? 


1 


(a  +  6a;2jVa;       &x3V2 


2p^ 


3;  +  X  \/'2  a;  -t-  X« 


1      /,     x'  —  Va;       „       ^      Vx\     a    ^  ^ 


^)/. 


da;Va; 


=  ^7^- '"' 


X 


4-  xV2x4-x« 


v^ 


a> 


x'-  V 


1     /,     x'  -  V«    .    „       ,      Vx\     o  ^  - 

=  nT— /i% TT — h  2arctgn  —7-}»   t  "<  0 

26x'l  -^  x'  +  Vx  "  '      * 


+  v 


.      r  xdxVx  _  2Vx  _  a    r   dx 
^'  J    a  +  bx*'       h  bj    aVx 


Binomisohe  Integrale  mit  yx,  ]5i 

x'^dxyx       2xVx        a    rdxVx 


/x^dxyx  _  2xVx  _  ±  C 

/x^dxVx  _  (0^  __  a\     y      ,     o»    f    dx 
a  +  bx^  -\bb       ftV^*^^+  ¥j  cV. 


/dx  Vx     .     Z_   r  dx 


dxVx  xVx    ,      1     rdxV 


/dxVx     _  xyx    i    J^   r 

r  xV^d^   _  _  Vx    ,  j_  /^'  dx 

^  J    {a  +  bx^y"       2b(o^  4bJ  toVa; 

r  x^Vxdx    _  _  xVx    ,    _3_    /^da^V^ 
7    {a-\-bx^)^~        26cö    '    46j 


r  ^^V^d^    _  /Sx«    ,     5a\  Vf  _  5a    /*  da; 
^  7    («  +  6^')^  ""  \  fr    *^  2  6»;   oj         46»y  fi,]/^ 

^   J    (a -f  6 X«)»  \/a;        \4aa)2"*"'l6a^a>/*'^^"^32a«7    cV^? 
dxVar  /     1       ,        5      \     w     ,       5       rA^Vx 


r     dxVx      _/     \  5      \     w     .       5       r 

7    (a+6a:»)8       \4aa>>'+' IGa'^o)/ ^*^^"^  32a3  J 

r   xdxVx    _(bx^  —  ^a)]/x    .       3        C    dx 
J  (a-\-bx^y~        16a6a>«        '^S2abJ    ^Vx 

r   x^dxVx    _        2xVx    .    3a    rdxVx 
J    (a  +  6a?«)»~         5  6aj3    '^  b  b  J       oj» 

/ar^da^Va;    2  x>  Va;    .    5  a    C  xdxV  x 
(a  -f  6 a;«)»  ~         3  6a>2    '^  3b  J        ©» 


07 


1Ö2  Binomische  irrationale  Integrale. 


§.  78. 


Sei    a  -{-  bx  =  c9. 


1)  /-^f^^ivo, 

J    Va  +  bx        b 
-.      r      xdx  /l  \2V/o 

^U  WTTx  =  \-^''-V^ 

4)     /   ,,  =  ( -=-  o»  —  —  a aj2  +  a« ö  —  aM  -1:7- 

^.      r     x*dx  /l,      4       ,,6,,      4,      ,     Ä2Vfo 

3  /    ft« 


^N     /*        rfjg        _    1    7,    Va-j-hx  —  Va 

^^  J   x}/a-^hx~Ta'^  Va^bx^Va'    "^° 

—  arctgn       .  -,    o  <  0 


^  7    a;«Va  +  6x~       ax  ~  2a  J   xVa 

r      dx       _  / 1      .     5 ft  ^ *M  1/ 

^  J    x^Va^hx~\      ^ax^'^  \2a'^x^       Qa^x)^"^ 

~  16aV    a: 


V 
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r         dx         _  / 1 ,        Ib 35 &» 


35    \n/      ,356^    r  dx 
+  UÜ^J  ^"^  "^  128a*  J   a;\/c 


/dx 


+  hx  ftVoi 

xdaj  .      .      ,      2 


^^\     r      ^dx  ^,n2 

^^)     /    1/       .7.    «  =  (CD  +  a)  -—7- 

,,,      r     x^dx  /loa  A      2 

'^'/wTi:-=(i""-''-+'"'°+'")4^  . 

\      2 
,^.      /*     a;»da;  /l      ,        5        ^    ,    10    ,    ,        ^^    .    . 

+  5a«ö  +  a»j^ 


2 


.      /*        dx 2 .    l    r  dx 

J    xVa  -{-  bx        aVa        «  J    a;Vra 

f  ^_dx___   _/ 1 i*\_i 3A  f  1^ 

^  J    x^Va-\-bx'~\      2aa;*  "^ia^a?  "•"  4a»;  V, 


^  8a»  J 


dx 


xVci' 

f         dx  _(         1 .       76  35  6» 

^  J    a;*Va+6a;*"~\      3aa;»  +  12a»a;»       24a»a; 

_  356»\  J 356»    >"   da; 


154 


Irrationale  Integrale. 


22)     f         ^"^        ^        (  ^        \ 


36 


Sa^x^       32a3a:< 


64  aV  Vcj 


21ftg  1056» 

"1"  Q4a*x 

dx 


3156*\  J_        315  6^    r  i 


o 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 


/ 
/ 


dx 


Va  +  6a: 

xdx 
Va  +  hx 

x^dx 
VT+bx 


(9  VOI 


d:i: 


J    x^]/a 


r        dx  _(^\    26£\  _1 ,    j_    r  _^ 

da:  / 1 206  __  5  6«3;\      1 

"Kax       3  o*^  a3    /  o,\/gj 

56     r   rfa; 
"2^37 

/   da;  Ka  +  i!^^  = 


+  6a; 


a:Vo 


36 


a\  2ü>  \/( 


/^^^^«  +  *^  =  (l  ^  -  I)  ^ 
/  a:2dxVa  +  6a;  =  f  y  «2  —  -g-  a«  +  -  aM      ^3 

ic^da;  Va  --|-  *^  '^  ("q  ®'  ~  y  ötco«  -|-  -^  a^cD 

1     A  2  Ol  Vio 

-3^V-F- 

/  a;<da;Vo  -)-  fix  =  ( y-r  <a*  —  -jr  o oi' -|- y  a» ©* 
/  a;*da;ya  -f-  6a;  =  ( —  a*  —  —  ao*  -|- 


10 
9 


tt^CjS 


ya»ö)«  + 


a*ö  —  -^  a*j 


2cjVo 

66 
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^J     a:^^  V      3ax3^4a«W  8a»ar*^ 


dx 


4-—  r 

38)  /^Va  +  6a;=(-^4-24^-3l£i)'>'^'^ 

"■    64 o»a?        V2Aa?J    xVet 

39)  /  a«  Va  +  0«  =  — r-r — 

40)  J.ä.  Va-TF.'=  (1  «.  -  I)  ^ 

41)  /x.dxVM^*=  (^  «,'  -  I  ao,  +  I  «0^ 

42)  y  a;'da;Vo  +  hx  =  (^  ©»  —  j  a  oj»  -|-  y  o» « 

1     .\2a>«Va) 

-  5  n  -h— 

43)  J  x*dxYa-\-bx  =  ^^  o«  —  ^  a  ra'  +  -^  o» «o» 

4     ,        ,1     ,\2ra»Vaj 

44)-    /  x*da;Va  -|-  6x'=  l^r^  o*  —  t«  ö^  g'*  +  tt  ^'^' 

10    ,    ,    ,    5     ^  1     A2(»2yo 

(|8  0)9  _j a*  CO =-  a*  I  — = 

9^7  5/       66 


156  Imtionale  Integrale. 

46)  ]  -Va-\-hx^ 7^  +  2-aJ   ^  ^«"^ 

47)  /'^v^^M^•=f_-L___i_^a„v«, 

'  J    X*         ^  \      2ax*        ^a*x)       * 


.Ulfdxy 
^8tt«J     X    ^ 

48)     r^\/a-hbx'=( L_  4- _*_  J- -^L-'j  0,»  V« 

W    X*  ^     ^  \      daxi^  12a*x*'    2ia»x/       * 

16o»J     X    * 

*^^  y  ^  ^"  +  **'  =  V      4^^  +  8^5F>  ~  32^;^ 

iiia*xj       *     ^  I28a*j     x 


2o)»V' 


50)  fdxVa-^bx'  =  ^ 


C9 


51)  /^V^+T^'==(i«>»  +  la«,4-«')2l/«+«»/^ 

52)  /•  If  1/^^:67--= -^i^ 4- 1^ /"-V«» 

^  J    x^   ^     ^  \      2ax^        4:a^xJ       ^ 

,    156*    r dx  ,/    ^ 

+  8ii-y  T^*"* 

ic^\    /"     j    \i — nr»      /i  1    \2ca'Vö 

54)  y    «da;  ya-\-hx  =  f  -  ©  —  y  a  j  — g^!— • 

BEN     C    ,j     1/ — r^-»       /l     ,       2  ,    1     \2ai»l/a> 

55)  /   a;»dx  ya  + 6a;  =  (yj»»  — —  aci+ya«) — tz — 

56)  J x^dx  Vä^^pbx  =  ^^  «»  _  ^  a  o»  +  i-  o»<o 

1     .\2iD»Vo> 

57N     r       dx        _  3f  cpt 


xdx 


Irrationale  IniegT^e. 

3f( 


157 


ya^^bx 


f\  1     XSFo» 

/l     ,        2  ,1     ASlp^ra» 


60J     /"^,=^£ 

62)/ 


x*dx 


~5~ 


3T?'c. 


/l  \  37 


6» 


63)    /"-^ 


7«  +  i« 


1    f3  ,     l^'o-fa 


-+- 1/3  arc  ^n 


Vsf^o. 


J   xt'^a-^bx 


ax 


fa,  +  2fai 


3aJ 


dx 
x^a 


65)     C         ^"         -   ( 1_-L_i*_\fi'  i_l26*    ^    f?a; 


66)     /"-^^ 


f  (a  -I-  Ja;)« 


f  a«  1 2  '"*       f  , 


^ 


_       f' 


P»  -j-  2  ya 


J    a:»'^(a  -f-6a:)«~        «a;        3a  J   /c^cj» 


68)/ 


«»TP'Co  -f  fcx)« 


da; 


69)  f  ä'^(* 


+  ^a; 


_  3«a"^<o 


4J 


^^^  Irrationale  Integrale. 

70)  fxdxf^rTJ^=.{i^-:^ay-^ 

71)  f  x^dx^^^fV.=.Q.^.*-\a.+laf-^ 

72)  ydxf(7+T^  =  i^|^ 


73)  f  xdxna  +  bxy^  (I  0,  -  1  «)  i^ 

74)  f  x^dxf(a-\-bx)*  =  Q^^^-\a^  +  \a*y.^^ 

m 

76)  /'^firM7=-^+ *  Z"^^« 

J     x^  ax      ^    Sa  J     X    ^ 


77)  /"^f;~+i;^  =  f--^  +  ^')«fc 

J     «*  \      2ax*  ~  Sa^xJ     ^ 


9o»J     a:    •^ 

81)  r  ™i£==  =  f  _L    .    _2_\  _^ 

82)  jT         «^'g  _/!        I         4         |8\_g 
W    |^(o  +  6a;)»       \5aai»"'    15a»»  +  löasy  V« 

83)  /"  ^=££=  =^ /'-^_  4- __L_    1    _§_  I     16  \  J 
J    f(a  +  6a;)»        \7ttü)3  "^  35a»©»  "^  35a»«a~'"35^yV' 


a; 
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§.  79. 


Integrale  von  der  Form    /  /  {«'•,  Vi  —  a/\ 

Sei  s  eine  positive  ganze  ungerade  Zahl,  so  wird: 
r      x^dx       .^ 1 

^  J  (v/r^iTO'  ~"     (2r  -  s  +  i)(v/r::r72)-« 


X  — —    Xf    O^    O,    •    •    • 

A  =  0,  2,  4,  .  .  . 

>!    _  (2r-l)(2r-3)...(2r-x)  _ 

'  ~(2r  — s— l)(2r  — s  — 3)...(2r  — s  — x;'      "  ~ 

j,  ^  (a  -  3)(«  -  5)  •  •  •  («  -  ^  -  1) 
(8  —  2)(s  —  4)  ...  (s  —  A  —  2) 

„ (2r  —  l)(2r  — 3)..  ■  3.1 

■  (2r  —  s  +  l)(2r  —  s  +  3)  .  .  .  (—  s  +  3) 

^   J    (l/l_a:«)'~       (2r-5+2)(l/r=^«r'r' 

Ä  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 

2r.2r  — 2  .  .  .  2r—X _ 

^  ~(2r  — s)(2r  — s  — 2)...  (2r-  s  — A)    ^  "~ 

^ 2r.2r  — 2  ...  4.2 

■"  (2r  — s  +  2j(2r  — s)(2r  — s  -2)...  (s  — 4)(s  — 2) 

I       (2r  —  l)(2r  —  3)  ■  .  .  3.1 
+  2r.(2r  — 2)(2r-4)...4.2  «»"''«'«* 

X  — —    J.J  »},  Oj  •  •  ■ 

>l   _       (2r-l)(2r-3)...(2r-x) 
'  ~  (2r  —  2)(2r  —  4J  .  .  .  (2  r  —  X  —  1)'       * 
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Vi  —  x»  J!; 


J     y\  —  x'^  2r  +  1  -^ 

.   _   2r.(2r— 2)(2r  — 4)..,(2r  +  2  — A)  _ 

^~  (2r— l)(2r~3)...(2r--A  +  2-l)'      '  "" 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
Sei  5  positiv  und  ganz 

K,  r     ^^ 1 V>i^ 


*— 1 

8 


(2r+s-3)(2r  +  s-5)...(s-^-l)         a;  '       _        j. 

"•"        (2r— l)(2r  — 3;...5.3.1         (Vri^»)»  ^  ^  "^      ' 


Ax^ 


A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
X  =  1,  2,  3,  4,  5  .  .  . 
(2r  +  s  —  3)(2r  +  s  —  5)  .  .  .  (2r  4-  s  —  A  —  1) 


B 


«+i 


(2r  —  3)(2r  —  5)  .  .  .  (2r  —  A  —  IJ 

_(8-3)(5-5)...(8-2x-l)  R__i_ 

~       (s- 2)(s- 4)...(s  -  2x)     .^0— I, -öl  — g_2 


j  1  *"""* 


+ 


(2r4-s  — 2)(2r4-8— 4)...(s4-2)s 


2r.(2r-2)(2r— 4)...2  (V^l— x») 


_1 fl  — a;' 


O-a;«)»            ,(1-«») 
-i 1 1 


s 


^1 


■  (2r4-s  — 2)(2y  +  s--4)...(s4-.2)s  ,      Vi— a;«— I 
"*  (2r  — 2)(2r  — 4)...4.2  ^  x^ 


A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
^  ^  (2r  4-  s  —  2)(2r  +  s  —  4)  . .  .  (2r  4-  s  —  A) 


7)     f        äx Vl_ 

^  J    a^ryi_^a  (2r~ 


(2r  —  2)(2r  —  4)  .  .  .  (2r  —  A) 
Vl—aT» 


,    ^0=1 


1)3?' 


2r-l 


,    I  2r-2    , 


+ 


(2y  — 2)(2r  — 4J 
(2r 


-2)(2r-4j  (2r-2)(2r-4)...2^.,| 

—  3)(2r— 5)       '         '  (2r— 3)(2r— 5)...3  j 


8)    f  — 


da? 


Vl  —  x^ 


2r.a?2*'    l     '^2r  — 2      ~ 


-f 


(2r-l)(2r^3)...8  I      (2r->  l)(2r- 3)...3.1 

(2r— 2)(2r— 4)...2  J"'"      2r.(2r  — 2)...4.2 


log 


Vi— a:«-.l 
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Sei  s  eine  positive  ganze  und  ungerade  Zahl,  so  ist: 
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9)     f  x^iV) 


2r  +  s  +  l 


X  A^x^^-* 


»+i 


•-2-1 
2 


+  -4ar-»  X  Vi  —  x^  ^^^  Bx  (1  —  X«)    *    +  ^Är-8  Bi+1  «^c  sin  X 


A,\  1,       Am  — 


X  X,  d,  O,    f,  •  •  • 

A  =  0,  2,  4,  6,  .  .  . 

(2r  — l)(2r  — 3)...(2r  — x->2) 

(2r  +  s— l)(2r  +  s  — 3)...(2r+s— x) 


jBo  =  1,      Ä  = 


_     g(s  — 2)(g— 4)...(s  — A) 


(s~l)(s  — 3)...(s  — A  — 1) 
10)  /^--(VT3^0'd:r=-(|^^:^"2^.. 


a; 


2r— A 


+ 


•— 1 

9 


»j^X  2r.(2r  — 2)...4.2 


3 


+(1  — a:»)«  J      (2r-^s  +  2)(2r  +  s)...(s  +  4)(s  +  2) 

Dabei  ist 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 

2r.2r  —  2  .  . . 2r  —  A 


Vi— a;» 


Ci  = 


(2r  +  s)(2r  +  s  —  2)  .  .  .  (2r  +  s  —  A) 


Sei  n  gerade,  so  ist: 


j- 


Ist  dagegen  n  ungerade,  so  wird: 


n— 1 
3 


(n-l)(n-3). . .  (n-2x+l) 


^^^  J   W^l  '^'^  n(n-2Xn-4)...(n-2x)   ^ 


rll— ÄX+ 1 


Die  Goefficienten  für  x  =  0  sind  =  1. 

# 

s^dx 


/s^dx 


rc^-^Vl  —  a;* 


n 


I«»»ka,  matbem.  FormelnMunmluog. 


x!**-^dx 

vT  —  X^ 

11 
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xäx 


U) 


J    Vx^  —  1  ~  w  '^      n     J    ]/x^—  l 


r  ^e^dx_ a:"-'Vl  ^-a;»       (n  —  1)    /*  a^-»<fa; 

7    VT+T«  ~  «  «       J    Vi  +a;» 

J    Vi  +x*  ^ 

19)     /•        <^^         _  Vn^^       ,    n-^2    r         dx 

J   «-Vi  -  ar'  («  -  l)a;"-»  "^  n  — 1  J   a:«-«  ViZT 

J    «  Vi  —  «»  ^ 


X 


21)     r       <^^  Vx»-1       ■   n  — 2    /*         da; 

J    X»  Va;»  —  1       (n  —  1)  a:"-»  "^  »  —  1  J   «"-«Va;«  — 1 

22,/ 


d:r  1 

=  arc  cos  — 


ViC«—  1  ^ 

dx  1      VTTxä       n  — 2    r         dx 


23)     r        ^^ 1      Vl+x»       n--2    /-  

^  J    xVl-j-x^  ^  X* 

25,  /^vr^..  =  ^vr37.+^-^/^ 

26)    J    xVl  —  x^  dx  =  j  {x^  --  1)  Vi  —  a:«      • 


x2 


J  *»  +  2  w-t-2J    Va;»— 1 
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28)  fx  Va;»—  1  dx  =  ^  (x*  —  1)  Vx*  —  1 

29)  /':r-VT+T»da;=^VT+7«+^   /"-^i^ 
J  '  n4-2  »  +  2J    Vl+x* 

30)  /"  a:  Vi  -\-x*  dx=j  («»  -|-  1)  Vi  -\- x* 


Vi— a;»  1        /•        d-c 


31)     /'^VT^T^--      ^^-^' ^—f- 

''^^  J    31'^'        ^   —        („_2)aj"-»       n-27    x-V^T» 

32)  /•^vnr^  =  vr^r^^  +  ?o/-^^-^' 

J       X  X 


dx.rz r  Va;«  — 1 


34)     r  ^  Va;*  —  1  =  Vx*  —  1  —  orc  cos  i 


^^W    ^  ■  (n-2)a:-i      „„gj    ^y/i^,^,    . 

36)  Z*^  VrT^=  VT+T«  _  ?Off  1  +  Vi  4-  ^^ 

37)  y'da;VrT^=f  VrT^+|%(a;  +  VTT^«) 

38)  J  dxVx*  -  1  =  |-  Va;»—  1  -f  i  hg  (Vx»-  1  +x) 
39j  J   dxyi  —  a;»  =  |-Vl  —  x»-|-  -^ 


arjsma;. 


11 
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§.  80. 


Sei    a  -\-  bx^  =  G3. 


J     Ktt  -|-  6  a:*        yb 


arc  sinx  y ,  6  <  0 


V-b 


8 


10 


11 


12 


/da: 


arcsmo; 


dx  X 


V{a  +  6  x'js       a  Va 


/dx  _  /_l ,   _2_\    X 

V(a  +  b  x^)^  ""  \3  tt  a>  "•"  3  a V  Vfi, 

/dx  _  /    1        ,        4 8__\  ^ 


y  W 


xdx  Vö 


/x'^dx      arVo         a     /*  rfa; 
Va  +  6a;2~"26"  ~  2^  7    V^ 

/*      a:^da:       _  /£»^  _  3aa:\  w      ,3  a«    /^  rfa; 
J    ]/a  +  bx^^\^b        Sb^)^'"'^  Sf^j    Vfi, 

Z'      x^dx      _  /£^  __  4aa:«    ,     8a«  \  w 
7    Va  +  6a:«~'\56         156«  "^   156»;  '^'^ 
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1 
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wg  ,,      .    .        .    w  1    a  >  0 


1 


V-a 


arc  sec  a; 


v-|. 


a<  0 


14^ 


15 


16 


17 


18^ 
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2o: 


21 


22: 


23^ 


24 


25 


26 


J    X 

f 
f 

f 


dx 


Vl  +  a;» 

dx 
x]/\  —  x^ 

dx 


log 


log 


Vi  4-  a?»  —  1 


x 


yi  —  x^  —  1 


X 


xVx^  —  1 


dx 


arcsecx  =  arc  cos  — 


da; 


c^a: 
dx 


r 

f 
f 

f 
f 
f 
f 
f 
f 


ax 

\/gi 


-f-  bx^ 
dx 


--  f 


dx 


=  (■ 


2qa;3        2aJ    xVo) 
3aa;5  ^  3a«a;/ 


/ 1       I      ^^    \  V      t   3  6«    /*    da; 

V     4aa;4+8a«a;V  ^^"^   8a«J    xVci 


x 


Va  +  6a;2 

arda; 
Va  +  fta;»" 

x^dx 
Va  +  fca;«^ 

a;'da; 
Va  +  &a;« 

x*dx 
Va  -j-  bx^ 

x^dx 
i/o+Tx« 


oVo 


1 


8 


bVa 

X 

bVca 

'^  bj    Vo 

.b  ^" 

2a\    1 

8 


8 


=(■ 

_  /x^    .    3ax\  J 3a     r  d 

~  \2  6+  2ftV\/a,        26«  7    V 

—  /^-?1  — 
~\3  6 


X 


4aa;« 
3  6« 


8a«\  J 
W  1/ 


l 
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dx  l        ,     l     r    dx 


27 


28! 


29: 


30] 


33 


34^ 


35 


39 


401 


r      dx         _  _i ,  j_  r 

J   xVa  +  bx^^   ~  aVci)        «  «7    xVa 

r  dx  _  / 1^ 2bx\     1 

J   x^Va^  bx^^  ~  \      a^  «*  /    V(o 

r  dx  _  /      _i 36\  J ^  /^  dx 

J   x^Va  +  fta;«'*  —  \      2aa:»        2aV|/c       2aV    xVfo 

r  dx  ^  / 1_  46  8&^r\     1 

J   x^Va^bx^''~\      3aa:»+3a»a;+    3a»/VGi 


31)     r  ^"^  =  /" —  4-     ^*       I    iL*!\  _L 

,15  6«  r 

+  1^0/ 

r dx _  /26£8    ,    _^\      1 

J    Va  +  fto;«*  ~  \  3a«    +  aj  ^,^01 


dX' 
x^/q 


J    Va 


Va  4- 6x«  SfeöVo 

Va  +  6x«*  ~  3 aw  y« 
J    Va  +  6a;«*""\      *        36V 


COVG) 


/*  da?  _  _  1 56    r   da; 

J    x^VcT^fTx^^  ~       2ax^(oV<o        2o7    oV©* 


«y 


41)  Jx^dxvrfh^*=^'^^-^fdxv. 


V. 


\ 
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44)  /«...^a-+TF=  (^  -  i|J*  +  illJ,)  »V» 


45^     .    —  ./      .    .    ..    .    w      ,         .     dx 


f^Va  +  bx^^V<o-\-af 


V» 


X  Vfo 


Vo    ,    h    r   dx 


47)   r^v^rqr6^=_J^+*  ^j^ 


49: 


dar  ,/^^ — i — ^-^^  dV^o 

<^^  \J i — i~~^  (oVfO    ,    b^/i 


J     x^    ^     ^  4aa^  ^  Saz"        8a  J    xMet 


m  /..Va-TTSi-  =  (|:  +  ?^)«v»  +  2±-/^' 


51 


52^ 


53 


I/o 

o«Vo 
56 

cd2  V, 


/    a;dx Va  +  hx'^  = 
54)  /..i.Vr+J^  =  (|i  -  j||)a,.V«, 


55)  /.s..v^rT^'  =  (^  -  'eis  +  sWa)  -V« 
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O' 


r    Ö*'    r^    1/ 

60)  f  ^Y^r+T^^' ^J^ -2 l-\^.ya^ 

62)     /'a;da;Va  +  6a;»'  =  ??il^ 
t/  76 

63)  /^Äivj+j3?  =  £^_^^y^,v»' 
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§.81. 


Sei    ax  -\-  bx*  =  o. 


'>fvr. 


dx _  2{a-]-2bx) 


-f  hx^""  (n  —  2)a«V'G}— * 


4(n  —  3)ft    r    dx 
(n  —  2)  a«  J     l/^n-s 


2)     /  x'^Vax  -f-  bx^'^dx  = 


o; 


»-1  yc)»»+* 


6     w  +  »  -f- 


aa?  = - 


Qf»  /pm 


«(•»-■J-i) 

6(2  —  m  +  n)      /-  Vo« 
«(♦»-2   -  V 

«/  2  (w  -[-•  1)  * 

i(n+l)bj    ^"^      '^^' 
Diese  Integrale  fuhren  auf 

^^     Ai/     "^T  I,   ,  =  ^logia  -\-  "^bx  +  2Vb]/ax  -\-  bx^l 
J     vax'\-bx^        Vb 

oder  auf 

dx       .  \  .    2bx  —  a 


t/    Vaa:— 6a:»        Vb  « 

7)     r       ^^^        _  __ 
J    V2rx  —  x^ 


"*-^V2ra;  —  x^ 


m 


X^ 


170 


Binomische  Integrale. 


8)     f  ^^ 


V2rx  —  a;» 


wa:*» 


-1 


ar* 


+ 

10)  C^-^y^v^^^x^dx  =  p^^^, 


+'-^^^f^'^^^^^^"'' 


dx 


^r^^^f^V2rx-x*dx 


m 


^]f4Hr—X 


"/w 


xdx 


V 


0) 


X  -\'  hx^ 
x^dx 


2h  J 


dx 


12)     /"r7= 

o/    Vax  +  6a;» 

,3)  r,y=^M= 

J     Vax-\-  6x« 


/a;         3a\  w      ,    3o«    /" 


—  {—  «_ 
~  V3fc  "" 


5  ax    ,5a* 
12ft2  + 

7aa?> 


0  >^"  -  ^/ 

35a»\  ,/ 
^   f 


Sb 
966» 


dx 


J    Vax-\-bx^  ""  \56 


9a.r»    ,    21a3a;* 
40  62  "*"    806» 

63  a* 


128 

2la^x 
64  6* 

63  a* 


dx 


+  63a^\  V^  _   63a»     r 
^  1286V  »^'^        256  6»  J 


da; 


16)  r__ii=^ 

t/     a;  Va  a;  -|-  6  a?"^ 
17)     /-  '^•'^ 


2Vi 


G> 


aa; 


Va  a:  4-  *  ^^ 
dx 


=  {-shi  +  ^)^^"' 


18)     /"-^T^i^^ =( 

J    a;8Vaa:  +  6a;8        V 


1 


+ 


46 


86« 


5ox»    '    15 a*a;*        löa^a? 


)2Va> 
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19)  r—jL—=(--±^+  ^^      ^*' 

J    x*Vax  +  bx^,        \      Tax*    ' 

.      166»  \.,. 


x-\-bx^,        \      Tax*    ■    35a«a;8       Sba^x^ 

^  3ba*xJ 

20)     ^  ^^  -f  1.8^  ^^^^ 

J    x^VoT+T?        \      9airö~r)3a»^        lOöa^^s 

_64K_  _    1286^X  ^^ 
dx  _  ^  2{2hx  '\-  a) 


">/vd 


22)     /"— .1£L=^«  =  +  -^ 

2^       /*       a;»dj?        /a:^    .    3aa;\    1     _  3a     r  dx 

J  Vax^bx^'  —  u  + 1;^;  v^ ""  26^ y  v^ 

251     /"      a:^da;        /a;»       5aa;»       15a»a;\    1 .Iba^rdx^ 

^  J    Vax^bx''~\'^b''^JW'^    46»  Jy^'^Sb^J   y^ 

r     ^^^^         /£l       Tax^    ,    35 g^ x^    ,    35a»a;\  J_ 

^  y    Vaa;  +  6x«'  ~  V36  ""  l2F  "+"    246»     +  "Fft^j  V^ 

_^  35 gg    /^  d.r 

■"166^7    V^ 

/da; 2  4&    /*   da: 

a;Vga:  +  6a:2*  ~"        3aa;Vö        3g  7    V©» 

da;  /  1  '26  \   2      .  86»    /*  dx 


27) 


28) 


/da;  _/      _J 26  \   2        86«    /* 

x'^yax-\-bx'^^~\      5ga;5"^5g«:ryv;^  +  5l^y 


r  ^^  _  /      _J L      Q^      _    16fcg  \     2 

^  y    x' Vga;  +  fta;»"  ~  V      ^ax»  +  35g»a;»       35g»a;y  y^ 

64  ?>^    r   d^ 
""  35  g^y    y^s 

Oft.     r  da?  _  / 1_  10  6     _     16  6« 

y    x^  Voa;  +  6a;«'  ~  \      ^ax*  "^  63g2a;3       63a3a;» 

,     32  6»  \    2  128  6^    /*   da; 

+  63^^y  Vw        ^3  g*  y    Vfi,3 


172  BinomiBche  Integrale. 

31)      r  ^^  —  (^        1         ,    _46 406» 

,       64 &3     ^    128 6<  \  _2 512ft>    /^    rfrc 


'  '^^  7    Vaa;  +  Äx2*        V      3o  "^  3a«y     ««V© 

33)  /"        ^<^^  ^  (       1         _  4:(2bx-^a)\       2 

J    Vax  +  6a;»*        U  +  6a;  a«         1 3a  l^oj 

34)  r       ^'^^         ^  /      ^  ,    2£\  _2 
7    V^aa;  +  6a;2'^       Va  +  6a;    '     ay3a 

J     Vax 


x  +  bx'        \a  +  6a;    '     a  J  SaV(D 
x^dx  2a;* 


+  6a;»         3aöJ  Vö 

„gK      /^  <?a; 2 ^    r  da; 

J     a;Vaa;  -f-  6a;»*  """        5aa;a>l/cj        5a  J     y^s 

37)  r  ^^  ( L__i.Jl.\_L. 

^  J    a;»\/aa;  +  6a;»        V      7aa;»  "^  7  a»a;y  «Vö 

16  6»    r  <^>^ 
"^  7  a»  7    I/o* 

38)  /"  da^  ^  / 1 .        46     _    86»  \     2 

J    a;3Vaa;  +  6a;«^        \      ^<^^^    '    21  a»a;»       21a3j;y  ^y^ 

_  6463    r  dx 


Vo^ 


fi) 


G) 


40)  fxdxV^^^bx^  =  ^-±^fdxV, 

41)  /-'d-Vi^^T^«  =  (^-^)a,y.  +  A^/d.V, 

42)  fx^äxV^-TÖ-^^=  (ä  -  IS  +  4^)  -V« 
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160  A3 


J  ^  \lb         84ft«     '     2806» 

-  32ÖF  +  1286V  "'^'"  -  2ä6y»y   '^^^"' 

47)/^:y^^T^=_^ 

50)  /..V^^IRJ.«==(«  _||!)2^^V„ 


_1_   ^"^    /"J^ 


51)  fxdxyax  +  bx^*=^^  -  ^fdxVa,* 

52)  f  x^äxV^^TT^*'  =  (±  _  2|^)  ,.  V«, 

53)  /....v^^T^.' = (f;  -  ii^u  ^,)  ..V, 


07 


54)    /'^d^l^mpT^«'-/^'        Haa;«       33  a«a; 
J  ^  \8  6         1126»  ^  4486» 

33a»\     ,,/      .    33  a*    /'       ,/ 
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55)     /    x^axyax-\-ox^   =  (  -t i ;— 

)  j    -^        Kt*     -r^^  y^gj         144  6«^   20166» 

143  a»a;    .     143  a* 


56 


57 


58 


59 


60 


61 


62 


63 


64 


65 


66 


67 


2688  6*     ■    3840  6 


\     ,w  143ai     r  ^     \/ 

V"'*^^"  15366^7   ^""^"^ 

/^^  1/ ; — i — :?        öVö    i    o,    r  j    \/ 
—  Vax-^bx^  =-^ h-gj   ^^V^«> 

/"da;,/ TT".*       U       2a\w      .3 06    /"  dx 

y^vax  +  6x.  =-(— +3^)v«,  +  i»y  ^ 

/j    1/ 1    r    ^        /ß>»        öa^o    ,     15a*\  26a;  +  a, / 

5a«       r  dx 

I  xdxVax  -\-  bx*    =i—j^ Th  I  ^^^^* 


C9 


—  ]/ax-[-hx'^   == — f- —   /    dxV(o^ 

5a»    /•  dar 
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§.  82. 


Sei    aaf  -\-  bx^-^^  =  m. 


l)     r:t^(a'  +  baf^'')Pdx 


= i r— r p^^ 7-T    I    X!^^"^*  G}P-^  d  X 

in  -\-p  X  -f-  1      w  +^  X  + 1 »/ 

a*»-*— »»+1  fi>p+i  (m-\-p%  —  n-\-\)a     C 

— ±. /  x^^*  o*^""^  d  X 

(»w+px-^-np+l)  '  iii-|-i>x  +  ^i>  + w 

(a  jr*  +  ft  x*+")i' 
/pw-x— n+i  (^ — ^x  —  n-\-\)a  r^'^n 


(m — p%  —  np-f-l)fccoP""^      (m— j)x  —  np-\-l)hJ     op 

a;m-«+i  w-|-n— j?x  — nj>-t-l    C oü^-*  , 

(|)  —  1) n a oP-*  (,|>— l)na  J    ©''-i 

©^^ j?na rdxvs^-^ 

(w — j)x — nj) — l)a;**""^      (w — px  —  np  —  \)j      oc^"" 

o*^*  (m  —  n  —  px  —  np —  1)  rdxGtP 

+«—1  (in  — p  K  —  l)tt       J    x^ 


(m — px  —  l)oa;"*^*~^  (m — jjx — l)tt       J     a?»""** 

4)     f— ^ 

1 (m  —  n-^px4-np—  l)b 

(»n-|-|)x — l)aa:»"+'~*c)i^*  (wi-(-|>x  — Ija 

da: 


/ 


^— n  Qjp 


1  ,  in— n4-|)x4-w|)  — 1  /*      dx 


(p— l)naaf"+'-^aii'~*  '  (j?  — IJ 
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9 

1 xP^-\-f^P — w  —  1    r     dx 

(P — l)»air*~*Gii''"*  '         Q)  —  l)na      J    Är"®*^ 

6)    I  dic(aa;»+6a;«+«)P 

1   '  ox  +  n  ü+U 


e,p-i 


reo» 


"j>x  +  n|>-|-l      px'\-np'\- 


§.  83. 


Sei    tt  =  a  -|-  bx^    t?  =  a  -(-  /3a;,     ^  =  aß  —  ba, 


80  wird: 


Yu  (2m+2n  +  l)/3 

.         (2n  —  l)J         rv^W""^   , 
+  (2m.4-2n+l)/5j       y^     "^^ 

^  J    t«"\/M  (2n-l)z/   u-    ^"^  (2w-l)z^ 


dx 
_  2        v^w     .       2m/?       /»   t;"»-» 


/*tt|»      ,     _        2 M*«-^  ,/ 

^   7   ;h7w  ~(2w-2n-  \)ß'^^i^^^'' 


(2n  —  l)^i/         /»  tt«-» 


(2m  —  2n  —  1)/J 


J     V"*  KM 


(m  — l)/3  i;«-!  •^'^^2(m  —  \)ß 


n-1 

dx 


r 
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.      r      dx      _  2  Vu  (2tn-|-  2n  —  3)/3 

J    u-t;«  Vu  ~  (2w  —  1)-^  '  v^-ifi-  "•"        (2n  —  \)d 

/dx 

•7    Vt«  (2m+l)ft  (2m+l)6J     VtT 

/* !_,    _  1  Vu        (2w  — 3)& 

J    t;"Vtt  (m— l)^t7-^i      2(w  — l)z/ 

TT-  da;. 


§.  84. 


Sei    a  +  6a;  -f-  ca:*  =  ©. 
Es  ist 


dx  1      ,      6  4- 2ca;  +  2Vcai 


o^ 1      , 

Va  +  bx  +  cx^~2Vc     ^ 


Va  +  bx  +  crc«       2Vc         6  +  2ca;  —  2  Vcoj 

(ur  c  >  0 

1  .    —  (6  4-2ca;) 


fiir  c  <  0 

.      r xdx \/ö         6     r  dx 

J   Va  4-  6a;  4-  cx^  ~  "^  '^c  J   \U 


]/a  +  bx-{-  cx^         c  2cJ    y^ 

x'^dx  f  X       3fe\i/      .  /36>       a\  rdx 

a;3rfa;  /  rr*        5  6ic    .    5  6» 


/*  x'^dx  _  /  X       3  6\  w      .   /36» a\   /*j^ 

^.      r  x^dx  i^  __  56a;    .    56^  __  2a\    ^ 

y   Va  +  6a;  +  ca;»  ""  \3c        12c»  +  Sc«  ""  37^y/V 


C9 

da; 


/5  68         3a6\    /"JL^ 
\1668         4c« /J    V» 


^   J   Va  +  6a;  +  ca;»"i4c        24c»  +''L96c»        8c»J'' 

—  ^^^^  J_  ^^«^1  1/      I    /.5564_  __  15  a 6»    ,    3a»\    r  dx_ 

64c*  "^"  48cM  ^^'^"^  Vl28c*  16c»    "•"  8c2/7   |/c 

lisaka,  mathen.  FonnelmMumiuluDg.  12 


178 


'^Sra 


x^dx 


yja  -\-  hx  '\'  c 


Trinomische  lutegrale. 

x^y^  __  4a    r ^ 


dx 


V« 


9b     r 
lOcJ 


x*dx 


t/     xVa 


dx 


"l/a  4- fea;  +  ca:2  y« 

1 


1    ,     2a4-*^+2VaVo     ^- 


dx 


V-a 
_       V 


arctgn 


X 

2a-\-'bx 


,  «<! 


ya  b     r    dx 

~         aa:        2a  J    xVc 


7)  /'— 

J    x^y a  -{- b X  -{-  c x^  ax        2aJ    xyet 

8)  C  ^^  -( L__|__1*_W 

J   a;»Vö~+  ia;  -(-  ex*       \      2aa;»  ^  ia'of^  ^ 


"■    \8o»        2a/ 1/    «V» 


^^   /iÖÄ 


da: 


|/a  +  *^  +  ca:» 
5  63  __  _2 
"s      3 


l       3aa;3    '    12a»a:« 


röftg       2c11K/         /5  63       ^bc\    r  dx 
Lsas      3a>Ja:P"      \\%a^      4aV7   a^l/o 

10)     r  ^^  ^  f L-   1       7& 

J    a^^Va  +  Z^rr  +  ca:»        l       4aa:*  "^  24a«a;» 

\96  rt»        8  oV  ^*  ^  \64  a^         48  a»/  a;  J  *^  '^^ 


+ 


/  35  b^    __  15fegc        3cg\    /*  da; 
\128o^         16  a3  "'"BaVo/  a;Vo 


1 


Sei     4ac  —  fe»  =  x. 


"/vT 


da; 


y a  -^bx  -\-  cx'^ 


_  2(2ca;  +  ft) 
_       2(2a4-6a;) 

x]/cD 

_       (4ac  — 2;*«)a;  — 2aft 

CXJ/ciJ 


+^/ 


dx 


V 


d 
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r  x^dx  x^    ^2a   rxdx      3?>    r x^dx 

^   J  yT^Tx^TP  ~~  4/^       ~J  Vo3      2c  J    Ytoz 

r  ^^^  —  (^^         hhx^\    1 bah   rxdx 

^^  J   Va  +  hx  +  cx^'  -  V27  ""  'Tt^Jy^  "^   2c>7  V«* 

/15^  _  3a\    rx^dx 

^   7   Va  +  6x  +  cx''  ~  13  ^        127^  "^  V24  c»        3  C^H 
_1 nhah^  _  8a2\    /*a:da;  __  /3568  _  15a6\    rx'^dx 

--.      r dx^ __1 6_    r  dx    .    l    r  dx 

J    xYa  -\-bx-\-  cx^^  ~"  aYa      '^(^J  y(o^~^  aj  xYcd 

18)     r  ^^  =('_±-^l*\J_ 

J    x^^Yä  +  hx  +  cx^""        \      2ax^^4:a^x 

15 fc»  __  3c\  J /15&3  ^  13fcc\    A-  rfrg 

+   8a3  ""  2a2yyc}        \16»*         4a2  y/j    ^0,3 


•  ,    /15&^  __  Jic^\    /»  jrfa 
+  V8a*         2a«;y  a^y, 


da; 

CO 


^   7    a;*y7+T^T^^  ^      3aa:3  ^  12a*^a;2 

|24a3  3a3)  a;        VlGa*         4a3  )J   y« 

.    /356^  115fegc       8cn    /-  da; 

'    \32a*  •^4a3    ~^  Say  J   Yco^ 
_  /35 &3  _  15fcc\    r_d£_ 

Viött^  4a3;y  ^^y« 

da;  1              9  6    /•    da; 


21)  r ^^  i ^  r. 

J    x'^Va  -^  bx  -^  cx^  4ax^Y^        8a j    ; 


a;^  V'a -f- 6  a;  4- c  a;3*  4aa;4yai       8aJ   x*Y^' 

dx 

Ycj^ 
12* 


5  c    r    ( 

^^J   x'^ 
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22)     f-j i£== 

J     ya  -\-  bx  '■\-  c 


Trinomische  Integrale. 


3cc»yci 


h     r  dx 


^  J    ya  +  bx  +  cx^        \      2c  ^  12  W  ^y^ 


Vß>* 


^^'/v: 


ar'c^ic 


\/a  -\-})x  -\'  c 


_   _  /     a?»       6a;        ft«        2a\ 1^ 

^^  ""  \      c       4c2"^24c3      3  cV  oV 


2£ 

3  cV  «öl/cD 


C9& 


26)     T-^ 


dx 


"j/a  -|-  6a;  -(-  c 


'"/?v: 


da: 


ya  -}-  6a;  -f-  ca?' 


'^  ~  \3afi>  "^  aV  1/©        ^aj   yci* 

_  1 5_6    /*   da; 

aaycoyo       2a^   aj^cD^ 


4c    Z' 
«  7 


da; 


V 


Gl' 


_J ,    _7  6 

2aa;«        4 


7  6m      1 


V 


28)  /"      ,^       ^^ 

o/    a;'|/a  -|-  6a;  -|-  cx'^ 

,    /35  6»  _^  5^\    r    dx      ,    76c    /'_d 

29)  C  dx]/a  -f-  6a;  +  ca;2  = 


(2ca;  +  6)ycö  ,  4ac  — 6»  /'da; 


4c 
0^0  6 


o 


30)  f  xdxya-{-hx^cx^  =  ^^^  — -|^  Tda;]/ 

31)  y'  a;2da:Va  +  6a;  +  ca:«  =  (^  -  ^)  c>  V« 


24  c« 
5  6» 


+  (^  -  n)/^'V» 


Trinomisohe  Integ;rale. 
X«       Ibx 
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32)  fz^dxVa+bx+cx*  =  (f-l^M^-^\^y 
^  J  r      I         n  y^5p      iOc*'  48  c'       15  c*/ 

-  (32^  -  T^)j  ^"^y 

33)  y  x«dxVa+6x+ca;«  =  [^  -  -^^  +  {j^,  -  ^) 


(O 


X 


_  Ih^    ,    49a 6 
64  c*  "^  240  cs 


216« 


1/     j^  /li*i 


Iah* 
16  c» 


34)  y*a;»dxVa  +  6a;+ca;»  =  t^l^  _  £f  ya:»da;Va, 

14cJ  '^ 


yl> 

dx 

y^ 


37)  /§VM^6^T^=-(2V»  +  r|^)V- 


.    /  6»    _  6£\    /■  dx 


B9)f'^Va  +  hx  +  cx^^(-^ 


x<  "^  24 


56    \    w 


ll28a^        16a2  +  8al7  ^^/oj 
40)  J    dxy,a-\-hx-\-cx^'  ==  (^^  +  ^)  ^2c^  +  6)  V 

/ 


+ 


3x8 
128c2 


C3 

da; 


V 


07 
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41)  f  xdx]/a^bx-\-cx^^  =  ^  -  ^fd^V<^^ 

42)  f  x»dxVa-i-bx-{-cx*'  =  (^  -  ^)  «'  V« 

^\24c»       6cJJ   "*""' 
x^dxVa-j-bx  +  cx^  =  (^_  _  __  4- 


28c«    '    40c' 


35 cv    "^      \i6c»    4c»yJ  "-^y" 

44)  y  x^dxV«  +  6a;  +  ex«   =  j-  -  ^j2^  +  (^^^^ 


a  \  336»     ,    93a6  )    .,/ 

83  6*         9  «  6* 


,    j83ft*         9«6*    ,      a«  )/•,,/   , 

45)     f  xHlx]/a  +  bx-\-  ca;»'  =  ^'°'''^'°  —  p^  f  x^dxYca» 

18c  7  " 


40)/^V«  +  ft-  +  cx^*  =  (|+a)Vc  +  a'/^ 

4V)  /  $•  VV+T^+T^  =  -  ^  +  1-*/^  V«. 

48)   /gVa  +  6.  +  c.«'  =  (-^-^)a,«V«. 
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49)    /"^  V«  +  ft»  +  ca;»*  =  I-  -^,  +  :p^ 

^\24o«       3oVa;|       *^  \16a'       4aVj    a;   '^ 

-  (1^  -  m/'-y 


a 


50)     f^Va^bx-^cx^'=l--r^^^, 


x^ 


\32a»  ^  Say  x^        \Ua*        16aV  o;  |        *^ 


5x»      r  dx 


52)  fxdxVa^bx  +  cxi'  =  ^^  -  l.fdx]/a^ 

53)  y  a;Ma;Vä+6a;  +  ca:»'  =  (^  -  j^,)  «»V« 


116" 
224  c» 


54)  fx^dxVa  +  bx  +  cx^"  =  (|1  -  ^»^  + 

63  cV       ^  VOiC        16c»yy  t' 

55)  /^  V^T^^T^«*  =  (f  +  ^  +  a')  V» 


H--|ydx\/a,3 


184 


PolynomiBcbe  lotegrale. 


K/;\      r^^\f — TU i 'J"  w'l/o    ,    5  6    rdx-y/    . 


§.  85. 


Sei    M  =  a  -f-  6a;  -f-  ca;',    t;  =  a  -f-  /Jx, 

C     ^"^     a     — ^  ti"    1/    _  (2m— 2n— 3)^ 

V   t;«Vu  (w-  l)^t;— »  »^^  2(m-l)^ 

(m  — 2n  — 2)c 


da;  — 


(m^l)^ 


da; 


(m  —  2  w)/3  ü»«-!  *^**      (w  —  2  »)/J2 

/ 


«"-■  d^_  (2»-l)B 


2(m  — 2wj/33 


da; 


_         1         u*^^  y     .   (2n—  1)JB 
(m  —  1)  /3  y"^^  '^**  +  2  (m  —  1)  /32 


/ 


t« 


n— 1 


dx-]- 


(2n— l)c 


vm-ij/^^"-   '  (m— l)/i« 


^m-2|/^^ 


da; 


PoljDomiBohe  Integrale.  185 

r       dx      _  _  ß  ']/u     _  (2m  +  2n  — 3)g 

J   t7"tt«»Vt4  ~       {^^  —  1)^  t;«-itin  2(m  —  l)-4. 

/dx         __  (m  +  2n  —  2)c 

/dx 

_  /3 ]/u B_    r        dx 

~  (2n  —  1)^  v'^-^u^       2aJ  t;«-iti»|/ti 
,    (w  +  2 n  —  2) /3a    r__dx__ 
"■         (2n  —  1)^      7   t?«t*"-i|/M 
Ist  -4  =  0,  80  wird 

J    t^M«l/w  (2m  +  2n  —  \)B  !;•»«•» 

_^  2 (m  -|-  2 n  —  1) c    r       dx 

>l^     r   «1/   ^  /*  11-1    1/  (2m  +  l)B 

.      /'Vu,     _  /3         tiVti      (2fn^5)B   r  Vu  ^ 

^  J     t;~^^~        (w  — IJ^v^-i        2(m-l)^J     t;»-i^^ 

(m  -  1)^J    v«-«"^ 

J    ]/u  WC  »"  2mc       J    y^ 

r    dx     ^  ß  Vu   ___  (2m  -•  8)jB  f     dx 

(m  —  2)  c    /*      da? 
""  (m  —  1)aJ  v'^-^Yu 
Ist  ^  =  0,  so  wird: 
r    dx     _  2ß  Yu        2(m  — l)c     r     dx 


186 
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J    (« 


§.  86. 

Integrale  von  der  Form 

dx 


-{-  ßx-\-  yx^-] )  ]/a  -\-hx  -f  cx^ 


»'-/ 


dx 


{x  +  p)ya-\-  2bx  +  cx^ 
m^  =  a  —  2bp  -\-  cp^,    n  =  2bp  —  a  —  cp^. 


T         /        o^oi.        T              ^7      iVa-]-2bx4-cx^-\-m 
I.    a  +  ci>2>>2  6ü,    J= hui P- -L — 

'  ^  m     ^  x-^p 


+ 


b  —  cp 


m 


ml       «      Ol.        T  Va  4- 2bx  A- cx' 

^  ^  (p-cp)(x-{-p) 


^>f 


dx 


(x-\~p)yi—x» 


-  ^         j      fl+px-\-Vl-p^Vl-xi 

Yl—pi  ^1  X-\-p 

„       1  . 14^ 


,!>'•<  1 


'>/ 


da; 


,    i>^>  1 


{x-\-p)]/x^  —  l 


1  1+1?^  o^, 

arc  cos  — -A — ,   |)'  <C  1 


yi-p 


x-\-p 


1       ,     1  +  jp a;  + 1/»«  —  1 1/a;»  —  l      „^   , 


]/p^-l 


«+i> 


4)     f ^^ 


1     ,  ^±p-'l/i+^'-fVi+j>* 


Vi-f-j)»    x±p—]/\-\-xi—y\-\-pi 


Polynomische  Integrale. 
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5)      f ^g=_ 


1 


,^,i=££iJ^lzi£!VIE5U,<, 


"'  J^ 


"    Vp2   _    1 

dx 


1  —px 

arcstn ^— ,     »*  >•  1 

X  —  p      *■ 


i>)Va;»— 1 
1 


arccos ^— -,    jp^<Cl 


Vp'-i 


log 


x—p 


'>/ 


dx^ _  y\_ 


a; 


(X  +  1)  Vi  —  a;2 


+  x 


8) 


J  (x^  nVi  -  x«        "^  1 


—  X 


(a;  -  1)V 
dx 


+  « 


J    (a;+  l)yx^  —  1         "^  «+  1 


i)Va;» 

dx 


J   (l  -\-x)Vl  4-a;* 

'  J  n  -^  x)Vi 


1 


:)]/!  +a:3 


21/2 

1 

2|/2 


?0(/ 


?o^ 


—  .r  4- 1/2(1  4-^*) 


—  X  —  1/2(1     f- J.-2J 
4-  x-  —  1/2(1  4-a:«) 


+  x  +  V2(l+;r'^j 


rfx 


Um  das  Integral 

13)    r ,, 

J    («  + /3a;  +  ya;3-| )Va  +  2b x  +  cx'^ 

zu  bestimmen,  zerlege  man 

1 


in  Partialbrüche  und  bediene  sich  der  vorhergehenden  oder  der 
nachfolgenden  Integrale. 
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14)   Sei      yja  —  c^^  —  Ih^i  =  «  +  /Je 


h  —  c^i  ,    ^  .       t  ==  1/—  1 


xYa-4-2bx4-cx^  -\-  ax  4-  ßw    , 

—l ! ! — i ! ! — L-£l  4-  y  =  OCOSW 

^2  _|_  jp2  ~    /^  ^  w/o  if/ 


— ^-^ — — j-T — s 1-  8  =  QStn Wj 


80  wird 


/d  or  —^  it.    I    ^  ** 

/da; 


(a;2  ^  j>2) ya  -f  2  6a;  4-  ca:» 
1 


/da; 
(a;2-i/^jVl  - 


_        1 
a8  +  /3» 

äa; 

'         a;2 


{«9  —  ßlogg],    p^  <l 


%^-^^ — ,/  — ^,    i>*  <  1 


p]/\  —  p^  Vx^  —  J>3 


1  .  2pxyp^  —  iyi~-x^  ,^ , 

arcsin  —^ —  _  .  '^  ,  ii*>l 


l/i?2  _  1  yx^  —  2)» 

17)     r %~ 

J  (ä?»  —  i)«)  yx^  —  1 


l  a:2(l— ««)— jp9(a;5  — 1)      ,      , 


18)     P ^^r— 

J    (a;>  — i>2)Vl  4-a;« 


2^  Vi    --^2  (l-^i)  +  (:c'i-l) 

1      -  xyx^  -  1  -pV^'  -  1    .  >^  , 

da; 


^       zo^(^-Vi+^0^-(p-VhT'> 


2i^l/i+i>^     (^-Vi+^0'-(i>+Vi+i>'> 


19) 


20; 


/ 
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( a:»  +  j}«;  l/a;»  —  1 


afctgn 


1 


21) 


/ 


% 


xYp'i  -f-  1  —  jj\/a:a  —  1 


(a;2  +i>*)Vl  +  X» 
1 


jpVi  — p» 

1 


arc  tgn 


l)Vl-i)2 


jpj  4- a:»  —  a;  yT+a;> 


,    i>*<l 


%!"""KS^:!:+!"7K^!L^ 


22^ 


23 


24] 


25 


26 
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(x*-f-|)«)Vl— a;»        2Vl-fi>2    "^  ]/\-^pi  —  ]/\—x^ 


(x2  +|)»)  ]/a;2  —  1        Vi  +i)5 
da;  a; 


/ 

J   (x 

f 

J     (X»  — 


arrfa:  1 


log 


Vi-fi)2_[_yi__^» 


xda; 


arc  ^^w 


]/a;«— 1 
Vl+7« 


(1 +  a;«)Vl +a:»       Vl+^' 
a;da:  1 

(1 4-  x^)  yi  +  x^  "*" " 

dx 


yi  —  a;» 

a; 
Va;«  —  1 


(a:8  —  1)  yx^  —  1 

/da;  a; 

(a:2  —  l)yi  —  a;«  "        V^  —  ^^ 

da; 


/ 


(a;«4-  l)Va:«  —  1 


1    ,     xy2  —  V^äTTT 


V2 


Va:2  _f_  1 
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§.  87. 

Trigonometrische  Integrale. 

1)     /  F  R  (sin  X,  cos  x)  d  X, 

betze    tan  —  =  jer,  also  stnx  =  - — ; — r,   cosx  =  - — ; — -, 
2  1  -f-  £?*  1  -f-  jer* 

2de  2  z  1—  jp2 

dx  =  -^-^^,    tgnx  =  ,^-—j^,    catgx=-^—- 

rsinxFRjsin^x)        ^^_^_  f        Ffl(.)d. 
J     ]/l  ^xHin^x  J  2]/(l— 0)(1  — x«^) 

Dieselbe  Substitution  giebt: 
.      r  cosxFR(€os^x)  ^     _    r  FR(l  —  js)dz 
J    Vi  —  x2 sin^ X     ^  ~  J    2yz{l  —  x^js) 


J     Vi  —  K^sin^X  %J       2(1  —  ;8r)Vl  —  «'^ 

5)   Sei  a  <  fe  und  a  =  bcosa,  so  folgt: 


/ 


/ 


dx         1       7^«cos|(a  —  x) 


log 


a  -j-  bcosx       b sin a        cos l(j^  -\-  x) 
dx         1       ,      sin  l(a  —  x) 


a  —  bcosx       bsina     ^  sin^{a  -j-  x) 
Sei  b  <^  a^    b  =:  acosß^ 


f 
f 


aJ^^ bcosx  =  ^  «''^^  {tgnlßtgn^.x) 

a  -bcosx  =  l^ß  "'"^^  \c<^W9n\x\ 

dx 


^.      r     cosxdx .    X  ^  a^    r i 

J    a  +  b  cos  X        —  b  ^  b  J    a  + 

„.     C       dx  ,      X 

^  J    l  ^  cosx        -^     2 

/dx       f      ^ 

1  —  cosx  ~~  ^2 


bcosx 
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8)  Ist  a  >  6  und  b  =  a  sin  a,  so  wird 

fa±bsinx  =  ±  ^  ^'"^^  {^^Kt  +  Ö^^Ki-^I       r 


Ist    Ä  >.  a,    a  =  hsinoc^    so  wird 


/ 


dx         1     7^^  sin  ^(x  -]-  a) 


hg 


a  -(-  hsinx       cos  «       cos  ^(a;  —  a) 

dx         ^     1     ,     sin  l(a  —  x) 

a  —  bsinx  cosa    ^  cos^(a-|-rr) 

9)  Sei    a  <  6,    6  cos  a  =  a, 


/ 


dx  1         ,     sm(a  —  x) 


a'  —  fc'*  cos'  a?       2  a  6  sin  a    *^  sm  (a  -f-  a:) 
6  <;  a,     b  =  acosßy 
dx  1  ^      <öna: 


'«'/(? 


a*  —  6*'  cos*  X       a*  sm  /3  sin  fi 


-\-  ßcosx     ,     aß  —  ba       sinx 

ü  X 


-j-  bcosxy  a*  —  fc«    a  +  6^osic 

^,    aa  —  &/5    r         dx 
+    a'i  —  6'^  X  a"+Tcöslp 

itx    /  ,x/^         «\    /*  ^^  csinx 

11)   (n  —  1)0  —  c^)  J 


(1  +  ccosx)**  (1  -|-  ccosx)»»-"* 

(1  -l-ccosa;)»  >  ~("""2)j   (l-|-ccosa;)"-» 

^^>  /  sm:r  +  co.a:  ^  ^^  ^'^  ^^  (f  +  f ) 
'  J    a-\-bcos*x  hYa  Vo  +  6        ^ 

15)  Ist  a»  <  6*  4-  c»,  80  ist: 

j^  l'_  dx  1 


-f-  bcosx  -\-  csinx        l/ja  _i_  ^a  -1  a* 


iT 


l/fc«  -I-  c«  —  a«  —  c  +  (Ä  —  a)tgn  ^ 
hg 


1/6«  +  c»  —  a»  +  c  —  (6  —  a)e^«  - 
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Trigonometrische 


fif*^" 


r^' 


•/*■ 


r-*' 


1) 


ist 


c  +  (a  —  h)tgn^ 

aretgn    . , 
^,:_<;»        '      Vo»  —  6»  —  c« 


0^  '     /  a;\ 


/ey 


-L.(-_ CCOSCPJ    /    -: 

'  \sw9  )J    stny 


-f-  c  cos  qf* 


^^  b  =  tgn  q>    und    x  -j-  q>  =  y 

gesetzt  wird.^ 

/dx  Asinx  \      C   ^-{-Ccosx     , 

(a  +  bcosxY       {a-\-bcosxy^-^    '    J  {a-\-bcosx)^^^ 


IV 


A  = 


1 


n 


—  1  6«  —  tt« 


,   i?  = 


a 


a»  —  ^»a 


.    C  = 


(a  +  6  cos  xy 
n  —  2        6 


n  —  1  6»  —  a« 


2g)  Sei  1  -|-  V —  Itgnnx  ^=  w*»,  so  wird: 

/(cos  X  4-  V—  1  5m  x)  ,  1/ ;    /*     dt« 

^^ jy       ^  da:  ==  -y-  1    /    — — - 
f^ cos  na;  J    ^  —  ** 

19)  Sei    cosx  +y —  Isinx  =  z,  so  wird: 

cospx  4"V—  l^Jmpa:    ,     2        /*    ier*»+»»d£ 


/ 


cos  n  a; 


da; 


"  V^^iJ 


z(l  -\-  ;era») 


20)  Sei    cos  a;  +  ]/ —  1  sin  a;  =  ;er,  so  wird 

/cospx  -\-  y —  1  sinpx  ,    ZL^r  ^"*"*"~^  dif 
sinnx  «7      1  —  £?**• 

21)  Sei 

.  aoc  —  bß      ^ n  —  2  aß  — ab      ^ 1       aß  — 

so  wird: 


V 
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/a-\-ßcoSx    ,     Csinx  ,     C    A-\-Bcosx     , 

{a-\-bcos x)^  (a-\-h cos x)**-^   '  J    (a-^-bcos xy-^ 

22)  Sei 


SO  wird 


I  (a  -]-  bcosxY{a  -|-  ßcosx)dx  =  ^sma;(a  -)-  ftcosa;)'» 

-f-  /  (^  +  JBcos;c)(aH-  bcosxy-^dx 

oox     /*       a-\-ßcosx        ,       .  ba  —  aß  ^     .      ,    ,         . 
^   J    sinxia  -^  bcosx)  «i  — 6^      -^v      i  ^^ 

2*)   J    cos:r(a  +  hcosx)  ^'^  =  ä  ^'^^  *^"  (t  +  l) 

a/3  —  ba    r 
.     a        Ja 


-f-  bcosa 
25)   Das  Integral 

/" dx 

J    (a  -\-  bcosx  -j-  c  sin  xy 

geht  durch  die  Substitution  b  =  rcosa^  c  =  rsina  in 

dx 


über. 


J   [a 


[a  -|-  r  cos  (x  —  a)\* 


§.88. 

Sinus-Integrala 


1)  /  stn(px  -f-  q)dx  = cos(px  -|-  q) 

2)  fsin^xdx  =  ^^(^^^)x 


0 
Latkft,  mathem.  FormelnsaminlaDg.  13 


T^ 


1 98  Cosinus  -  Integrale. 

r COS""  X  ^    _       cos**-^ X  [{m  —  2) cosx  —  na?  cosx] 
^^^   J   ~x^~  ^^  -  "  -^i^i^=r-         (^  _  i)(,^  _  2) 


o.    .^' 


V      /•  ,  sm(p4-^)^    I   sin{p  —  q)x 

14)  y  cosj>zcosgxda;=     2(^  +  3)     +     2(i,-g) 

15)  /  cosaxcosoxcoscxax  =  -^\ —     .    ,    /       - 

sm (—  a  +  6  +  c)x  .  gm(a  — 6  +  c)a?  ■  sm(a4-^-~^)^\ 
H        — a  +  6  +  c        •"       a  — 6  +  c      ^      a  +  6  — c      ) 

16)  /  dx  =  —  V«  (—  1)*  Icos  - — -^ — -  n\ 

^  J   cosnx  ^    n  \  2w         j 


log 


.     f2x  +  1        ,    X] 
.     |2x  +  1      ■       x\ 


"2 


17)     /  cos^xdx  =  -j  sm2a?  4- 

/l  3 

cos^xdx  =  Y^  siwSa;  4-t  ^*^^ 

/l  1  3 

cös*a;da?  =  ^o  sin4,x  -f-j-  sm2a;  +  -q-^ 

20)     /  cos^xdx  =  ^  sm5a?  +7^  sinSx  -|-  —  sinx 

rN.s      C    dx  1    sma;    ,    2  .  .  i     ^   ^     • 

^^^     r    äx  1    sma;     ,    3    sma;     ,    3  ,     .      /ar    ,    a:\ 


0? 

a; 
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26)  /    xcosxdx  =:  cosx -}- xsinx 

27)  /  x^cosxdx  =  2xCosx  -^  (x^  —  2)sinx 

28)  I  x^cosxdx  =  (3x2  ~  e)cosx  +  (x^  —  6)sinx 

29)  /  x^cosxdx  =  (4kX^  —  2'^x)cosx-\-(x*  —  l2x'^-\-24:)sinx 

30)  I  x^cosxdx  =  (5a?*  —  GOa;«  -f  120) rosa;  -|-  {x^  —  20 a;^ 

-}-  120  a7)sma; 

dx  =i    vide  Cosinus -Integral. 

32)  f^dx.=  -'^-f'-^dx 

f'cosx cosx.sinx        1    fcosx, 

n^\     r<!0sx  ,  cos  X    ,    sinx    ,    cos  x    ,    1    Csinx  , 

34)  y_j-da;=--3^+6:^  +  -6^+6y^-^^ 

«ev     r<^osXj  '    cos  X    ,    sinx    .     cosx        sinx 

35)  /  — —  dx  = r—j-  +  -r-pT-r  + 

^  J     x^  4  a?*     '    12  a;»    ' 


24  a;»         24  a: 


,     1     r  cos  X  j 

+  2*7 -^'^* 


Nur  durch  Reihen  darstellbar. 


36)     f"^. 

'    J     COSX 

oQ\     r     ^     ^         ^sinx  —  COSX    ,    1    /"    a;     , 

38)    /  — ;—  dx  = pj ; h  TT  /  rfa; 

^   J    cos'a:  2cös=^a:  '    2J    cosx 

oiw     r     ^      ^          2x sinx  — cosx  ,    2  .    .  ,  ,  . 

^®>  7  ^^i^'^^^ ö^^^ -^ji'^tffn^  +  ^offcosx) 

40^     r     ^     d     3a;sma;  —  cosx    ,    3 (a; s/w x  —  cos x) 

^  J   cos^x         ~"         12 cos-* a;  '  8 cos'^-. 

,3    Cxäx 
'    8  J    cos  X 
Siehe  auch:    „Sinus-Cosinus-Integrale", 
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13)   f'^ 


Cosinv  "* 


fif* 


./i^ 


r>^ 


./» 


-Al^' 


V^ 


i>'' 


>< 


>^. 


14) 


1? 


/J 


W^ 


je)t^ 


0in^'         cos (p  -\-  q)x   .    cos{p  ~  q)x 
(cx)dx=  -j)~     ^    ^     ^    ' 


sfü-^' 


0)  J '^''^'       L/j-hcjx  I  cos(a-]-b  —  c)x  .   cos(a  —  b-\'C^ 


•^)A 


1_  jsm(a  H-  Ä  —  c)a; 


V    •   /     \  j  1  {sin(a  -i-  ö  — 


^'-^^^^^:bT^~~  a  +  6  +  c  -a+6  +  c      J 


4)  /^' 


gi^i^xcos 


^xclx  =  — 


r 


n+1  '    n-f-  1 


sm"*~*  ^ogn+i  X       tn  —  1 


m-\-n 


m-\-n 
sin*^-^  X  cos*^  x  d  x 
n  —  1 

-        m 

m  -\-  n 

sin^  X  cos^"^  X  d  X 


stn 


m-l 


XCOS 


n— 1 


/ 

+ 

/ 

x(  ,  ^  m—l     \ 

I  m  +  n  — 2 


+ 


Oh— l)(n  — 1)      /*.„,-        t  Q   j 


6)  A- 


da: 


{m~\-n){m-{-7i  —  2) 
1 


sm*'*a;cos'*a; 


.  wi  +  w  —  2 
(m  —  1)  stw"*-!  X  cos**-^  X         t»  —  1 

da: 


/ 


sin^-^x  cos^x 


1 ,    m  -\-  n  —  2 

(n  —  \)  sin^"'^  X  cos"*"^  X    '         n  —  1 

dx 


f 


sin^xcos 


n-2 
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6)     /  — —  dx  = — = / —  dx 

^   J    cos^  X  m  —  n  cos^*^^  x       m  —  nj      cos**  x 

1      sin^'^^x       m  — n  +  2   /*  sin^x    j 

i —  /   5~  dx 

n-—l     J    co5"~*  X 


n  —  1  cos^~^  X 


1       siH***""*x       m  —  1    rsin'^^-^x  , 

=   — —   /     r —   ÜX 

n  —  1  cos*»~^  X        n  —  1  J    co$^-^x 

-,      r  cos^x  ,                   1       cos^-^  X      n  — 1    Ccos^^Xj 
1)    I  -T-—-  dx  = r— — j /  — r— —  a 


X 

cos^-^^x  _.m  —  n  — 2  P  cos^x    , 
-^  X  '       m  —  1    J  sin^-^x 


m  —  1  sin^~'^  X 

1         COS'^"^  X 


X 


m  —  1  sin*^  ^  X      m 


n  — 1    r  cos^^-^x  j 

/  -: ^—dx 

m—U    stn^-^x 


^.      Pcosnx  ,  ^   Psinn — \xdx  ,     Pcosn- 

8)     /      .  „     dx  ^=  —-  2  I   : ; f-  /  : 

^  J    sinPx  J        stnP-^x        '  J  si 

^       Csinnx  ^     Psinn — \xdx        Psinn 

J    cos^x  J         cos^^^x  J  ( 


—  2xdx 


sm^x 
—  2xdx 


COSP  X 
n— 1 


10)       /    -^~: dx=   -^   N  X  (—  1)*  (  cos  jr-  ) 


/  .   xäV 
^  *  sin^ X 


•»-1  '  '  2m+l 


J    sin(2n  -f-  l)x  2w  +  1  -^^  ^       '   \      2n4- V 


^  \  stn^x 


200 
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§.  90. 


Sinus  -  Cosinus  -Integrale. 

i\     r    •   /      X       /     N7  cos(2)  -\-  q)x   .    cos{p  —  q)x 

1)  J  sm(px)cos(qx)dx=-^-^-^j^^^+     2(p-g) 

2)  /   stn(ax)cos(bx)cos(cx)ax  =  ^ -jl — ^^  ^ 


■i-b  +  c. 
cosi—  a-\-b-^c)x  i  cos(a-]-b  —  c)x  .  cos (a  —  6 -f- c 


+ 


+ 


—  a-]-b-\-c        '        tt  +  Ä  —  c        '       a  —  b-^c 

—  c)x 


^t 


n\     r       /     \    •   /j.   \    •    /     \  j           1  isin(a  +  b  —  c) 
3)     /   cos(ax)sin(bx)stn(cx)  ax  =  -T  — ^^ — i — = ^ 

sin  (a  —  b-}-c)x      sin  (a-{-b-\-c)x      sin  (—  a  +  6  -(-  c)  j: 

a-{-b-\-c 


+ 


a  —  b-\--c 


—  a-\-b-\-c 


I 


4)    /  stn'^xcos^xdx  = :;nn r 


n+1 


/ 


n+  1 
sin"*~  *  X  cos*+*  o;  d  a; 


sm"*""^  cös**+*  X    ,    m  —  1 

— r 


♦w-f-w 


/ 

+ 

/ 


rn-j-w 
sin"»"*  a;  cos"  a;  da; 

w  —  1 

m  -\-  n 

sin*^  X  cos*"^  X  d  X 


sin^x 


m-f-n  !"•"  -      m-|-n  —  2| 


4- 


(m—  l)(n  — 


^Jsin^ 


5)    f^^ 


X 


xcos^x 


{m-\-n){m-f-n  —  2) 

1  , W+M— 2 

(w  —  1)  sm'"-*  X  cos*»""*  rc         tn  —  1 

da: 


/ 


(n  —  1)  sin^~^  X  cos^"^  x 


— 1  /».    I 


stn'"-*a;cos*»a; 
m  +  n  —  2 


/ 


n—  1 
dx 


sm'^xcos 


n-% 
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X 

m  —  nj      cos^  X 


^.      rsin'^x  ,  1       sm*»""^a;    ,    m — 1    rsin^*^^x  , 

6)     /  — —-  dx  = — = / —  d 

^  J    cos**  X  m  —  n  cos*^^  x       m  —  nJ      cos^  x 

i —    /    5—  dx 

n  —  1     J    cös»*""2  X 


n  —  1  cos**"*  X 


1       stn*^-'^x       m  —  1    r  sin^-^x  , 

= ;-  /  r—  ax 

n  —  1  cos**"*  X        n  —  \  J    cos^~^x 

-.      r  cos^x  ,  1       cos^"^  X      n  — 1    Ccos^^x  j 

7)        /     -T— -    dx  = r-— ; /     r--—   rf 

J    stn*^x  tn  —  n  sm^-^  x      m  —  nJ     sm^x 


X 

cos^-^'^x   .  m  —  n  — 2  C  cos**x    , 
•"*  X  '       m  —  1    J  sin'^-^x 


m  —  1  sin*^"^  X 


X 


1       cos^^^x       n  —  1    r  cos^^^x  j 
m  —  1  stn^  ^x      m  —  IJ    stn^~'^x 


o,     Ccosfix  j               ^   rsinn  —  lxdx  ,     Ccosn- 
8)     /   -r— —  rfo;  =  —  2  /   ; V-  I  : 


—  2xdx 


sin  P  X 
—  2xdx 


q\     rsinnx  ,     Psinn — Ixdx        C sinn  —  2x 

^    J     COSP  X  J  cosP-^  X  J  COSP  X 


*•-*  2m 


10)  r^2^dx=l-±.(-^ir(cosp\ 

^  J    stn2nx  2w  -^^  ^       "^  \      2m/ 


|s«n  — 
^  ^  sin«  a? 


n-l 


12)    /  -=-70 — i— TT-  ^^  =  ö i— r  S«  (—  1)  (cos  ö — TT) 


[logtgn  (f  -  j^)  +  logtgn  (f  +  j^) 


200 


Sia'" 


.(\fs*° 


fCf 


fjer 


S* 


txt 


iÜJ*" 


in 


den 


feixten 


„^  formeia  |  —  :c  an  die  Stelle 


ausdrücke,  welche  im  Zähler 


rbält  '"»"jZlt^a. 


ron  ^'  ^  ^^u  ^'"-^ r„positir^  und  ganze  Zahlen. 
'^  1- — ; —  /  xP  sin^  X  cos^^^  X  (l  X — 't — r—r» 


o;^-"^  sm"*"^  X  cos^-^  xdx 


(m  -\-  n) 


xP-^  sin*^  X  cos*^  xdx 


15) 


/■ 


j>P  stn'"  3C  cos""  x  d  X 

,  ,    .  ^  ,         „  -     psinx  —  {m  -\-  n)x  cos  x 


m  - 


4- 


m  -f- 


(m  +  «)* 


:r^  sm"^2  ;r  cös"  x  rf  x 


+  7 r — To  /  -^^     sm*"~'  X cos^-  ^xdx 

(m  +  n)^J 


— —i -./  xP"^  sin*^  X  cos^  X  d 

im  4-  mV 


X 


16)     /  cos^^xsinnxdx  = 


17)/ 


m  -{-  n 

—  /  cos^-^xsin{n  —  l)xax 


cos*~a;cöS  nxdx  = 


cös»*»  a;  sin  n  x 


+ 


f»  +  n 

] —  /  cos^"^ X cos (n  —  l)xdx 

m  -{-  nj  ^ 


18)  I  dq)  sin  q>  cos**  9  = j — =-  cos""*  q> 

J  H  -f-   1 

19)  /  d  (f  cos  q)  sin**  (p  = 


n  +  1 


5/^n+i  ^ 


20)     /  d (p sin^ q) cos q)  =  —  ---{--  sinSq)  —  smqpl 


/ 
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21)  f  dq) sin^ 9 cos^ q>  =  —  ^(—sin4(p  —  9] 

22)  I  d(p  sin^ (p  cos^ qp  =  ~"  Tc  ("T  ^'♦^  ^  9^  4"  -ö  sin3(p  —  2 sin qp  j 

23)  I  dq>  sm2  g?  cos^  q,  =  ^       (     sin  ßq>  -f  -^siniq) 

—  -^  sin2(p  —  2<p\ 
rf q>  sin^ q)  cos* 9?  =  —  777  (y  S'^  7  9  -f-  -^  sen  5  9 

+  o-  siw  3  g)  —  5  sintpj 

25)  /  d  9?  5t«'  9  cos  9  ^=  Q  ( —  cos  4  9)  —  cos  2<pj 

26)  I   d<p  sin^  <p  cos^  q)  ^  tf  (  x  cos  5  9  —  -5-  cos  3  9  —  2  cos  9  ) 

27)  /  <i 9  sm^ 9  cos''  9^  ^=  öh (7^  ^^^  ^  9^  —  -jr  cos  2  9  ] 


/•   1  /l  1 

d 9 sm' 9 cos^ 9  =—l-=-  cos 7 9  -(- -^  cos 5 9 


—  cos  3  9  —  3  cos 


.) 


29)     I  dq>  sin^  9  cos^  9  =  r^  ( -^  <?os  8  9  4"  -ö"  cos  6  9 

1         , 
—  -X-  cos  4  9  — 


3  cos  2 


.) 


30)  I  dq>  sin* 9  cos  9  =  t^  (7-  ^***  5  9  —  sm  3  9  +  2  sin  9  j 

31)  /  d  9  sin*  9  cos'  9  =  qö  (-n  sinßfp  - 


-^  sin  4  9 


32)     /  d  9  s«n*  9  cos^  9^  ^^  SJ  ( T  ^^^  ^  9^  ~ 


—  ~  sin  2  9  -f-  2  9  j 


-=-  stn  5  9 
5 


—  sin  3  9  -|-  3  sin  9  ) 
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ST 

Setzt  man  in  den  letzten  vier  Formeln  ~  —  x  em  die  Stelle 

von  X,  so  erhält  man  ganz  analoge  Ausdrücke,  welche  im  Zähler 
die  Potenz  von  sinx  enthalten. 

Dabei  sind  m  und  n  positive  und  ganze  Zahlen. 

^  äs     r  ^  '  ^  -j  «,•  ,     pcosx-\-{niA  n)xHinx 

14)  /  xPsin'^xcos^xdx^=xT^-^sin'*^xcos*^~^x- -. — x — ^ 

,   n —  \    r  Ol  w» 

'  m-\-nJ  {m-\-n)^ 

/,    •       ,             ,7         />(/> — 1) 
x»-^  sin"*^-^  X  cos*^-^  xdx—  7-^^n 1 

I  xP-^  sin^ X  cos*^  X  dx 

15)  I  xP sin"^ X cos^ xdx 

«  1    •  «.  1         Ml     psinx  —  (m  -f-  n)xcosx 

(m  +  ny 

I  wi  —  i  r     .    o 

H ; —    /    XP  SllV^^  X  cos^  X  d  X 

ni  -\-  nj 

-4-  7 r- — To  /  ^^~^ sin^-^  x cos^~  ^xdx   - 

'    (w  +  ny  J 

—  , \, I  xP-^ sin*^ X cos** xdx 

(m  +  w)  V 

^n\     r     ^      •         j  cos'^xcosnx 

J  m  -j-  n 

j —   /  cos^-'^xsinCn  —  l)a:dx 

^n\     C     n.  j  cos^xsinnx 

17)  /  cos***xcos  nxdx  = ; 

J  m  -\-  n 

-\ i —  /  cos'^''^ X cos (n  —  \)xdx 

18)  f  afp  sin  q>  cos**  9  = -y—  cos**^^  <p 

19)  /  d  (f  cos  q)  sin**  q>  =  — -j— r  .sm*»+' qp 

20)  I  (l<p sin^ ^ cos 9  =  —  ---  {—  sm 89?  —  sintpl 
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21)  I  dq> sin^ q> cos^ q>  z=  —  -^(—sinAtp  —  q>\ 

22)  /  d(psin^q>cos^q>  =  — t^(x  ^*^^9~l~  q"^***^9'  —  2sin(p\ 

23)  f  d^  sin^ (p cos^  q>  =  —  oö ( "ß  ^'**  ^  9^  -jr  -^  sin4:q> 

—  —  sin2<p  —  2(pj 

/l   / 1  3 

d  q>  sin^  q>  cos^  9?  =  —  —  f  y  sm  7  9  -j-  -^  sm  5  9 

-f-  -ö-  siw 3 9  —  5  sinipj 

25)  /  dtpsin^ (pcos<p  ^=  q\T  <^ös 4 9  —  cos 2(pj 

26)  I   dq>  sin^  <p  cos^  (p  ^7=  —  f  -■  cos^q)  —  -^  cosSq)  —  2cos<pj 

27)  J  d(p sin^ <p cos^ ^  ^^  ^ö{t  ^o^^9  ~~  ö-  cos2q>\ 

d  <p  sin^  q>  cos^  (p  =—(-=-  cos  7  g)  -f-  --  cos  5  9 

—  cos  3  9)  —  3  cos  9  j 

29)  f  dq> sin^ q> cos^ q>  =  rno (o"  ^^'^ 8 g)  +  -q-  cos 6 qp 

—  -^  cos  4  9  —  3  cos  2  9  ) 

30)  I  d(p  sin*  tpcostp  =  Tf  (7-  5*^  5  9?  —  sm  3  9  +  2  sin  9  j 

31)  /  cZ 9 sin* ip cos^ (p  =  qö  i-^sin^^p  —  -^  sin 4 tp 

—  -^  sin  2  9  -j-  2  9  ) 

32)  /  d <p sm* q> cos^ ^  "=  w7\y  ^^^'^ ^  ""  -r  «m 5 qp 

—  sin  39  -|-  3  stn  qp  j 


^ 
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33)  j  d(p  sin*  fp  cos*  q>  =  yrg-  l-^  sin  8  9  —  siw  4  qp  -(-  3  9  j 

34)  I   dfp sin* (p cos^ (p  ==  ht^  (-q  sindtp  +  y  ^^^ '^ 9 

4  4 

—  -r-  sin  5  9  —  ~  sin  3  9  -f-  ö  ^*^  9 

D  «5 

35)  /dg?  sin^  (pcosq>  =  —  ^  f  —  cos  6  g)  —  cös  4  9  -|-~  cos  2  9 

/l   / 1  S 

d g) sin^ 9 cos^ 9  =  —  filvT^^^^^  —  -^  cosbq> 

+  —  cos  3  9  -f-  5  cos  9 

37)  /  d  9  sin^  (p  cos^  <p  =  —  j^  (—  cos  8  9  —  -g^  cos  6  9 

—  ^  cos  4  g)  -|-  3  cos  2  9 

38)  I   d(p sin^ tp cos* (p  =  —  k^  (-k  Q^sdq)  —  y  cos7 9 

4  4 

—  -^  cos  5  9  -f-  -T-  cos  3  9  -(-  ^  ^^^  9 

39)  I  d(p  sin^  (p  cos^  (p  =  —  -rr^  (jrr  cos  10  9  —  -^  cos  6  9 


-(-  5  cos  2  9 


40)  /  d  9  — -  =  —  log  cos  q> 

41)  I  dq) =  —  sen  cp  4-  /  — ^ 

^  J  COSip  ^     ^   J    COSip 

42)  I  dq> = TT-^  ■—  log  cos  w 

^  J       ^   cos(p  2  i^       ^ 

.ox     Cj     sin*w  sin^w         .         ,     T  dw 

43)  I  d(p = ^  —  stntp  -{-  /  — ^ 

^  J       ^   cosfp  3  ^    ^  J    cos(p 

r  ■»     sin* 9  sm*9       sin«®        , 

44)  /  d  9 = 7^ jr-^  —  %  cos  9 

'  J       ^  costp  4  2  ./^ 


T 
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45)  I  dq>     .        =  log  sin  q> 

.^.      r  jj      cos^(p  ,     /*  dflp 

46)  dw  -r— ^  =  cos  0)  4-  /   -^-^ 
^  J       ^  stn(p  '  ^    ^  J   stn(p 

48)  fdv'-^^'-^  +  cos^p^  f^ 

^  J       ^  stn(p  3       '  J  sing) 

50)  rd,p^  =  -i- 

^  J  COS^q>         cosq> 

^*^  J  ^'^^  =  ^SnV9 

52)  /    d  QP  r-^  =  COS  op  H 

"^  c/  cös^g)  ^        cos  9 

reo.  r   7        S^'W*9^  /  1        •    ,  3       .         \         1  3 

^  J       ^  cos^tp        \       2  ^        2        ^/  cos(p         2  ^ 

^*>  y  ^  '^  c-^^  =  (-  3  ^*^'  ^  -  3  ^^**'  ^  +  3 )  ^^ 

5o)  I  dw    ,  J   = : 

57)  I  dw    .  ^^  =  —  stn 9> r- 

'^  0/  sin*  9  sm 


sing) 


58)     /  d  qp    .  ^     =  ( TT  ^ö5'  9  —  o-  <^ö59) )  -. 77  9 

^  J      ^  sm^  (p        \  2         ^        2        ^Jstnq>        2  ^ 

^  J      ^  sin^q)        \3  ^    '     3        ^    '    3/  sing? 


2  cos»  q> 


^  J      ^  co$^  (p       2  cos^  (p        2J   cos  tp 


^ 
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G2 


63 


G4 


/,     stn^(p  1         ,    , 

^  cos»  9       2  cos»  g)    '      -^       ^ 

r  ,     sm*9        /        .  ,       ,    3     .      \      1  3   r    dq> 

J       ^  cos^fp        \  ^    '    2         ^/cos^q>        2J    cosg> 

/stw^  cp         /        1                        \       1 
d  w  — --^  =  ( —  Tj-  sm*  9  +  M  — 5 h  2  %  cos  9? 

/,      sm  g>  1 
^  cos*g)        Scos^g) 

/,     sin'^fp        1   -     , 

r  j      sin^q)        /  .  ,  2\       1 

/  rf  flp  — 7-^  =  (  sin^  9  —  T  )  — r- 
J  cos^tp        \  3J  cos^q> 

/d  V  — r^  =  (  —  sm*  qp  +  4 sm^qp  —  ^  )  — t~ 

J          cos^if        4  cos*  9 
law  — r-^  =  ( —  si»3  fp  ^      sinw)  — —  /   — v- 

/,     sm*cp        1  .    . 
d  w  — -^  =  -7-  fern*  cp 
^  cos^  9        4   ^     ^ 

• 

r  ,      stn*g)        /5     .  ,  3     .      \      1  S    r  dq> 

J       ^  cos^  q>        \S  ^8         ^/  cos^ (p        Sj    costp 

Man  beachte,  dass  sin  (-^  —  x\  =  cosx  etc.-   Dadurch  er- 
geben sich  sofort  die  hier  fehlenden  Integrale 

/,     cos^'x       /*,     cos'^x       /*,     cos^'x 
dq>    .  ,    ,         dtp  -^-7-,      /  «9  -^-7 — 
stn^fp     J  sm^q>     J      ^  sm^(p 

75)       /     -. 5? :=:=  log  (gn  CD 

^  J    sin(pcosq>  ^  ^    ^ 

76)  r ^ = -i-  +  f-^^ 

^  J    sinq)cos'^g>        cos(p       J   sing> 


65 


66 


67 


68 


69 


70 


71 


72 


73 


74 
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^    J  sin  q)  cos^  tp     .  2  cos*  9    '       ^  ^    ^ 

78)  f ^'f    =  — L_  +  -1-  +  r±'L. 

J    smq)COS^ip        3  cos' 9    '     cosq)    '    ^   stny 
J    s?n  9  ro-s-»  ^        4  cos*  9    '    2  cos-^  y  i^  ./    x 

* 

80)     /      ■  .'^^  ,      =  —  2colq2q> 
'  J   stn*  ip  cos*  <p  ■'    ^ 

81)  f     ^y      =("    ^        '^N    ^     .  3  r  d<p 

J   sin*(pcos^{p       \2cos*g)        2/  sintp        2J    costp 

82)  A    ./^  ,     =,    ■     ^     ,     -|ero<g2y 
•       J    s^n*g?cös*y        ^  sin  (p  coü^  (p        8       ^    ^ 

83)  /-        ä^         ^/_L_  +  -^__1^\-^ 
*/    s/n^  g?  cos^  q>        \4  cos*  9    '    8  cos'^  (p        8  /  stn  (p 

,    15    /*   dy 
S  J    cos(p 

84)  /    -:— - —      ,     = .  ^^  ^  +  2 ?o(^ ton op 

"^   1/    syn3  9cos»9  sm2  2  9?     '         if  if    ^ 

85)  /"    .     ^y  ^f_^    ■    ^_\a-  +  5/'^y^ 
J    sm'9)cos*g?        \3cos*9        3cos9?/sm*y  1/    sm^^ 

86)  f        ^f        ^—±—  +  i  r—Al— 
J    sin^  ip  cos^  (p       4  sm^  9  cos^  qp    '    2  J    sin^  ^  cos^  tp 

^  J    stn^  9?  cos*  9        \      3  sm3  2  y        3  stn  2  y/  ^ 

88)  f—J^^—  =  (-l L_?_\_4^ 

J    Sin*  9)  cos^  g>        \4  cos*  9?        8  cos-  (p)  sin^  g> 

^_  55    /*        dg) 
8  J   sin^<pcos(p 

89)  A  .  /^^ =r  (^— -.-^^r ^^Fr-Vös29  +  6Zoi^f(/n9 

'^   J   s?n*  <p  cos''  (p       \     sm^  2  (p      stn^  2(pJ         ^   '        if  j   y- 

^^^  J  ^y^  dg)  =  2s?V?  g?  -  logtgn  (f  +  1^  9) 
rcos2w  j  ^ 


1 
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cc^\    r<^os2q)  sin(p      ,     2  ,     .      /x    .     l     \ 


cos2(p 


«')/^^*=i^K*-Ji) 


cos^g) 
cos2(p 


94)    r^£l^  ^     =^t  n      (—- -—\ 

^  J      COS^  (f  S     ^     ^  \€OS(p  COS^  (p) 


+  j^09tgn{^  +  ^^) 


95)  /   —  dw  r=  ^  2cosq> 

^  J     cosq> 

96)  /  ^  dtp  =  —  2  log  cos  tp 

97)  ff^dv  =  -^- 

^  J     COS»  q>  cosq> 


(n  —  2)  cos*»-*  (p 


n  >  2 


(n  —  2)sin^-^(p 


,     n>2 


98)  r'J!^dg^  = 

^  J       COS^  (p        ^ 

99)  /  —. — —  dw  =  sin2w 
"^  J     sinq>       ^  ^ 

Ol)  r?^d<p=- 

^  J    stn^  (p     ^ 

02)   /  —  dw  =  2coswstnw  —  cp 

^  J     cosq>  ^ 

^^^  /^^  (?<)P  =  4s«w  9  -  3  logtgn  (^|  +  1  ^p) 
^  J    coS'^  9> 

07)    /  — .  —  dw  =■-  —  2sin^w  -\-  log  sin  w 
J     sm  fp 
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—  4sfna> : 


209 


2  sin^  9 
1 


—  4  log  sin  (p 


h:  + 


(n— l)sin*~^9      («  —  3)  sm*~*  9 


—  4  cos  9  — 


cos  9? 


1 


2  cos*  9 
4 


—  ^  log  cos  (p 


08)  f^d^  = 

09)  f^lp.d,p  =  - 

0)  f<^lv^         _ 

^  J    sin*  q>     ^ 
Ij    /  : r  ^g,  __  2sm»cp  +  logcosw 

^  J       C0S(p         ^  xicf 

J    cos"g>      ^ 
o)   I  —. — -  dtp  =  q>  -\-  2stn<pcosq> 

m 

^>  /S^  ^'f  =  ^^""Stgn  f  +  4C0S9 
_.     PsinZfp  ,     

'^  v/    sin^  (p      ^ 


,  n>3 


1 


n-l«,' 


(U  _  3^  COS""*  9       (w  —  1)  cos^"^  fp 


—  Scotgtp  —  49 

—  TT  cotg  w  —. — 
2       ^^  sm  tp 


-^Jogtgnf 


k- 


1 


cotgq)   2  .  , 


n  >3 


§.  91. 

Tangens-Integrale. 


2)    /  tgn'^xdx  =  ^^^  ^  —    1  tgn'^-^xdx 


Latka,  mathem.  Formelnsammlang. 


14 


^H+l^ 
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.    r  dx  1  r    dx 

J   tgW'x  (»  —  \)tgn''-^x       J   tgn^-^x 

_j_  (_-  l)^arctgnjs 
wenn  z  =  tgnx  gesetzt  wird. 

5)  I  tgnxdx  --=  —  log  cos  x 

6)  /  tgn^xdx  =  tgnx  —  x 

7)  /  tgn^xdx  =  ^  tgn^x  -\-  log 

8)  /  tgn^xdx  =  -~  tgn^x  —  tgnx  -j- 

r  1  1 

9)  /  tgn^xdx  =  —  tgn^x  —  ~  tgn^x  —  logcosx 

V      r      tgnxdx       logicos^x  -\-  m^sin^x) 

^  J  T^mHgn^x  ~"  2{m^  —  1) 

11)    /  ^^ -j— T dx  =  sm2alogsin{a  -\-  x)  —  cos2a  /  \ 


cosx 


X 


§.92. 

Exponential-Integrale. 


1)   //(^"')d^  =  ;~//W^,    ^^^ 

/i           n%  r 
x"^^  dx  =  —  x'^e^ /  x*^-^e^dx 

3)        /     dX=: r  '  -\ r     /     -dX 
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4)     /  f^co2^'^oxax^=^ — - — ^-T^ eP^co^'^X^ox 

H Vn — STT-  /  ef^  cos'^"^  b  X  d  X 


_-,   •  -  r     j  a  sm  6  o;  — -  w  6  cos  ft  a;  _^   .  ^  , , 

ef^stfV^hxdx  = -— j — -7- ef^sm^-^hx 

a^  -\-  n^  0^ 


e^tgn^'xdx  = r  tgn*'-^x 

^^  /  &^tgn*^-^xdx  —   /  e^tgn'^-^xd 

e^cotg^xdx  = z-  cotg^-~^x 

-j /   &" cotg*^"^  X d x —    /  e'^cotg^''^xdx 


X 


8)    f^ 


e^      ,                     asinx  -\-  (n  —  2)cosx 
dx  =  —  e^ _l— ' i 


X 
X 


dx 


sin"^  X  (w  —  1)  (n  —  2)  sm"-*  x 

(n  —  l)(n  —  2)  J    sin^'-^x 

Q       r    e"'     ,     ^  acos^r  —  (n  —  2)sm 

^  J    cSs^        ■"  ~  ^"^  (V=^l)(n— 2)cos»-» 

g^  4-  fn  -  2)2    /* 
^  (n  —  1)  (n  —  2)  J    cos'^^x 

10)     /  6*»* sin"* ic cos" a; da; 

c*"  s in**  a;  cos"-^  a;  r  ,   , —    .      1 

(m  -(-  ny  -|-  a*   *  '  '  ' 

ma  r        •       ,  t     j 

{m  -f-  w)2  4-  a*  t/ 
,    (n  —  l)(m  4-  w)   /*  ^^    .  ^      ^  g  , 
'     (m  +  M)2  4-  «2  J 

{asma;— (m  ^n)cosx] 

+  7 i — rr—i — ;;  /  e^  sirC^"^  x  cos^-^^  x  d  x 

'    (m  -f"  n)2  4-  a«  J 

,    (m  —  l)fm  +  w)   r  ^  •  ^  ^        «    ^ 

4-  ^-7 r— \v-i — 7^  /   c^ stn"^-^ X cos"" xdx 

'     (m  4"  ^)   4"  ^    ^ 


(m  +  M)2  4- 
c**s«n"*~^a;cos»*a; 

(w  4-  w)"'^  4-  «^ 


u* 
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/  ef^sin^xcos^xdx 

=  -? i — \r~\ — T  {asmxcosx  +  nsin^x  —  mcos^x] 

(w  -f-  w)«  +  «* 

,        n(n  —  1)        /*        .  ,     , 

+  7 r — \r-r — i  I  ef^sifirxcos'^-^xdx 

,       w(m  -—  1)        /*        .       «  7 

+  7 i — ^^— i — ?  /  ^sin^-^xcos^xdx 

(m  -f-  n)2  4"  a«     '  '  ' 

(w  -f  ny  +  "  *>' 

H 7 ^ — r-^ — - — -  I  e^  sin"^-^  X  cos*"  X  d  x 

(m  -f-  »)^  +  a2       J 

(tn  -f-  w)«  +  « 

,     wfm  —  1)      r  o         „   , 

+  7 1 — ,„    . '       /  e^ stn"^-^ X cos""-^ xdx 

'    (m  -f-  w)2  -\-  a^J 

(m  +  n)2  ^  a'i       J 

11)  jx^'e^lcosbx-}- isinix}dx    (i=]/^) 

af»  e^*  {oos  hx  -\-  i  sin  bx\  {  n 

a  -}-  bi  \         {a  -\-  bi)x 

nfn-1)  [    4-(-i)n !^l I 

12)  /  x""  a*  rfx  =  -^ 5— r ^^ = — i- 

J  loga  lo(ßa      '  log^a 

,   nfw  —  l)(w  —  2)  .  .  .  2.1    ^ 

"1     i ; tt 

^  J     3(^     ~       (n  —  l)x"-i  ~  (h~—  l)(n  —  2)a;»-« 

g^  Jog^  a 

"~  (n  —  l)(n  —  2)(n  —  3)a:»^» 

'^  (n-  l)(n-  2)...2.l7    a;  ^^ 
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x^dx  e* 


(1  +  xy^   "  l  -\-  X 


5)  fT^  =  i09l^^ 

9)     /"    _j^_,^      ^  Va-\-öe«^-Va 

J    Va-{-b^       mVa        Va -\- be'" -}-  V a 

20)  f 

21)  I   x^dx  z=  eP'ix  —  l) 

22)  fxWdx  —  e*(a:s  —  2a;  -j-  2) 

23)  r x^^dx  =  ^{x^  —  Sx^  -{-  6a:  —  6) 

24)  fx*^dx  —  6*(a:*  —  4a;H-  12a:*^  —  24a:  +  24) 

25)  rx^e^dx  =  c*(a:5— 5a:*  +  20a:3— 60a:3+120a:— 120) 

26)  /  —  dx^   vide  Exponential- Integral. 


a: 
oox     Z*^    j  1       fl     ,     1]    ,     1    Tc^da: 

31)  f^cosxd^='^^''Y+J'''^^ 

32)  /e'^sma:drr=^^"7^-^'^^^ 


a: 


214 


e^  cos^xdx  = 


Expo&ential  •  Integrale. , 

c*"  cos X  {2  sin X -\- a  cos x} 
4  +  a-« 


+ 


20«* 


a(4-f  a*J 


33)/ 

35)     /  ef'^ign'^xdx  =  —  {atynx—\]  —  o  1  €f*^tgnxdx. 


e^'^ sinx{asinx  —  2cosx\    ,        2e"* 

r  "i 


§.  93. 

Logarithmisclie  Integrale. 


1 


i) 


8 


/  f(logx)dx  =  I  f(z)(^dzy    z  =  logx 

1  orfQog  x)dx=  ff(z)  c^»" +^>'  d  z 

f  x^}ogxdx  =  af^^^\J:^^-. — L—l    «>l 

J  Qogxydx  =  ^j-^  QogxY^^  -  __y  (%  a:)-H  ^  rfo: 

/ 


r-i  '^  n—\J   {logxf-^ 


(logxy  '  (n  —  \)( log x) 

a^Qogxydx  =  — xT^'^^^'^" lET  /  ^Qoff^Y^^^^^ 

x*^ 


dx  =  — 


/ 

f  {a  -\-  bx)^logxdx  =  ^ 


{logx)**^*'^  (n  —  l)(Jogxy-'*^  ■  « 

4-  6a:)«+i 


(iogxf-^ 


dx 


m  +  1)6 


?o^rp 


(m  -\-  \)bj  X 


■) 


m+1 


da: 
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^        r    logxdx log. 

+    ^     r 

~  (m—  \)bj 


X 

{a  -{-  bxf'~~       (m  —  1) 6 (a  +  6 xy^-^ 

dx 


(m  —  l)bj    x(a  -\-  bxf^-^ 

logx  ,  1 

(n  — ljt(a-f  6x;~-*  '  (n  — l)a6 

1 


l(n~2Ka 


_|_fta;)«-2  I  (n  —  3)a{a-\-bx) 


n-S 


I  ^  ,  ^  ) 

j 1  ,  X 

'  (n— l)a--i6  ^^a-l-^x 


3t^dxlog(a  -\-  bx)  = j — -  lo(j{a  +  bx) 

b        Pa^^^dx 
m  -{-  ij   a  -}-  bx 

^^^  J  "^  '^^^^  +  ^^"^  ^  logaAoyx  +  -  ^  ~^{^'^^^ 

_| r(  — )  x^  '  •  ' 

13)  /(«  4-  hx)l«gxdx  =  (fL±^l'  ,^i  _  fi  1^, 


arc bx* 

4 


14)   f{a^bxyh9xdx  =  ^±±^hgx-^^^^log 


2 


a; 
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15)     /  {a-{~hx)Hog  xdx  =  - — ^^^ — —  logx  —  j-r  % 


X 


3  11 

—  a^x  —  --  a^bx^  —  —  a^b^x^  —  —  b^x* 

4  o  10 


^^^  f  ^i^in^ 


X 


Dieses  letztere  Integral  bildet  eine  selbstständige  Transcen- 
dente. 

„.     P      logx      ^    logx         , 1_ ,  x 

^^)  J  (a-f  6a;)»  äx  — -^  ___  -|-  ^^  log  ^  _|_  ^^ 

18)     r      ^^^^       rfj:-  ^^^^  I  ^ 

^  J   (a-j-bx)^  2b(a-\-bxy^^  2aö{a  +  b 


X) 
,         1       -  X 


2a26 


tt  -|-  bx 


'^'ff^ 


logxdx 

^^\ilogx-2)V^:prx-^Valogy^^±Ma>0 
0  [  Va-j~ox —  Y  a 


2 

b 


(logx-2)Va-\-bx-lr2V—a  ardgny^^^^^ 


,tt<0 


20)  /  sin(Zö^a;)drr  =  7|-{sm(?05fa:)  ■—  cos  (logx)} 

21)  /  cos(logx)dx  =  —{sin^Qogx)  -\-  cos  (logx)}. 


§.  94. 

Integrale  oyklometrisclier  Funotionen. 


Sei    /  f(x)dx  =r  9)(:r),  so  wird: 


<p(x) 


1)     /  f(x)arcsinxdx  =  (p(x)arcsinx  —   /  "^     da: 
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q)(x) 


2)  I  f(x)arccosxdx  =  <p  (x)arccosx  -(-    /  T/= 

3)  rf(x)ar€tgnxdx  =  <p(x)arctgnx—  j   /v_  \dx 

4)  /  fix)  arc  cotgn  xdx  r=  (p(x)  arc  cotgn  x  -\-       ,^  ^^  dx 


Insbesondere  ist  für  n  z  —  1 


x^dx 


^^      />  _,         .       ,         x""  .  \    r    x!^d 

o)     /  xf^^arcsinxdx  =  —  arcsinx /    , . 

^  J  n  n  J    \/i  _ 

^.    r     .  j        ^  \    ^   r   ^""dx 

6)     /  x!^—^  are  cos  X  d  X  ^-=-  —  arc  cos  x  4 /   ., 

^N    r     t      ^       7       x""       .  \   r  x'^dx 

1)-  I  x'*—^  arc  tgn  X  d  X  =:  —  arctgnx /  j-j- — ^ 

/x^                       1    /*  3^  d 
a^-^arccotgxdx  =  —  arccotgx  -| /  r— j- 


x!^dx 
x^ 


nV.l  --  a;» 


9)     /  (arc sin x)^dx  =  (arc sin a?)"  x  -j- 

n(n  —  l)x       n(n  —  l)(n  —  2)  Vi  —  x^ 


arc  stn  x 


arc  sin'^  x 


arcsin^x 


+  + 


10)   /( 


arc  cos  xydx  ^=  (arc  cos  x^lx  -— 


nVl  —  x^ 
arc  cos  x 


n(n  —  \)x    .    n(n  —  1)  (n  —  2)  Vi  —  x^    , 


arccos^x 


urccos^x 


1 


xdx 


/xao^ 


ar» 


ar(J  s^w  rr 


=  rr  —Vi  —  x^ 


arc  stn  X 


x^dx 


r    x^äc 


X^ 


arc  stn  x  = 


1 


T^^  — TT^Vl  —  x^  arcsinx 
4  2 


-j-  —•  (arc  sin  xy 


x^dx 


^'^fwi 


X^ 


arc  Stn  X  = 


ö^'  +  T^ 


—  —  (a;2 -f.  2)  VT^  a:«  arc  sin  a: 
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1  / 3 

—  —  (2a;3  4-  Srr)  Vi  -—  x^arcsinx  +  r-^  arcsiti^x 
o  16 

..,      r         dx  xarcsinx    ,     1  ,     ., 

loj     /    .    ,  r-  arcstnx=  ,,  4-  -r  (oö(1  —  x«) 


^..N      /•       ^^^                            arcsinx    ,    1  ,     1  —  j: 
IG)     /  -— ==r-  arcsinx  —     . -^  -4-  —  log  - — -. — 

y*   a;(iic  1 

— — — -  arctgnx  =  ~  arctgnxlog(l  -j-  ^') 

"-  2  7       1-fx^      ^^ 

/ic'da:  1 

,      -  arctgnx  =  a:  arctgnx  —  -^  Zo5r(l  -|-  a;2) 

—  -^(arctgnxy 

19)  f  YT^i  arctgnx  =  —  ~ir+-(l+  a:«)arc<flfna; 

/a?drr 

20)  f^^,  arctgnx  =  -  i  rr^  +  |-  /o(/(l  +  a;») 

(/pS  \  1 

-r a:j  arctgnx  -{-  --  (arctgnx)^ 

21)  /  — ==^  arc  tgnx  r=  —  Vi  —  a;* arctgnx 
J    Vi  —  a:^ 


a;V2 


4-  V2  arc  f(/n    .  —  arc  sm  x 

Vi  —  x'^ 


r  arcsinx     ,     __     arc  sm  x 

2->*   7   (a-l/ia:;-^^-        /3(«  +  /ia;; 


arc 


arc  sin  x 


(i(ft-\-ßx) 


1        ;,^  V(^±«)j Lt:^J  +  V(/? -_«)(!  -j;)^  „,^^ 


^  VlJj  _  ce«    ''  VC^  4- «)  (1  +  i)  -  W/?  —  «)  "(1  -  X) 


V 


rtox      C  ocarcsinx    , 
23)  J  rrirj^,  dx  = 
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2y(l+ya;-^) 


+ 


1 


2yVy  +  1 

arc  sin  X 


arctgn  \ '  ^,  y  > 


]/\^x^' 


—  1 


2y(l+y^0 


+ 


1 


Ug  VTEZ+^Vzl(L±X)  V  <  -  1 

1       L      a-\'ßx       ß  —  ux        . 
-llog ^  ^  '  ^       —  []  I   ^^  arc tgfw rc 


24)     r.^r£l9!^dx-- 


Vl  +  a:2      a+./^^ 


^rx      /"   arctgnx      ,  xarctgnx 

25)     /     .-    ^-^3  dar—    ,, — -^ — 


1 


a\/6  —  a 
xarctgnx 

a]/a  -f  6  a:2 


arctgn  y  - 


4-  6a;« 


a 


,  a  <ft 


1 


,      1/a  4-  bx'^  —]/a^b 
log  l, — .—.—,    .  ./ T>  o 


a]/a-6    "^  Va  +  fcar^+Va  — 6^ 


6. 


Integral-Tafeln. 


B.    Bestimmte  Integrale. 
§.  95. 

Einleitung. 

A.     Einfache   Integrale. 
1)  Sei 

=  Ä     lim  n  =  OD ,    lim  ä  =  0, 

ierner  tp  (x)   eine  zwischen    den  Grenzen  a  'Z.  x  "Z.  b  endliche, 
stetige  und  eindeutige  Function,  so  ist 
b 

I  (p (x)dx=:limh{q) {a)-{-(p(a-\-h) -[-  g? (a-f- 2 A) H 9 (^  —  *)} 


a 


Man  hat  auch 

h 


I  q)(x)dx  ^=  if(b)  —  #>  (a), 


wenn 

-^  =  ^(x)    ist. 

2)  Das  Integral 

/ 

I  f(x)dx 

a 

hat  einen  bestimmten  Werth,  wenn: 

I.  f{x)  innerhalb  der  Grenzen  /(«)  und  /(/J)  endlich  und 

stetig  ist. 
II.    Wenn  zwar 

/(l)  =  00  für  «  :z  S  z  ^, 


r 
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jedoch  so,  dass 

limöfii  +  «)  =  0,    für  limö  =  0, 
oder  wenn 

/«)  =  -=(S^>    l>n>0 

f(^)  =  tl;(x)log(x  —  i), 
wobei  aber  ^  (J)  weder  Null  noch  unendlich  wird  für  a  z  |  2:  /J. 
UL    Die  Integrale 

ffix)  d  X,      Cf{x)  d  X,      Cfix)  d  X, 


•OD  CO 


haben  einen  bestimmten  Werth,  wenn  f{x)  endlich  und  stetig 
bleibt  innerhalb  der  genommenen  Grenzen  und  wenn 

lim  x"" fix)  =  0,    w  >  1 
für  resp. 

limx  =  00,    limx  =  —  00,    limx  =  +  00, 
3)   Aus  der  Definition  folgen  folgende  Sätze: 

d  a 

I  q>(x)dx=—    I  (p{x)dx 


=    /  (p(x)dx  —    /  (p(x)dx 
0  0 

=    I  q>{x)dx  -{-  I  q>{x)dx^    a  'Z.  ß  -z.h 


a 


=   fq>{x)dx,    S  =  a  +  (6  — a)0,    0  <  6  <  1. 
4)  Es  ist 


I  cq>(x)dx  =  c  I  (p(x)d 


a  a 

b  b 


I   [q>(x)tlf{x)]dx  =^  I  tp{x)dx  -\-  1  ilf(x)dx 
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5)  Man  hat: 
ff{x)dx  =  {h-a)f{l),    |x  =  o-f-(6-o)fl.,     0<flx<l 

a 

=  iU  -  P)mVog\^,    a,b^p 
Ebenso  ist 

h  b 

f(p(x)f(x)dx  =  qpfa  +  (i  -  a)0\   Cf{x)dx,    0  <  Ö  <  1. 

a  a 

wenn  /(o:)  in   dem  Intervalle  a  ZZ.  x  "ZLh  sein  Zeichen    nicht 
wechselt. 

h  ha 

I   9(^)f(x)dx  =  (p(b)  I f{x)dx  —  tp{a)  f  f(x)dx 

h  X 

-  n^ 


f{^  ff(x)dx^dx,    a^i-^b. 


6)  Es  ist 


— a 


jf{x)dx  =  2  rf(x)dx,    wenn  /(—  x)  —f{x) 

—  0,  wenn  /(—  a;)  =  ~  /(x). 

a  a 


X 


I  q>(x)dx  =    I  (p(a  —  x)d 

0  0 

2a  a 

/  g)(:c)da;  =    /  \(p(x)  -[-  9(2a —  ä:)}  dx 

0  0 

Ist 

9)  (2  a  —  a;)  =  9  (.x), 
so  wird 

2a  a 


/  (p(x)dx  =  2  I  (p(x) dx. 


0  0 

Ist  dagegen 

<p  (2  a  —  x)  =  —  q)  (x)y 


Bestimmte  lutegrale. 


80  wird: 


2a 


f  9{^) 


dx  —  0. 


Man  hat  weiter: 

+  00 


-r »  +00 

I  f(a  -\-  hx)dx  =  4-         f  f(x)dx^  je  nachdem  b 


f}(a,-l)ä.^Lf%>ä 


x 


—  00 


—  00 


J^_i^)  -  <P  Q 


dx  =  0 


0  1   +  X2 

0  '  '        0 

Schlömilch,  Analyt.  Studien  I,  S.  83. 


0  0 

Liouville,  Journ.,  Vol.  XVIII,  p.  168. 

OD 

/ 


a\  dx 

X 


(p(ax)  —  (p(bx)   j  .^.  ,      b      .j.     ,,      .. 

-^ ^ i  dx  =  (p  (0)  log  —     (FruUani). 

X  Qf 


Ist 


so  wird 


f{x)  =  ^  ansmnx 
(p  (x)  =  2  ^n  sin  n.x, 

—  f  f(.x)tp(x)dx  =^a„b„. 


7)  Es  ist 


W 


f  f(^^y)dy  =  (iv  —  u)  j  f[xu  +  (w  —  u)z]dis, 


223 


0 


u 
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5)  Man  hat: 

h 

rf{x)dx  =  {h-a)fm    |,  =  a  +  (6-a)ö.,    0  <  ^x  <  1 

a 

=  (I»  —  i')/(Ss) ^og ^^^'    a^^^P 


Ebenso  ist 


<Ö<1, 


0  0 

/"  9  (x)f(x)dx  =  9  (a  +  (6  —  a)  Ö)   /"/(a:)  da:,    0 

a  a 

wenn  /(:r)  in   dem  Intervalle  a  "^z,  x  ^  b  sein  Zeichen   nicht 
wechselt. 

b  b  a 

1  q>(x)f(x)dx  =  9)  (ft)  jf{x)dx  —  9)(a)  jf{x)dx 

b  X 

a  0 

6)  Es  ist 


-a 


rf{x)dx  =  2  jf{x)dx,    wenn  /(—  a;)  =/(x) 


=  0, 


I  <p(x)dx  =   I  fp(a  —  x) 


wenn  /(—  a;)  =  —  /(a:). 


2a 


/  (p(x)dx  =    /  {q>(x)  4-  9?  (2  a —  o;)}  d 


X 


Ist 
so  wird 


9)  (2  a  —  x)  =  q)  (jc), 


aa 


a 


Ist  dagegen 


I  q>{x)dx  =  2  j  tp  {x)  dx. 


<p  (2  a  —  a;)  =  —  9  (a;), 


r 
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SO  wird: 


2a 


/  q)(x)dx  =  0. 


Man  hat  weiter: 


lf(a  4-  hx)dx  =  4-  J.  If(x)dx,  je  nachdem  6 


0 


—  00 
+  0D 


/;(ax_i).x=i/;wä 


a; 


—  OD 


—  09 


1  +  x« 

0  '  "^        0 

Schlömilch,  Analyt.  Studien  I,  S.  83. 

OD 


Ob  00 


l\da; 
arctanx  —  =  ~  /  r  [x  -] j  — 

0 


0  0 

Liouville,  Journ.,  Vol.  XVIII,  p.  168. 

OB 


a\  dx 

X 


f 


cp(ax)-y(&^)^^^^^^^^^^j^     (Frullani). 


Ist 


so  wird 


f(x)  =^  2  (^nsinnx 
q)(x)  =  2  bnSinnx^ 

n 


7)   Es  ist 


W  1 

/  f(x,y)dy  =  (w  —  «)  j  /[xu  +  (to  —  u)«]d 
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wenn 

y  =  u  -j-  (w  —  u)a 

gesetzt  wird;  diese  Transformation  macht  variable  Grenzen  con- 
stant.    Man  beachte  femer: 


rf(x)dx  =   rf(xfj)xdy 


a 

X 


0  b — a 

I  f{x)dx  =  /  f{a  +  z)dz^    x  =i  a  -\- 


//WÄ.=(j-«,//|i+ifj 


dz  a-\-hz 

a  0 

8)  Ist  die  Substitution  x  =  q>(z)  mehrdeutig,  so  bestimme 
man  a«  aus 

9)'  (a)  =  0,    a'Z.  oc'Z  h. 
Es  wird  sodann 

&,  Ol  a«  h 

r  f{x)dx=  j  F{z)dz-\'   r  F(z)dz -{-'''   C F{z)dz 

9)  Es  ist 


d 
d 


L    f  ^{x,a)dx=   r^-^dx, 
n  J  J        du 


wenn  die  Grenzen  a  und  h  constant  sind  in  Bezug  auf  a\  da- 
gegen 

b  h 

d      r     /      \j  rdw(x^a)  ^      .       .T     ^db  .      .da 

a  a 

wenn  a  und  b  Functionen  von  a  sind. 

10)  Die  im  §.  1  gegebene  Definition  des  Integrals 

; 

/  f(x)dx 


a 


ist  nicht  mehr  zutreffend,  wenn  die  Function  f(x)  für  einen  Werth 
X  =  c  discontinuirlich  wird.  Seien  m  und  n  endliche  Gonstan- 
ten,  ferner  £  positiv,  so  ist  sodann 


r  f{x)dx  —  lim  I  C  f{x)dx  -f-   C  f{x)dx 
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c— w«  b 

,    für  Z/m  6  =  0. 
Die  Conventionelle  Definition  des  Integrals  in  diesem  Falle. 

B.    Doppel-Integrale. 

1)  Die  ümkehrung   der  Integrationsgrenzen  ist  im    Allge- 
meinen nicht  gestattet: 

a)  wenn  sie  variabel  sind, 

ß)  wenn  die  Function  zwischen  ihnen  discontinuirlich  wird. 

Sonst  ist 

J  dxj  dyf(xy)  =  j  dy  j  dxf(xy). 

NB.    Man  kann    nach  dem  Vorhergehenden  die   variablen 
Grenzen  immer  in  constante  umwandeln  (vergl.  3). 

2)  Allgemeine  Theoreme: 

/   /  V(a^x^  +  h^y^)dx  dy  =  —-r   I  q>{x)dx 

0       0  0 

I   I  f[<icos0  -^  bsinOcosil}  -\-  csinOsimlf]sinO  dd  d^ 

0     b 

+1 


=  2ä   I  f(Ru)du, 


— i 
wenn 

(Poisson)  Bertrand,  Calcul  Integ.  p.  461. 

3)  Sei 

y  =  yo  +  (Y-yo)t, 
so  wird 

X     Y  XI 

J  J  V(^^y)d^ ^y  =  J  J  (Y  —  yo)f{oo,yQ  +  (Y  —  yo)t}dxdt. 

»0    Vj  xo      0      ' 

4)  Umkehrang  der  Integrationsgrenzen. 
Es  ist  (vide  Fig.  1  a.  f.  S.): 


JJ  f(^.'y)dxdy  =  Jj  f(x,y)dyd 


X 


Laikft,  mAthem.  Formolnsammlang.  J5 
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Es  ist  (vide  Fig.  2): 

ix  ri 


/    f  f{^y)^^^y  =   /    I  f{rcosd,rsine]rdOdr. 

«0  yo  ^0    »"o 


Fig.  2. 


Fig.  1. 


Insbesondere  merke  man: 


a 

—  X 

a      b 


ab  ha 

J  f  9{^^y)dxdy=z  J  J    (p(x,y)dyd 

0       0  0       a 


X 


a      b-\-x 


I 
6  +  a    a 


J  J  (p(x,y)dxdy  =:  J    J(p(x,y)dyd 

0       0  0  0 


X 


7.Ci-y) 


+  /  /  9i^^y)dydx 

h-\-a 
V 
a       e—dx  ab  h 

J  J  (p(x,y)dxdy  =  J  J  q)(x,y)dyd 


X 


0       0 


c— V 
c       d 


wobei 


+  y  j  V{x,y)dydx, 

ah     0 


«  = 


6  +  d 


Bestimmte  Integrale.  227 


/J  fp(x,y)dxdy  =  J  J  q)(x,y)dy  dx 
0  0       0 

J  J  <p(x,y)dxdy  =  J  J  (p(x,y)dy  dx 

2a     So— a;  a      sVay 

J  j  q>{Xyy)dxdy=  j   1  q>{x,y)dyd 

0     _x  0       0 

4a 

3a      3a — y 


X 


+  JJ(p(x,y)dyd 


g      x^2a  a      a 


a      z+8a  a      a 

J  J  ^{^iy)äxdy  =  J  J  (p(x,y)dyd 


2a    a  3a    a 


+  J  J  9(^^y)dydx  +  J  J  (p(x,y)dydx 

a      0  ia    y—2a 


7t 

a      V«^— ac*  2"     a 


/  I  (p(x,y)dxdy  z=    1    /  (p[rcosd,rsin6]rdßdr 


0       0  0        0 

TT 


2a    y2a«-a:«  2       ^aeosO 


J   I  q>(^^y)dxdy  =    1    1  (p  {rcosd^rsinO\rdd  dr 


0       0  0       0 


Ä  r 

2     2aeo«0  2a  2a 

f  j<p(r,0)rdddr  =    f  C<p{r,(i)rdrde. 

0  y  0  0 

Einige  Litteratur  vide:  Todhunter,  „A  treatise  on  the  integ. 
calc",  p.  237. 
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Allgemeine  Formeln. 


§.  96. 

Einige  allgemeine  Integralformeln. 

(Vergleiche  die  Bemerkung  am  Ende.) 


1) 


jf. 


«)  4-  /(-  i 


iu)     udu     1  I  Pf(x)dx 

Ä«  +  u«  ~  ~  "2  U     h  —  x 


_   Pf(x)dx 


Pf(iu)-f(-iu)     hdu     _  _  1/  p/(x)dx 

"'   J  2  Ä»  4-  tt*  ~        2]J    h  -  X 

0  U 


,    ?'f(x)dx 


J     h-\-  X 


3) 


/"'/(i«L±_ 


)  +/( —  iu)  hlogudu jc 


Ä»  -f  u'i 


f(h)logh 


f(x) 
h  -\-  X 


dz 


*) 


'o  0  / 

J    yi  —  2acosx  +  a2  J    yi  -_  aHin^x 

0 


6)     I  dx(p 


sin^x 


1  -[-  2acosa;  -j-  a* 


LiouYÜle,  Joum.  XIX,  p.  423. 
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—6 
+8 

8)  fxdxf^^lJ^^^;      ^  =  «i{y(e-«)±t/>(r^)) 


-8 

Sitzungsber.  der  k.  k.  Akademie  der  Wiss.  in  Wien,  1857, 
S.  29. 

"Hu  +  C-«)  4-  r/T«  4-  €^S\  (\  —  it)COsa:)  , 

X 
f  1   —  2pC0SX  -\-  p^ 

u 


1   /•/(«  +  e-^J  +  (/(«  +  ^)]  (1  -  -P  cos  x)  ^ 
t  J  1  —  2jpcosa;+jp* 

=  /(«  +  J»)  +  /(«) 

10)  -^  /  ''-^ ^i ^-^ — '^ -^ dx  =  f(a4-p)  —  f(a). 

0 

(Poisson)  Bertrand,  Calc.  Integ.,  p.  169. 

11)  J-^-^ xitT ^'dt  =  nf{x  +  a). 

0 

(Abel)  Bertrand,  Calc  Integ.,  p.  171. 

12)  y  -^ ^^^  ^'^^^ '-  dt  =  tn[f(x  +  a)  -/(x)]. 

0 

Ist 

F{x)  —  ilo  +  Aa;  4-  A^x^  -j ,    w  =  x^ 

f(x)  =    ao  +  ^1^  +   ^^^^  ~\ >     ^  =  xer^^ 

so  wird: 

2  ^  «0  +  -^1  ^1  ^*  +  ^2  «3  ^  +  •  *  • 

Ist 
so  wird 

a  a 

13)  1   \q>(x,x)  -]-  tlf(x,x)\dx  —  j    {q>{x,0) -[   iif{a,x)]dx, 
Mathem.  Annalen,  Bd.  4,  S.  551. 
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a 


14)    I  dx  I  f{xy)dy  —    1  dy  1  f{x,y)dx, 

0  0  0  y 

Serret,  Cours  de  Calc.  Integ.  II,  p.  295. 


+  T 


15)     /  (2  CQS  v)~ cos  (m -f- 2 n)  v d t?  =  sm  n  Ä   /  m»» (1  —  k)"""^  d«. 


1 


(Kummer)  Bertrand,  Calc.  Integ.,  p.  176. 

%f(aJrv)+f(a+\) 

IG)     /  — ^ ^,       ""^  dx  =  ,r-^^J{a^c\  v  =  eF^ 

^   J         \  —  2ccosx  -\-  c^  1  —  c* -^  ^     ' 

0  ' 

Todhunter's  Integr.  Calc,  p.  281. 

^  J    \  —  2c(.usx  -j-  c^\  ^    ^  J  \      I     ^Jj 

=  n[/{a-}-€)+f(a)l 
Ibid.  p.  282. 


1 


'^'/.-":::^+,.k<°+'>-/(°-:^H 


o; 


9rt 


=  ^{/(«  +  c) -/(«)}• 


Sei 


so  wird: 


(p  [r  (cos  (p  -{-  i  sin  (p)]  —  <pi  (r,  (p)  -f  i  9,  (r,  y), 


10)/9.i(r<p)^7^,-.^<p(re-) 

0 

20)  ^9.,(r.p)^|^,- J{9,(rr-)-<p(0)| 

0 


21)  y   9>,  (r  9)  :^  =  ^  {.p  (r)  -  9  (0)} 


9 


0 

Dienger,  Diff.-  und  Integralrechnung,  1857,  S.  263. 
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n  n 

23)  /  9)W(cosrr)stn"a;(iiP=^1.3.5...(2i  — 1)  /  q)(cosx)€OSixdx 

0  0 

i  ist  beliebige  ganze  positive  Zahl. 

(Jacobi)   Bertrand,  CalcuL   Integ.,   p.    174,  vergl.  auch 
Schlömilch,  Analyt.  Studien,  II,  49. 

24)  Ist 

a;2~  (p  (x^)  dx  —  Azn 

0 

OD 

X    —   — )  1^^  ~    ^2«, 


/ 

0 

OD 


2n 


du. 


0 

SO  gilt  nach  Gauchy  die  Gleichung 

_            (n+l)n           («4-2)(«+l)«(n-l)  .    ,         , 
C,. -A.+       J.J        ^H 1.2.3.4  "^^       "* 

Bertrand,  Calcul.  Integ.,  p.  228. 

25)  Ist/(<)  endlich  und  stetig  zwischen  0  <•  <  <[  «,  so  gilt  die 
Gleichung: 

■^^^^  ="  U)  y  L  -  a;^  y  ^i^'^:^'' 

0         l  0  .  - 

Schlömilch,  Analytische  Studien,  II,  158. 

26)  Man  hat 

Satz  von  Abel,  ibid.  S.  111.  Vergl.  Grell e's  Journ.,  Bd.  I, 
S.  153. 

NB.  Alle  diese  Methoden  gelten,  so  lange  die  Entwickelung 
nach  der  Taylor'schen  Reihe  möglich  ist,  natürlich,  v^renn  diese 
ihnen  zu  Grunde  liegt.  Vergleiche  auch  die  betreffenden  Capitel 
der  Functionentlieorie. 
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§.  97. 

Mechanische  Quadraturen. 

Bei  allen  diesen  Methoden  darf  die  Function  innerhalb  der 
genommenen  Grenzen  ihr  Zeichen  nicht  wechseln. 

1)  ff{x)dx  =|(/(0)  +  4/(f)+/(^)j-^|ö/a->(0)-... 

0 

2)  Sei 

y  =/(x),    nh  =  X,    iTo  =  0,    x^  =  xh,    y,  =f(Xjc), 
so  wird 


n— 2  .         «— 1 


ff(x)dx  -^  i  /, (yo  +  y„)  +  I A2  »^  +  T  *  2  y- 

0  a  1 

A  =  2,  4,  6  .  .  . 

X  —  1)  ö^  0  .  .  , 

Simpson,  Mathematical  Dissertations,  1743,  p.  109. 
3)   Sei 


I  f(x)dx  ::-=  nh  I  f{nhx)dx. 


so 

Setze 
wird: 

0 

—  «0  -f 

( 

a^ir  — 

) 

o^ar*  — 

• . 

C^nX\ 

0 

dx 

nh  {Aq 

2/0  +  ^1 
•"ti— p  — 

1^1  +^s 

0 

2/j 

X 

+  •• 

■  A, 

y«} 

X, 

n. 

x(nx  — 

•  l)(nx 

-  2)  .  .  . 

(nx  — 

n) 

nx 

—  P 

Mp  — 

Xp,  für 

x-P. 
n 

• 

Cot  es,  De  methodo  difFerentiali,  p.  32. 

Für  n  :r=r  2  folgt  die  Simpson'sche  Regel. 
Für  w  ::r=r  3,  4,  5,  .  .  .  9,  10,  ergiebt  sich: 
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SA 

J^  f(x)dx  =  ^  (yo  +  3y,  +  3y,  +  y,)*). 

o 

Ah 

f{x)dx  =  —  (yo  +  y4)  +  45  (yi  +  J/a)  +  Y5  »«• 
0 

5A 
y     /(a:)rf:r  =r  —   (y,   -f  y.)   -U  _  (y^    -f  y^)  ^  _^  (y^   ^  yg). 


"^  105  ^^' 


/41  9  9 

/(a:)€7a;  =  —  (yo  +  y^)  -|-  _  (y^  -f  y,)  -f  _  (y^  -f  y,) 

0 
7* 

J  f{x)dx  =  ^  (yo  +  »7)  +  ^  (y.  +  y.) 

,     49    .       .       ,    ,     2089   ,       ,       , 
+  64Ö  (y*  +  y>)  +  1728Ö  ^^'  +  y*^' 

/  -^^^^'^^  =  28350  ^^»  +  ^"^  +  14175  ^»'  +  ^'^ 

.464  ,   ,   s  ,  5248  ,   ,   ,    454 
~  liTTB  ^^*  +  ^'>  +  14175  ^*'  +  ^^^  ~  2835  y^- 

r   .,   .  ,     2857  /   ,   s  ,  15741  ,   ,   . 
J    ■^^^^'^^  =  896ÖÖ  ^y"  +  y»)  +  896ÖÖ  ^^^  +  ^'^ 

.   27  ,   ,   ,  ,  1209  /   ,   s  ,  2889  ,   ,   . 
^  224Ö  ^^'  +  «''^  +  56ÖÖ  ^*^  +  ^"^  +  448ÖÖ  ^^*  +  J'^^" 

/".,,,     16067  .   ,     ,  ,  26575  ,   ,   . 
7  ■^(^)'^^  =  598752^^- +«'"'+^149688^^'+«'''^ 

16175  ,       ,       .    ,    5675  ,   ,   ,    4825  ,   ,   ^ 
J99584  rj/2  +  ys)  +  12474  ^^^  +  »t)  -  yfögg  ^^*  ^'  ^«^ 

17807 


,  17807 

"■  24948  *'■ 

4)  Sei 

(p'(x)=/(a;) 


StA 
X 


*)  Dieses  Besultat  bat  schon  Newton  gefunden. 
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SO  wird 

ff(x)dx  ^  hf{x)  +  i  hJfix)  -  ^  B.  h-^dfix) 

X 

-j-lB,h*Jf"'(x) 

h 

I  q>  (x) d X  =  h  {(p (a)  -{-  ip  (a  -\-  h)  -{-'-'  (p(a  -\-  nh)] 

a 

—  g><^>(a)}  H 

Sei  ferner: 

b  —  a=p—-  SO: 
so  wird: 

b 

y  9,(x)  da:  =  3^  |217[(p(a)  +  q>(b)]  +  352[(p(a  +  20) 

a 

+  9>(a  +  6Ö)]  +  4869(«  +  4Ö)}  +  ^^  [<)p(a  +  0) 

+  q>(a  +  3Ö)  +  ^{a  +  56)  -{-(p(a  +  70)]. 
Diese  Formeln  rühren  von  Euler  her. 
Vergl.  Bertrand,  Calcul.  integ.,  chap.  XII. 

7? 

Einige  Coefficienten  von  der  Form  - — ^^  , 

-^L  =:,  0,08333  33333  -^  ==  0,00000  08267 

1.2  o! 

-^  =r  0,00138  88889    --^  =  0,00000  00209 

4!  IUI 

^^''   =  0,00003  30688  ^  =r  0,00000  0005 


61  '  12! 

5)  Methode  von  Gauss. 

*  n 

9  * 

n 


1   +  OCy] 


2 


l  -U 


P 


=  ^  ^  -Bx  9  («x)  +   ^- 


r 


Quadrataren. 
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Dabei  ist 


(f  (Ol      Rm 


^m 


2 


a. 


1  +«m 

2      ' 


a  sind  Wurzeln  der  Gleichung: 


-  (a:2  _!)♦»  =  0 

U  P  4 


ia*   r       X ! 


I. 


2**  (2x+i)  11 .  a .  5 . . .  (2  X  —  1) 


I 


2 


n  =  1 
a,  =  0,5 
ff,  =  1 


n 


Ä^ 


a,  =  0,2113248654 
o«  =  0,7886751346 

-Ri  =  ^  =  2" 

1      . 
^=180^* 


n  =  3 
ai  =  0,1127016654 

O,   r=z  0,5 

«3  =  0,8872983346 


P  = 


n  =  4 

«1  =  0,0694318442 

a^  =  0,3300094782 

03  =  0,6699905218 

a^  =  0,9305681558 

If,  =zR^  —  0,1739274226 

B^  =  R^=  0,3260725774 

log  ffi  =  9,24036806 

^o^ffj  =  9,51331428 

^        44100  ^ 


2800  *• 
n  =  5 

ai  rrr  0,0469100770 
tt2  —  0,2307653449 
%  =  0,5 

a^  =  0,7692346551 
a^  =  0,9530899230 
iti  =  ffj  z=  0,11846344 
ffj  =  ff^  :^  0,23931434 

^-225 
%  ff  i  ^-  9,073584349 
logR^^  9,3789687142 
logR,  —  9,453997456 

1 


698544 


'10- 


6)  Bei  allen  diesen  Methoden  wurden  äquidistante  oder 
bestimmte  Werthe  der  Function  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Sind  zwischen  den  Grenzen  a  und  ft,  aiOCi..,o^  nicht  äqui- 
distante Werthe  eingeschaltet,  so  wird: 
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x=4x  a 
n 


+?[t^'/«]  I^.' 


x=afg  a 


wobei 

qp  (x)  =  (x  ^  a)  (x  —  h)  {xi  —  «i)  (ir  —  ctj) . . .  (o;  —  a«) 

gesetzt  wurde. 

Vergl  Dienger,  Diflf.-  und  Integralrechnung  1857,  S.  537. 
7)  Man  hat 


/ 


'       A, 


u 


mdx-^f{a)^-^ 


1)! 


Schlömilch,  Mathematische  Abhandlungen,  S.  103,  1850. 


In  Bezug  auf  die  folgenden  Integraltafeln  bemerken  wir,  dass, 
wenn  nichts  anderes  bemerkt  ist,  wir  mit 

positive  und  ganze,  mit 

p,  g,  r  .  .  . 

ebenfalls  positive,   sonst    aber  beliebige  (rationale,  irrationale, 
gebrochene  und  ganze)  Zahlen  bezeichnen  wollen. 

Bei  bekannteren  Integralen  ist  die  Quelle  nicht  angeführt. 


r 
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§.  98. 


1 

Integrale  (  f(x)dx. 


1 

1)     fx^dxr= n>  --\ 


dx 


^>  B 


1 


00 


dx      n 

-\-  x^  ~  T 


^  J  \l  —  x/  smpn     ^ 


Grelle,  33,  13. 


6)     /'f-^Y^=--J^,    j,«<l 
^   J  \l  —  xj    X  stnpjt' 


7)  /{r^y^d^ 


1  4" p   jp^ 

2       sinpn 


,jp2<l.  Grelle,  38,  162. 


f,       r         dx  3r 

ö)   ^    1  +  X  +  o:«  -  ^ 

0 

^^  i  1  -  X  +  a;»  ^ 


\/3 
2« 


^^>/r3^ 


3V3 
da:  1 


sm  A 


C05  A  -)-  ;r-<       sm  A         *^     1  —  cos  k 


1 


"/tt 


da; 


2xcosk  + 


-  =  ?Oi,(2sm2-) 
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12)     f ^ 


—  x-^           ,              n         sinpX  ^  , 

—  rfa;  =  — •      .    .  ,    p  <  1 


cos  A  -|-  ä;' 


sin  j)  sr     sin  A 


Legendre,  Exerc.  4,  103. 
1 


-f-  a?*'  1  +l?a;  1  +JP'' 


^^>  /t 

0 
0 

Schlömilch,  Studien,  I,  7. 


^^TT  +  T 


=  ^-  =  23,, 


1         a-4 


la/a 


Schlömilch,  Studien. 


/x     a 
0 
1 

17)     fdxVl  —  x*  =  j 


0 

J  Vi  —  x» 

0 

1 

20)     C  x^^dxVl  —  x^  =  ~ 


2a-l/2 
2" 


»  Grelle,  35,  13. 


21)    f  x^dxW—  x^ 
0 


40/2     '  4" 


/*  b     1    ,  1^/2  p/2  Ä 

22)    I  x^(l  —  x^f~'^dx  =  — 


+6/2   2<»+*-t-i 

2a-l/2  1 6/2 


0 

2*^  7   Vr=r72  ~    2«^2    •  2 
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25) 


0 


26)/ 

0 

27,/ 

0 

28)/ 


2,)/ 


30)/ 

0 

31)/ 


32) 


/ 


33)/ 


34) 


3?^-^dx         2<^»/a 


dx  2 


yx{v  +  px)     Vp 


log  Wp  +VW^) 


.  dx 


]/x{\  —  x) 


=  7C 


\  ^        d  a;  =^  ■  ^_ . ^1,  n,  Ohm,  Anm.  46  *), 


]/x  (1  —  a:) 


2«+i/a 


rfa; 


^ 


a  -  6a:    ya;(i  _  x)       Va (a  —  6) 


,    0<&>a 


logxlog{\  —  x)(?a;  =  2  — 


3r« 


(iiC 


log  log  X 


=  0.  Mascheron i,  Adn.  p.  18**) 


dxyiog-  =  ^-    Grelle,  17,  1. 


Yn.    Ihid. 


x-'  {logxydx  =  (—  1)»  ■^,   a  >  0 


*)  M.  Ohm,   Die  Auswerthnngsmethoden  beAtimmter   Integrale,   Nürn- 
berg 1852,  437  S. 

♦*)  Maacheroni,  Adnotationes  adCalc.  integ.  Euleri  Tlcini  Galeatis,  1790. 
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36,/ 


37) 


38) 


/ 


/ 


39)/ 

0 
0 

4.)/ 

0 

42,  / 

0 

43,/ 

0 

44,/ 

0 

45)/ 

0 

46)/ 

0 

47,/ 


er*yxdx 


_]/n 


1—X 


Vx 


dx  = 


_  2  4-  eVn: 


4e 


logx 


1  +x 
logx 


dx  =  -^  --. 


12 


n 


2 


1  —  X 


logx 


TT  Ä- 


09 


1  +  X^ 

logx 


dx  =  ^ 


l 


1  —  a;2 


dx  =  — 


2(      l)'*(2n+l)' 
8 


cosqx  dx  =  —  6'm<7 

3 


smg^  da;  =  —  (1  —  cosq) 


Grelle,  38,  331. 


sin^(2jtx)dx 


1 


cos^(2yrx)dx  =  -- 


sin(2a7tx)dx  =  0.     Grelle,  35,  1. 


logx      ,  1  7      1 

{l  -\-  x)^  2     "^  2 


//pp— 1 
^j logxdx  =  — 
1  —  X 


00 


1 


(i)  +  »)* 
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49 


50 


51 


52 


53 


54 


55 


56 


57 


58 


59 


60 


61 


1 


/t4^.  <"« 


2a 


02a— a 


a 


Grunert's 
Archiv  6,  434. 


/^%(l  +  :r.)=    »* 


12i> 


/t'^c— )  =  -f. 


/  —  %(1  —  2xcosk  -f  a;«)  =  ^ äA  + 

0 

1 

0 

1 

0 

/dxloQX  n  ,     _ 

1 


2 


arcstnq 


/XP  —  X9    .  . 


_7^i'+l 


3+1 

0 

Bidone,  Mem.  Turin  1812,  231. 
J        Vi  -  x«  *^  2 


1 

/ 


?(W  (1  —  x^  sin  k)  j  ^     j  X 

^\,  — -  dx  =  2n  log  cos  -77- 

Vl  —  x^  ^2 


1 
arcsinpxd  x  =  arcsinp Vi  —  p* 


L»ik»,  rnatbem.  FonnelnBammlang. 


16 
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1 

arctgnpxdx  =  arctgnp  —  ^  log{l  -\- p^) 


0 

1 


63)     /  —  arc  sin  x  =  -^  log2 

0 


§.  99. 

+1 


Integrale    l  f{x)dx  und    /  /(a;)  d  a;. 


— 1 

+1 


1)  /    —  r-r  —  (2x  -f-  1)^^  ^  beliebig  aber  ganz. 
—1 

2)  /  —— ==  =r  —  cosec  — •   Ohm,  Ausw.  14. 
^  J    xfxP  -  l        P  i 

3)  1   (u^  _  l/"&"^  =  (-  1)-|-  cos<?c  ^.  Grelle,  38,  162. 

%        dx  n  an    ,,., 

4)  /  1  =  J  ^^^^  T""  '^'^• 

J    x{a^  —  1)' 


'^  At^  ^^  =  t(2irfW  ^«™-  T'^""  ^«12,  231. 


/-M^da;  =  -^.    Ohm,  Auaw.  16. 
j     1  —  a;'  8 
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ri 


7j     /  —  arctgnx  =  oo 


8)  J-^  =  arccQtx  =  ^^  (~  1) 


1 

(2  n  -f  1)*^ 


0 


dx  Vq^ 


§.  100. 

Integrale  /  f(x)dx. 

0 

p/a 


l)    fx^dxVp^  -  a;2  =  -^^  p26+2 1..  Sohnke,  Sammlung*). 


0 

p 


/, ■■ W'^ 

x^'ridx  Vp^  —  x^  =  -^^^  i}«'+8.    Ibid. 


3)   J Y^,  =  ^^^^9y^P 

0 


^,      /  x«»+»da;         2«»«'     „,,     ,.., 


0 


*)  Sohnke,  Sammlung   von  Aufgaben  aus  der  Differenz-  und  Integral- 
rechnung.   Halle. 

16* 
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7)  /  arcsin  —  dx  =z  — - —  jj 

0 

8)  /  arc  cos  —  dx  =  p 

0 


/.-^ 


r-qx 

9)     /  ;;;^^ d^c  =  —  00.   Gruiiert's  Archiv,  10,  247. 


/dx 
log{\  +px)  YTT^t  =  ^(^  -{-p'')arctgnp. 

Grunert's  Archiv,  4,  113. 


§.  101. 


Integrale 


f  f(x)dx. 


1)     P      f\      =,^,    a>0,    6>0 

0 

/dx 
j- -^  unbestimmt.     Grunert's  Archiv,  10,  240. 

0 


^)   /  ^ax  +  mc-    '    -^  =  ^^-^-  ^^^  ^-  ^^<^-    ^<^ 


ca;  +  rf)       ad  —  bc     *^  6c 


*)  Kogner,  Materialien  aus  der  höh.  Analys.     Gratz  1853,  463  S. 
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*7(^ 


dx 


1 


pqr 


aihi 


brlog  -T — f-  h^plog  -W^l 


a  _     ö^i  ^    aj 


wenn   t-  >>  t^  >  t^  und  alle  positiv,  ferner 
0        Ol        bi 


V/3 


0 


7) 


-f-  hx^        dx      g  —  hb^     n 

+  a:«  *  c«  —  a;«  ~~  i«  -f-  c»  "  27» 


/dx  _    2n^ 

^     l-j-x  -\-x*-~  sVi 


9)     / ££ 

J     1  —  2ar  cos 


8) 


V3 


COS  A  -|-  X»         sin  A  '   2 


0 


da? 


-(-  2  a;  cos  A  -|-  a:>       sin  A '     2 


x^dx 


^    ,    ^>A>0 


;r  sm|}  A     p*  <;  1 

+  2qxcosX  4"  3'^^  ~~  g^"*^^s«wpjr  "   smA  '    A«  <  a« 


Plana,  Mem.  Brux.  Tom.  10. 


12) 


dx^ 

a  +  ftrr«  +  cx^  ~" 


7C 


2Vaft  +  2aVoc 


.      /^  a:2da;  jr 

^  J    a^bx^-}-cx^~  2aVr+  4a 


6«  <  4ac 


j     1  -{-  a:         sin  p  7t 
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OO 

1^)  f  ^ll^"^  ^  cosecpjr,    p  <  \.    Grelle,  4o,  370. 

0 

/^ xP-^dx        n  PTC       _,  ^       ^  ^ 

^^)   J   ToT^a  ^  2  ^^^^^    2\    ^  ^  ^  ^  ^• 

Cauchy,  Cours.  Leg.  34. 
17)  J   Y^Z^2  =  2"  ^^  ^    2  '        ^  ^'    ^'^*^' 


0 

CD 


/d  r  1 "— ^/2      jr 


0 

OD 


1^)     /      1  _  a:a    <lx^  —  i^tgni-^,     l  >p>  0. 


0 

Gruuert's  Archiv,  3,  278. 
»—1 


20)     /   -; — i — -  ^r-=  —  cosec  ^i— ,    a>  >  ö  >  0 

^    J      I  -[-  iCP  p  jU         ^  ■ 

=  00  g  >  i> 

_.        /^       a:~^       dar  jr         ^tt 

2^^   J   ^  +  ar^  ^  =  ~  2^  ^^"  2^' 

0 

Cauchy,  Sav.  Etran.  1827,  599* 


OD 

22)/ 


ipp  +  ar-**  rfo:        tc         pn 
=r  —  sec  ^r- 

Ö 

"a:P  —  x^P  dx 


23)     / =  --•  tan  ^ —    Grelle,  38,  1. 

^  J    x^  —  x-9  X         (£  ^q. 


0 

00 


24)     / . =    , ,  arc  tan 

J    (^2  +  a:«)  Vy-*  -f  a:2        ^  Vj^a  __  ^2 


dx  1  .      Vi>-— (i^        _^ 


1       ?,/_+Vg— i>\g 


q]/q^-p^ 


CD  ^   / 

25)    j  e-'^dx^~ 


2p 
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26j 


Pe  '^dx=Vn    ^f 


9 


-JH 


OD  pa 


.Vt 


e       "'dx  =  ^ 


-vVn 


/P 
0 


2 


/ 


n\ 


f 


30)     j   e-'^x^^äx  r^  J^  V'f-    Grelle,  35,  13. 

6 

OB 


»')  /r 

0 

CD 


da: 


4-  e^p^       2i> 


%2 


33)     /  sinxdx  und 


/  cosxdx  si 

0 


sind  unbestimmt. 


34)     /   sin  ^^  dx  =J  cos~dx  —  ^Vn 
Bidone,  Mem,  Turin,  1812,  231. 


/50  OD 

sin^xdx  =  I  cosxdx  = 


00 


OQ 

86)     rsin^'^'^^xd 


X  =r^ 


20/2 

3^ 


►  Raabe,  Integ.  149'^). 


37)     I  cos^''^^  X  d  X  =z  0 

0 


*)  Baabe,  Integ^-alrechnung,  3.  ThL,  Zürich  1839. 
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^  |)     2*  —  |>^.4*  —  p* ...  iö'« -f- /> 

0 


00 


39)     1  sin^xcospxdxT=  0.    Raabe,  Integ.  149. 


0 

CO 


40)     /  sin^^^xsinpx  =  0 


0 

so 


42)     hl^dT  =  0,    b<a 
'  J    stnax 

0 

^     I    1  —  p  f  0.*?  :z^ 


dfo;  =  0 


44)     f-^Sl^dx=o. 

45)        / 26+1^^^="^'      1^'<^ 

r     (1  —  J>»s«»t2a:)  ^ 

46)  J   er^'^^'^d^^jp 

0 

47)  y  c^P'^x^dx  -^^\  - 

0 
0 

49^     /■  _^ —  da:  =  ^-   Cauchy,  Mem.  Paris  1823,  603. 
w    '  J    e-  —  1  « 

50)  y  ^;rr4rr  '^^  =       2«      ^"-> 

0 


r 
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-±- dx  z=  i- —  Bia-i.    Grelle,  42,  348. 

e"'  —  1  'J>u 


52)     /'  ^l'_  ^  (lr=  ^  Bia-i.    Ibid.  35,  55. 

0 

/•  ^x  _J_   1  O^a-l 

e**  —  1  a 

0 

Grunert's  Archiv,  1,  360. 
54)     /    .^^    ,    ,.^  aic  =^ ^2a-i 


0 

oe 


''>f^ 


OD 


0  * 


da:  =  —  V' 


57)     /  — dx  =  3—1 

0 

58)/ 


^a-1  22«   —    1 


dx  =  ;i Ji^a-i 


0 

Grunert's  Archiv,  12,  130. 


0 

61)  fe-"dxVxr=l-Yj 

0 

y*  e-«*    ,         1  /  » 
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64)  l-J^ 

0 


»a;« 


dx  =  - — log  — 


•2p  q 


65)  J  log(q^  +  ^')  -^T^i  =  f  ^^SiV  +  «) 

0 

66)  /  %  (1  + 1^)  ^-;r 


1  4-  -—  I :;  ^^  —  ardgn  — 


67)  y '  %  (i  +  s)  ^-;, 

0 

nogxdx        }_ 

0 

M\     P  ]29^    .Jl^  —  L    (%  OlY 


p 


OD 

70)  /  x^^  sinqx  dx  =r. 

0 

71)  /  x^^  cosqxdx  = 


I2a/1 

f— D«  -  — 


0 


72)     /  x^^-^sinqxdx 

0 


=r   0 


00 


73)     /  x^^-^cosqxdx 


12a-l/l 

(—  D"  •- 


Oettinger,  Crelle, 
38,  216. 


74)  y  —^dx^.  -2",       i>>0 


--  0,       j>  =  0 


3r 


--  j^,J)<0 
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75)  f^dx 

0 

76)  f^dx 


oc 


7t 


--•     Legendre,  Exerc.  5,  35. 
2 


77) 


cospx  ,     


Ä 


2' 

<1>P 

0, 

q<p 

p  —  q 

0 


00 


00 


m  f^äx  =  ^. 


81) 

0 

sinpx  sinqx  ^ ^ 

(*  X  — 

x^ 

2)» 

2  ' 

P^. 

^^^ 

gn 
"     2  ' 

P^ 

82) 

OD 

f 

0 

sin^qx  cos^px  . 

2g 

—  P 
4 

g« 
~    4 

,  p- 

^2 


^« 


Ohm,  Auswahl,  18. 


,  7t  q>p 


Bidone,  Mem., 
Turin  1812, 231. 


q7t       ^ 


63)/ 


•  1  —  cospx   , 

— ^i —  dx  — 

x* 


jrg 


,   3>0 


=  -^,g<o 


Poisson,  Mem.  Acad., 
1816,  71. 
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84) 
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Bidone,  Mem.,  Turin  1812,  231. 


^^.      r  cospx    ,  3r    „  ^  ^ 


n 


=  2  ""'^^^ 


«»)/t^.''«  = 


1 

—  2"^'  i'<o 


OD 


ofTx      g'xtgnpx  , 


(?-p 


88)   f^J^p'^a 

'   J      \  A-  x'^ 
0 


e*  -f-  e--p 


'  Legendre,  Exerc,  5,  85. 


X  r=i  Tt 


ev  —  ^-p 


Ö9)  y  r=^»  ^^^  2"^*^^ 


90)   /f^ 

0 

91)/ 


qx 


dic  = 


-^cosq 


Cauchy,  Sav.  Etran., 
1827,  124. 


cospx     ,     


X 


q^  +  a;2 


^vr-p.,  p^O 


92,/ 


xsinpx  , 


ff 


2-e-i>*,   ii>0 


««X      r xsinpx  j  n 


Bestimmte  lutegrale. 

^-^      ,   sinaxsinbx  j               „„^^  —  ^r^    ^  ^i    ^ 
^^)     I  — ^^  ,  ^^     dx  =  3te-''^ YZ — ,  0<6<a 
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/ 


q^  +  x^ 


P  xsinax  sinbx 


4g 


0 


:are"*« 


,  0<6<a 


,  a<^b<^co 


f 


f 

0 

/ 

0 

/ 


4g 


Schlömilch, 
Studien,  1*). 


v2a 


e-p« 


stnax 


dx 


1       sr 


1      ;r 


2i>l+i> 

/sinax  dx 1       x 

1  —  22ycosax  ~\-  p^  x         2  1  —p 

0 

1      a 


,i><l 


,i»i 


Plana,  Mem., 
?  Turin  1818,  7. 


102) 


104) 


/ 

0 

CD 

/ 

0 

OB 

/ 


,       .    mx 

logsm  -j-  ^ 

— - — ,  '  .,     dx  =  -^  log 

1  -f-  ^^  ^ 


'2pl—p 
1  —  e  •" 


,i^>l 


ma: 


7^m 


+ 


mo; 


*)  Schlömilch,  Analytische  Studien,  1848,  2  Thle. 
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p    xdx  sinmx  7t 

^  J    1  4-  x^  1  +  2aco$mx-\-  a«  ~  2(a  -4 


4-e"») 


106)/^ 


drc 


-|-  a;2 


%(1  —  2acosmx  +  a^)  =  nlog{\  ~  ar""*) 


p sinbx      dx      % 

J    sinax  l  -\-  x^        2 


7t     e*  —  e"* 


2     c«  —  e- 


,    6<a 


V  sSm5'r+ir«~"  "2 


2   <?«  —  e-« 


Legendre,  Exerc., 
5,  29. 


1 OQ^     /^  gO^fc-*^     ^^ ^ 

^  J    cosax     1  +  ^^         2 

0 

110)    f l-pcosrx d 

^J    l  —22)cosrx  -{-  p^  q^  -] 


3r  c*  4"  ^""* 
2  e^  -j-  e-« 


,    a  >  6.    Ibid. 


;r 


;r 


2  g     1  —  pe-""^ 
n  1 


--,    p^  <  1.    Grelle,  25,  74. 


2  g    1  —  pe 


~,    2>2  >  1.     Ohm,  Ausw.,  26. 


"'Ur= 


sin  rxdx 


X 


2pcosrx  -f- 1;2  ^a  -|_  j;a 


1       Ä 


e*"« 


2  1  4  2>  e^«'*  —  i> 
1        3r  e«'' 


2  1  +2^j>e'^'*2  —  1' 


,    JJ  <  1.  Legeiulre,  Exerc,  4,  132. 


p  >  1.    Ohm,  Ausw.,  26. 


0 

„3)  f^  ,„  ^  V^ 


114)   f^JltP^  dx  —  Wfä.   Mem.  de  Turin,  1821,  209. 
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00 

15)  f  ???^  dx=~  V2j^.    Grelle,  38,  216. 

J       XV  X 
0 

OD 

16)  / 


•  sinax  cosbx 


V. 


2]/a-\-b    '    2]/' 


+ ^^=i!i/f  • « 


>b 


a^=b 


4   '    a 
1 


1 


2Va-{-b        2Vb  —  a 
Bidone,  Mem.,  Turin  1812,  231. 


y-|.a<*- 


OB 

117)  /  e-P'sinqxdx  =——^ — - 
J  P^  +  2^ 

0 

CD 

118)  /  e-P'cosqxdx  =  -r-^ — - 

119)  j   e-»^cosqx  dx==~  e-^i  y- 


Cauchy,  Exerc,  1827,  p,  233. 


120) 


/ 


00 


1 


Grelle,  38,  216. 

/gtiax 


2ax  ß—2ax  .    1 

— -  da  =  -rr  tan x 


0 

123)  /   ^^FZIT  --2^  **'•-' 

0 

124)  /   -— --aaa  =  -i — 

0 

/^(e^'^€r--yda_ 


o; 


cos^a? 


-T-  log  cos  X 


(i 


an+i 


«-'"  sm  2  ^  d  *  =  :^  (-  1)-  ^  ^  2)«'^     !>»+' 


l^A 
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— -—  dx  = cotgna 

0 

127)   /J^da:  =  -i(l  +  ^^^t^!- 

0 

Plana,  Mem.,  Turin  1818. 


§.  102. 


+  00 

Integrale   j f{x)dx. 


OB 


+  ® 


1 


2 


/*     dx  31 

jßl  _|_  ^3  ""  ^ 
— » 

r  dx    ^ 

—  00 


J    X  ±(l 

CD 


-f  OO 


+  00 


—  00 


a; 


2  b 


,  n  [26  +  1 

dx  =  —  cosec  \ — ^ —  Jt 
a  [     2a 


Grüner t's  Archiv,  2,  266. 

+  00 


,  26  <  2a  —  1. 


od 


26—1 


+  iP' 


2  a 


dx  =  0 


—  00 

/*  *   ^"  ,  3r  ,      /2  6  —  1     3r\ 

'  J  1  +  a:2«-i  2a  —  1      ^    \2a  —  1     2/ 

— 00 

+  00 

r         a;2&-l  ,  »X  ^'^  TUM 


00 
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«)   /l^ ''-^  ?  «»^  (^  4    2&<2«-l 


+  00 


9)  /?^  =  0'    26<2«-l 


+  00 


^«)/r 


a?»«' 


a; 


2  a— 1 


rfa;  = 


sr 


2a  —  1 


co^^n 


(2.6  4-  1  7c\ 


2a  —  1  2 


Grunert's  Archiv,  2,  266. 

+  00 

a  -{-  bx 


'')  A* 


-^  2cx  cosX 

OD 

Plana,  Mem.,  Turin  1818,  7. 
13)      r^dx  =  (x> 


- — -  dx  =  — r-^  (ö  —   o"  &M 


+  00 


U)/ 

—  oo 

15)     fe-P^-^'^dx  =  e^y—'    Cauchy,  Exerc,  1827,  233. 

OD 


+  00 


16)/ 


OD 


e-i»aji+ga;  ^  >P  -_  ^p  |/ü^.       Ohm,   AuSW-,    20. 


+  00 

17)    fe-P^-^  dx  =  e-^yp"  y».    Cauchy,  P.,  19,  511. 


+  00 


— dx  =  —  cosec 


00 

-|-ao 

19)  fsin{px*)dx=y^ 

—  00 

+  00 

20)  fcos{px'^)dx  =  ]/^ 


h% 


Schlömilch,  Studien,  1,  13. 


— OD 


Ijaska,  rnfttbem.  Formelneammlung. 


17 
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+  • 


21)     /  sin(px^  +  2^  +  ^)^ 

—  OD 


X  =  sm 


+  00 


22)     /  co$(px'^  -{-  qx  -\-  r)dx  =  cos 

OD 

Ohm,  Ausw.,  25. 


T 


4/}r|  l/ 


42> 


rS  


42, 


4« 


+  0D 


23)  /^^^  '^^  =  stS^  f^«  ~  ncatgn.yn],    p  <  1 

—  0» 


+  00 


24)     Tr^'  Vo;  d  a;  =  -^  "|/~.    Ohm,  Ausw.,  20. 

—  OD 


25)     /^ 


da; 


;r 


OB 


+  00 

26)  Z*?!^  j^  ^  ;rcosi>g.    Bidone,  Mem.,  Turin  1812,  231. 

00 

27)  f^l'^f^,  dx  =  0.    Moigno,  Int.,  133. 

00 

4<  00 

28)  r^j^V^  d^  =  ^^~'''-    Ohm,  Ausw.,  25. 

—  00 

•f  00 

29)  / — F-^--T—T,  sin txdx 

—  OB 


P  —  QS 
Vr  —  s2 


sinrt-\-  qcosrt 


jjg-tVr-<    Ohm,  Ausw.,  25. 


—  00 

+  00 

/sinpx       dx         /      1       ^ 
g2  _|.  jc-i   •  ^^l   "=   (-    ^'>''    ^    ^ 

—  00 


+  00 


32)     r^^^f  dx  .-=  +  ;rsmj)g.     Mem.  Turin  1812. 


■  00 
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+  « 


33)     T-^^  dx  =  ^  e-^«.    Ohm,  A^usw.,  25. 

—  00 


+  00 


34)     A^^^-^  d^  =  0.     Ohm,  Ausw.,  23. 

—  00 


+  00 


35)     /"-n^jtJ 

OD 


^       ^  costxdx 


+  a;» 


=  Iqsinrt  —  f.  cosr^ 

Vr  —  s» 


jre-'Vr-««.    Ibid.,  25. 


+  « 


^"^  7  <^,  _i.  a;,  a;»a  -  C      ir  ^+1  e 

—  00 


+  00 


r  cospx      (Ix    ^ 

00 


+  00 


38)   f^l^dx==n. 


—  00 


§.  103. 


7t 

T 


Integrale    I f{x)dx. 


n 
T 


1)     /  tgnxdx  =^  -^  hg2 


it 

T 


2)  y<«/n 


00 


«^e?.;.^:S(-i)-^-27rfT 


Grunert's  Archiv,  6,  434. 


17* 
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4 


^>  J   l+ptgnx'^''-       1  + 


4 


T 


4)  fxtgnxdx  =  _  «  &^  2  +  {^  ^-^W^y 


T 


00 


(- 1)» 

,   (2  »  +  1)^ 


7 


6)  y'lo^sm^da;  =  -|Z<K/2-l^^-i^-^4^- 


4 


1)  flog 


cosxdx 


=  -f%^  +  ^|(,^ 


"1) 


7t 

4 


8)  Jlogtgnxdx  ^  -  ^  (-  1)"  (2 »  -^  i)^ 


^)     /  '<^^(1  +  t(jnx)dx  =  —  ?0flr2.    Grunert's  Archiv,  6,  448. 
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§.  104. 


TC 
~2 


Integrale   f 


n 
T 


1)     I  sinbxdx^=0^    b  =  4a 

=  4:^+T'    *  =  4a  +  l 

^J^TTi'    *  =  ^«  +  2 

,    6  =r  4a  +  3 


4«  +  3 


M 

T 


2)     I  cosbxdx  =  0,    b  =  4:a 


=  4^471'     6  =  4a+l 
=r  0,  5  =  4a  4-  2 

=  4^^^'    6-4a  +  3 


9r 


/la/a     ^ 
sm2«a;da;  =  _._..     Grelle,  38,  p.  331. 


s 


4)    fsin^'+'xdx^—    Ibid.,  p.  162. 


ff 


cos»«a;dir  =  — .  -.    Cauchy,  Cours.  Le^.,  32. 
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2 

cos^<''rixdx  r-r  — •    Grelle,  38,  p.  162. 

0 

7t 

/p/2]  6/2     3J. 
sin^'^ X co8^^ X d X  z= ——---  — .    Crelle's  Journ.,  15,  1. 
2a-hO/'2        2 


0 


/1  1  a/2  06/2 


Jt 

loa  1^2 


/loa  \j>ß 
gj^ia^ixcos^^xdx  z=- —j^*    Ohm,  Ausw.,  49. 


0 

n 


Xa+l/l  16/1 


sm''<'+»a;cos"+»ardx  =  ^thTvT  2(a  +  l/ 

0 

Grelle,  38,  162. 

n 

/l      1  aA  PA 
cos°+^ic<(/n2«+iÄrda;  =.  —  -j^^^^.     Ibid.  38,  162. 


n 
T 


12)     Tf^fÜJ^  j^  ^  /_  1)6   1       J^"*^      .    V.  T.  12,  Nr.  19. 

0 

n  n 

^^)7si;^^^=^(-^)  4iM2^=^y ^^    ^^^^- 


0 

TT 

2 


,,,      /'sm»'-»a;  ,  (-  1)*       2°/^  „., 


2 

da; 


/dx 
. : —  (ar  —  A)  cosec  X 
1  —  smxcosk 


r 
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n 


16)     f  -—Jl^ =  XcosecL    V.  T.  12,  Nr.  19. 

J    1  +  stnxcosl 


0 

T 


17)/ 


da?  1  g 


0 


2>  +  g  cos  a;        Ypi  —  g«  i> 


arc  cos  — ,    3  <C  i>. 


Vg9  _  |,« 
1 


Lobatto,  Integ.  53*). 


1>  =  « 


T 


^  J    ^p  +  qcosx  V^TZT^    ^  i>  ^    ^^^ 

Ueber  die  letzteren  Integrale  Grunert's  Archiv  21,  26. 


T 


1^)     fi-T^^T—i:;^  =  ^  T-4 —   Grunert's  Arch.  10,  449. 


0 

9t 

T 

dx 


20)     f-, — ,      j^    ,-T^  ==  ^-    Grelle,  34,  101. 
J    p^ cos^ X -f- q^ sin^ X       2pq  ' 


21)     f-^J^El^.^  =  1  arc^(/ni>,    i>«  <  1.    Ibid.  46,  119. 
^   J    Vi  +i)«sm«a:        P  ^  i'^    i'    -^ 


n 
2 


/*       sinxdx  1    ,      l+P 

''^  y  Vr-l^nT,  =  2^  '"^  r=^'  ^ 

0 

T 

23)     /  xcosxdx  =  —  —  1 


2  <  1.     Ibid. 


*)  Lobatto,  Lessen  over  de  Integraa] - Reckening,  'sGravenh. 
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n 


24)     f^^  =  ^  iog2,  Grunert's  Arch.  10,  449. 


n 


25)     /  xtgnxdx  = 


00 


n 


^^^  fi£c  =  ^  S  (2 n  +  !)»•  Legendre,  Exerc  5,  61. 


T 


2*^)     /        ,f   =  OD.  Cauchy,  Exerc.  1826,  p.  205. 


Tt 


28)     /  :; ^r 1 — -  dx  =  —  log (l  —  p) 


n 
3 


29)     /  logsinxdx  =  -—  -^  iog2 


7( 

a 


30)    ./  log cosxdx  ^=  —  -^  log2 


n 


31)     /  logtgnxdx  =  0 


2 


32)    flog{\  +  qcos^x)dx  —  nlog  LÜ_Li_?. 


0 

Mem.  Kasan.  1835,  1. 


n 
2 


/■ 


33)     /  log{\  4-  q^tgn^x)dx  =  jr?o^(l  +  q) 
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§.   105. 


Integrale 


n 

I  f(x)dx. 


1)    fsi 


sin'^^-^^xdx 


(leVl) 


2 


22<^1 


2K    Grelle,  38,  162. 


2)     r€OS^^^xdx  =  0 

0 


l«/a 


Cauchy,  Exerc.  1826,  p.  205. 


3)    jcos^^xdx^  ^^7t 


n 

4)     /  smo 


X  sinbx  dx  =  0 


a;  cosbxdx  =  0 


5)     I    cosa 


6)    I  sin^pxdx  ==  /  cos^pxdx  =  -^ 


7)     /  stwjp X  sinax d 


/_  ,      ,.    psinpn 

cospx  cosax  dx  =  {—  If  ^^  _    „ 

0 

9)      fJ±  =  0. 

^    J    cosx 


Schlömilch 
Beitr.  I,  §.  8. 


•«)/? 


dx 


n 


-f-  qcosx        y^s  _  qn 


=  0 


,    1>^>3^ 


P'  <  a') 


Grunert's  Archiv 
21,  26. 
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,i,/_ 


dx 


—  =    , —       -.  »*  ">  0*1  Grunert 


^^>/r= 


p-fgcosa?       yp»  _  g 
(2^  % 


's  Arch. 
21,  26. 


2pcosx-\-p^        1 — jp2 


,    !>'<  1 


n 


">/r 


(2  a; 


i>2  —  1 


,  i>«>  1 


+  2pcosic  -|-jö'        1  —  j)* 


;,  i><i 


TT 

"^    J     1   —   2pC0SX  +|)*  1   —  |)2^  ^      ^ 


«p- 


2)3—1 


,i)2>l 


Euler,  Calc. 
Int.  4,  p.  4. 


">  /.- 


xsmx 


dx  =  —  Ttlog  2(1 — 2^) 


i?<l 


=  — 2jr%(l— i^  +  Vi)«  — l}   2}>1 


TT 

16)     /'_££ü?^da;  =  3r%2(l+«) 


P<1 


.  =  2jr/oi;{l  +p  -  Vp»  —  1}   p>y 


>o 


Vi 
H 

f-i 

TS 

a 
<o 

<x> 


TT 


xstnx  ^  7     /t    I     \       ^1 

2  p  cosx  -i-  p^  2^ 


=  —  log  — ^— ^,  «  >  1 
29     ^      p     '  ^-^ 


Poisson 
P.,  17,612. 


TT 

18)     /  ffl^sinpxdx  T==z-—S. [l—e^^cos'pn] 


19)    I  e^'cospxdx  z=--Ä—-^{e9''cospn —  1] 


Grelle,  34,  75. 
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n 

20)  Jlog{\  —  2pcosx -^ p^)dx  —  0,  i>  ^  1 

=  2nlogp,    p>  l 

21)  flog{l'}'2pcosx  +  p^)dx  =  0,  p<i 

0 

=  2  3t  logpy    p  >  l 
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§.  106. 


27r 


Integrale   f f(x)dx. 


2ft 


1)    fsin^^+^xdx^O 


in 


/laß 
sm^^xdx  =  ^^'2n 


Üft 


3)    f  s?r?2a+i 


xcosbxdx  =--  Q 


27i 


2« 


2i)fosrc       1 — ß2 
_     2jr 

~"2}2—  1 


,   i><l 


,   P>1 


Grunert's  Archiv 
13,  193. 


2ä 


sinaxdx 


r       stnax^^ ^  Raabe,  Integ.  172. 
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27t 


»)/r 


COS  a  X 


-[-i>^  —  2  2)  cos  X 


BestiQimte  Integrale. 


,  2  Äp«  . , 


1— i>2 


Grunert'sArch. 
13,  193. 


Sä 


')/.- 


da? 


2n 


-\-bcosx-{-csinx        y^i  _  js ^2 


=  0, 

=  00 


29r 


«)/:r. 


drc 


2ä 


,    a2>6«4-c« 


-(-  6  cos  a:  -|-  c  sin  x       1/^2 ja ^2 ' 

0 

=  0,  a2<ft«  +  c2 

=  — 00,  a2  =  62-|-c> 

Grunert's  Archiv  12,  409  und  21,  26. 
2« 


,  1><1 


2/r 


10)    /"-f^ 

*/    1 — pc 


a;         ,  2ä2 


(Vl_^2_l 


Vi  -i>'^ 

Ohm,  Ausw.,  26. 

2n 


I 


,  i><l 


11)     /  7o^(l  —  2'gcosx  +p2)dar  =  0,    |}- 


1 


2;r 


12)     /  log(y  -^  2pcosbx  -^ p^)cosabxdx  r=  0 


2/r 


13)     /  /o^r (1  4" 2jp COS a:+l>^) COS aa?da;  =  2 ;r (— 1)«-!^,    p^^l 


=:2^(-l)-i-i--,l>»^l 


Grelle,  23,  105. 

27r 


a2> 


?o^(l  —  2|)cosa;-|-p3)cosaicd;r  =r p«,    ^ 


<1. 


Grunert's  Arch.  13,  193. 
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§.  107. 

Theorie  der  Oammafiinctionen. 
Es  ist 

OD  1 

1)  r(p)  =  Je-XP-^dx  =  C(log  iy 

nach  Legendre,  Exercic,  oder  nach  Gauss 

r{x)  ==  n{x  —  1) 

Com.  Gott  rec.  1812.    Tom.  II. 
Ist  X  ^  0,  so  wird 

2)  .       X  r{x)  =  r(x  +  1) 

und  für  ganze  Zahlen 

3)  r(n)  =  nl        .'"'''' 

4)  r(n  -\-  a)  =  a(a  +  1)  .  .  .  (a-+  n  —  l)r(a) 

5)  Es  ist 

d  r(x)  =  r(x)  logxdx,    x^O 

6)  lim  r{n  -\-  a)  =  Um  r{n)n*'  für  limn  =  oo. 
Man  hat  femer 

8)  r(n  +  ^)  =  '-'-l--'v„, 

wobei  n  eine  ganze  Zahl  ist.    Femer  ist 

Ist  n  sehr  gross,  so  wird 

10)  r(n)  =  n^^  e--V2  ;r  [l  +  JL  _^ 

Sei  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  wird 

11)  r(A)r(A+l)...r(A+tL=i^  =  (2^)^^"-"„^'^r(«A). 
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Es  ist  auch 


12) 


13) 


/  logr{x)dx  =  -^  log27t  +  xlogx  —  x 


2/* 


3^ 


4« 


2^*  3^*  4" 


F(ft)  =  Jim 


1*^-1(1+^)  2"->(2  4-|it)  a"-H34-ft) 
1 . 2 . 3 . . .  M 


a) 


w-' 


."— 1 


!min  =  00    Ä) 


lfi(|[t+l)(/i  +  2)...C/t  +  n-l) 
Durch  diese  Formel  (b)  definirt  Gauss  die  Function 

niii  -  1)  =  r(ft) 

und  leitet  aus  ihr  alle  Eigenschaften  ab.  V.  Com.  rec.  Gott.  11, 
1812.  Die  Formel  (a)  ist  wohl  die  älteste  (Euler's  Brief  an 
Goldbach  vom  13.  Octob.  1729  aus  Fuss  Corr.  math.  et  phys.  de 
quel.  cel.  geom.  du  XVIII  siec.  p.  P.  H.  Fuss  Tom  1,  p.  3.  Petersb. 
1843).  Sie  ist  aber  auch  deswegen  interessant,  weil  sie  allge- 
mein für  negative  oder  complexe  ft  gilt  (vergl.  Hankel,  Zeit- 
schrift für  Mathem.  und  Physik,  Bd.  IX,  p.  1.    Grelle  102,  237). 


14) 


F(;t)  =  lim  — 


l-^-'Cx-l)!^ 


lim  n  ^-=  00  • 


Sei 


Z{x)  ^. 


dlogrjx) 
dx 


so  wird 


15)    Z(x)  =  limlhgn r- r- j-r j — V 

^        ^  ^  \  •^         X      x-^l      x\l  x-\-nr 


Um  n^=  CO 


16)    Z(l)r--?m{%n-l-l-| -^j),   limn  = 


+ 
Z(l)  ^  —  A  =  —  0,57721566... 

Es  ist 
17)  Z(x)  4-  Z(l  —  x)  =  —  Tccotgnx,    0  <  a;  <  1 

wenn  p  und  q  ganze  Zahlen  sind. 


00 


18) 


(V)-^  (?)=""•'?'• 


r 
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1 


19)  Z{x)  =  -Ä  +J*  ^  x^e    ^"^^ 


Man  setzt 


1 
20)  B{qp)  =  fi/f-'a  -  yy-'dy 


0 

00 


21)  B(p,)  =  f^^-f^,dy 


22) 


^(P1)        r(p  +  q) 


Man  hat 

23)  B(a,b)B(a-\-b,c)  =  B(ac)B{a-\-c,b) 

24)  B(p,l-P)  =  ji^,    0<p<l 

25)  B(j>—m,q  —  n) 

_  (p+g-l)(i>+g-2)...(j?+g— m— 1)    ^ 
""(i>-'l)(i>-2)...(i>-m)((z-l)...(g-t0      ^^'^^• 


Anwendung  dieser  Functionen  auf  Reihensummirungen. 

26)    Ist  die  Summe  der  Reihe 

F(u)  =  A  +  ^1 «  +  -^a  w»  4-  ^3  w3  H • 

bekannt,  so  wird: 

(P  -  1)U  ß>0 


Aq  I  A]  u 


a(«-|-l)...(«+j)-l)   '   (a  +  ß){a-}-ß-]-l)...(u-\-ß-^p-l) 

, AjU^ 

-^(a^2ß)ia-i-2ß-{-l)...(c^-\-2ß~-i-p-l)^'' 
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27)    Andererseits  hat  man: 


r(ß)  r(y 


!— -gr  /"»*->  (1  —  x)y-?-^F(ux)dx  , 


0 


-  A+  y  Au-f -^-::pj-^^,«  +r(y  +  i)(y  +  2)^»'*+- 

Ueber  diese  Reihen  siehe  Schlö milch,  Analyt  Studien  I, 
Cap.  V. 


Einige  Reihen  für  logr(ft). 

Es  ist: 

28)  logr(l-\-(i) 

0<^<1 
Ci  =  0,42278  43351  Cj   =  0,00119  27539 

C3  =  0,06735  30105  '        €<,   =  0,00022  31548 
£?5  =  0,00738  55510  Cn  =  0,00004  49262 

29)  logr(fi)  =  (1  —  ii)log3t  +  -^  (2"  ""'*)""  "2  %^*^*'*  * 

,     1  f Zo9 2     .    -          .    log4t     ,    .          .    log6     .   ^ 
-| {"1"  stn2^7C  -\ ^  sm4ft»'  -| ^  $m6^3r 

0<^<  1 
^  =  0,5772156649  .  .  . 

30)  logr(^)  =  ^log2n  +  ((i-^yogii^l,-\^ 

1  a.2  1  ^3 

~  2  /»(,»  +  1)  ~  T  ,i(^  +  l)(,i  +  2) 

1 

ax  ==    /  ("^  —  t?  j  t;  (1  —  t;)  (2  —  v) . . .  (x  —  1  —  v)dv. 

0 
Diese  Reihen  findet  man  abgeleitet  in  Schlömilch,  Comp, 
der  höh.  Analys.,  II,  S.  257  fF.    Braunschweig  bei  Vieweg. 


r 
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Einige  Integrale  für  die  Constante  A. 

Sei  A  =  0,577215  664901  532861 06065124 . . . 
VergL  Grunert's  Archiv  29,  S.  240. 

31)     /  log(logx)dx  =  —  A.    Mascheroni,  Adn.  p.  18. 


0 

OD 


32)    f(e-'  —  Y^r^)  ^  =  ~  -^     Grunert's  Arch.  10,  233. 

O 

OB 

/  1  \    /Jrr 

Ibid. 


->  f  {'- -  T^r-^ = -  ^ 


OD 


''^  f{TT^^-l)^^^  =  ^ 


0 


36)  f  er^x€?'dx=  —  A 

37)  j{j^  +  r:~^)  ^'^  =  ^-    Legendre,  Exerc.  5,  12. 


0 

OD 


38)     r(cosx  —  ^]^  ^  =  —  A   Grunert's  Arch.  10,  233. 

0 
0 

40)    je-^logxdx  =  —  A    Ibid.  9,  5. 

0 


Lsikft,  mAthem.  Formelnsammlang.  -^q 
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Einigt  durch  Gammafunctionen  darstellbare  Integrale. 


41 


42 


43 


44 


45 


46 


47 


48 


49 


1 

0 

/  r(i)r(i,  4  1) 

/  (1  —  x^)Px9-'dx  =  — y^ Grelle,  17,  1. 

0 

Legendre,  Exerc.  5,  4. 
1 

f\Z.^^  rr«-ida:  =  Z(i?  +  5)  —  Z((/).    Ibid.  4,  50. 


0 


0 


0 

1 


0 
0 
0 

_  z(^±i)].    Ibid.  5,  16. 


»        i(P  -9-1) 


/jt>  —  g  -t-  i\     /j)  4-  g\ 

m     /'   ^'  ^^  ^  2         J     V     2      ; 
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.  p/p  -  g  +  i\  r(t±l\ 

^^^=^  =  2»5(«-2i>,i,),    3>2/). 

0 

Grelle,  17,  163. 


4 


54,  /,,.,.,  =  ijz(e  +  l)_z(£ii)j 


7£ 
2 


55j     r sin^xdx  —  2?-«  Ly^^ZL.     Mem.  Kasan.     1835,  1. 


0 
n 


56)  fcosf>xdx  =  ^^^-^'\.    Ibid.  211. 


a 


57)     fcosPxcosqxdx  =  -^ ^ ^^P  +  ^) 


J  2*+'      /p  +  g    ,     X  ^/p_g 


Grelle,  17,  210  und  20,  1. 

58)     f  sinP-^ X cosi-^ X d X  =         /  ,     ;•  Raabe,  Int.,  222. 

"      ■  ./         r(±±l\ 

r      sm'x  _         2vn  \     2     / 


Mem.  Kasan.     1835,  1. 

18* 
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00 

60)     /  c-«*ipp-i  dx  =  ^-^ 


0 

OB 


61)/^'^-  =  ^(i')±(^ 


0 

OB 


— — -  dx  =  r(p)  y  - — i-— 


Legendre,  Exerc.  5,  50. 


1 

0 

1 


0 


-)/if^i^=Kf)-K4^)-a> 


Legendre,  Exerc.  5,  3. 


0 

Schlömilch,  Beiträge  III,  §.  9. 


68)    I  xT^-^sinqxdx  = 


r(p)     .    p  n 
—  — ^-^  stn  - — 


qp  2 

0 

00 

2)n 


69)    fxP-^cosqxdx  =  ^-^ 


cos 
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70)        XP-^ sin (qjir)dx  =  —^  sin ^ 
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I  xP'-^cos(qx^)dx  =  -^, —  cos^ 
j/  rYqP         2r 


Raabe,  Integ.  416. 


cos^,    0  <  i)  <  2 


0 

=  00,    i)  ^  2 
rTo\      r<^osqx  j  r[\  —  w)    .    «a:      ,  ^       ^    ^ 


=  00,    p^l 
Vergl.  Lobatto,  Integ.  74.    Bidone,  Mem.  Turin,  1812. 


«-X      rsinxsinqXj  n 


sec 


pn 


{(1  _  q)p-i 


JC 


iPip) 


sec  ^  {(3  -  1)"-» 


(1  +  qy-'l  q  >  1 


00 

75)/: 


sinxcosqx  ,     jt 


XP 


dx  = 


4r(i,)  "^'''^  ^  <^^  -  «^""^ 


+  (1  +  «)"-'}.    «  <  1 


sr 


47(1,)  "'"^  ^  1^«  +  ^^' 


-  (3  -  l)*-'!.    2  >  1 


Schlömilch,  Studien,  1,  22. 


76)     re-'li(e')a^^dx  =  —  7tcotgpnr(p%    0  ^p  ^h 


Schlömilch,  Beiträge  III,  §.  6  und  7. 
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§.  108. 

Theorie  der  transcendenten  Integrale. 


Wir  bezeichnen  mit 

X 


/dx 
j den  Integrallogarithmus 


0 

— X 


/ß—X 
—  dx    das  Exponentialintegral 

00 

X 

/Slfl  X 
dx    das  Sinusintegral 


0 

00 


4)  Ci  {x)  =    I  dx  das  Cosinusintegral. 


X 

Sodann  wird: 


5)  li(e''^)  =  Ei(—  x) 

6)  li{^)  =  Ei(x) 

7)  EiixV^^  =  Ci(x)-\-V^^Si(x). 
Insbesondere  ist: 

^   .  •• 

8)  J  —^  dx  =  St(r)  J  —^  dx  =  St(qr) 

0  0 

^.      Psinx  j  n        ^ . , 

9)  y  -— d^  =  --  st(p) 


p 

00 


10)     r^lZldz=.Ci(J);         =00  für  2,  =  00 


1 

00  eo 


11)  /^  dx  =  CÜp);         f^  d.  =  Ciipi) 


P  P 

P  0 


12)  f^d.==logali(a^y,     f  ^,  =  1^ 


»  0 


w         *    ■ 
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Einige  ausgezeichnete  Werthe  dieser  Functionen. 

li{0)  =  0  Ei(x)  =  0  für  X  =  0,3724968... 

Z  1(1,451369...)  =  0  Et(0)  =  —  oo 

h(l)=—  00  £i(—  oo)  =  0 

U(—  oo)  =  1  Ci(0)  =  —  00 

Si(0)  =  0  Ci(Ofil..)  =  0 
13)   Es  ist 


a 

/ 


cp 

—  dx  =  —  Ei(a)=  —  -4  —  loga 

3/ 


oo  ^ 

-  2  (-  1)"  ;J3<5'    «  beliebig. 
Grelle,  34,  123. 

14)   y"£^  dx  =  -  C'»(i;)  =  -  ^  -i  Zo9i>> 
p 

+  S  (-  1)'*  ^  ^^    i>  beliebig. 

Grunert's  Archiv  11,  389. 


^  1 

15)    Si{x)  =  Si{yin)  4"^  ~t  ^x  sin"  x^    x  ganze  Zahl 


xt 
1    *• 


Tx  +  ~ j  :nr  >  :r  ^  X  Ä 

.    -        .    6**-^   ff.?;  —  x^rl»  j>ma;| 

^  ~"    '        "  ~    0.r    iL   sma;    J      x   L=x^ 
Schlömilch,  Mathem.  Abhandl.  1850,  S.  64. 

,^.    ,..    .         j    I     1  7       fl    I     1  arctgnx    ,     1  arctan^x 
16)    ?t(6-)  =  ^  +  -2  %^''  +  1!  T 1-  -2  i^ — 

. T__  arctgn^x    . 1_  arctgn*x    ,    343  arcUjn^x  ^_ 

■^  O    "~3l  ^  274        4!  ^135         5!  ' 

Schlömilch,  Mathem.  Abhandl.  1850,  S.  71. 

Durch   theil weise  Integration   ergeben   sich   folgende   halb- 
convergentc  Reihen,  die  für  grosse  x  vortheilhaft  sind: 


>:. 
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2»  4» 


X 
0 

—   i       n  _  3!    ,    5J  _ 

\x^       x^    '    x« 

,Q.      /cosx  ,  (1        2!    ,    4! 

18)     /  dx  =  sinx  \ z-\ — :  —  •  •  • 

J       X  lo?        .iC*        x^ 

Sä 

fl         3!    ,    5! 

—  cosx  — :  +  -^  —  •  •  • 

\x^       x^    '    x^ 


~x 


19)  y  — da:  =  c-{-  +  -4--,  +  ^  +  --- 

Ausserdem  merke  man  die  Näherungsformel: 

20)  s<(*  +  »)  =  Si(»)  +  » 5|£  ji  _  ^ 

+KT-Ä)ö-i)+l-+»' 

OD  QO 

21)  y  ___d^=y  __da.4-A-^{ 


coso; 


X 


2       3a;^ 


1 


2x 


x-\-h 


+»'(i-Ä)(i-.-l)+-) 


A3 


sin  X  \\ 
"^~  12"  "" 


3a? 


+ 


1 
22)/ 

0 

1 

23)/ 


a 

In  dieser  Tafel  ist  li(a)  =    I  ^^ 

^        J    logx 


dx  1 

=  —  li{py    Grunert's  Archiv  5,  204. 


logp  -\-  logx       p 


dx 


q  +  logx 


=  +  c+«Zi(e±9) 


0 


X 

24)/ 


dx 


(logp  +  logx)^ 


^      +^li(p) 


logp       p 


00 

25)/. 


dx  =  ■—  €P^li(e-P9).    Schlömilch,  Studien  1,  18. 
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CO 

26)     f  ^^^  dx  =  €rPm(eP9),    Ibid.  II,  20. 


27)     /     /  ^'  ,  dx  =  rr-{€r-P9li(€P9)  —  eP^li(e-P9)}. 


0 

00 


29)/(^'^-  =  -^  +  «-'^(«') 


0 

00 


.     r        1         dx ^  1 '(  \ 

J   Jogp  —  logxx^        p      ^^ 


1 
1 


31)    fli{^\xdx  =  0. 


0 

1 


32)  fli{x)a^-^dx  =  -  log{\  +  p),    i^«  ^  —  1 , 

0 

OB 

33)  /  er'^logxdx  =  plog  (log  —j  —  H(j)) 


—logp 

00 


34)     /  h'(e-*)e~*dic  =  —  log2.    Grunert's  Arch.  9,  5. 


0 

eo 


35)    fe-P''li(e-^)dx=-y-log[Vp-j-VT+p],    p  >  0. 


0 

Schlömilch,  Beiträge  III,  7. 


36)     /  e^'^li{er^)dx  =  —  V—  aresin  Vp,  p  <  1. 

«y  1 


0 

Ibid. 


37)  y"%x  ^^  dx  =  -  J{e«Zi(e^)  +  «"«?»(««)} 


^ 
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0 

on\     Ci        xsinqx    ,  ä  ,  n 


{eP^li(€rP9)  -(-  €r-P9li(ePi)] 


00 


{eP^li(e-P^)  —  e-P9Zi(c''«)} 
Schlömilch,  Grunert's  Archiv  5,  204. 


In  dieser  Tafel  ist  Ei{a)  =    Ctl^ 


X 

— a 


00 

/e-p^ 
J-TTa  ~  ~  eP^Ei{—  pq).  Grunert's  Archiv  10,  247. 


0 

00 


x^x  =  {-^   If'^UfeP^Eii—pq) 


+^2^"~^(~i^^^"""' 


00 

/'   e-P^ 
^ x^dx  =z  ^  q<^e-P^Ei(—  pq) 
X  —  q 


0 


Bierens  de  Haan,  Verh.  v.  k.  Ak.  v.  Well,  Dl.  11. 


1 

//pp— 1 


0 
1 


r 


* 
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1 

0 

1 

0 

1 


tt 


In  dieser  Tafel  ist  Si(a)  =  f^—dx,  Gi(a)=' f^^^  dx. 

0  CO 

00 

YZf^2  ^^  =  sinqCi(q)  +  cosq 

0 

Grelle,  33,  325.  • 

/X^ — ^  d  X  TT 


-2  -  Si(q) 


00 


/Sin  W  X 
— -^—  dx  =  sinpq  Ci(pq)  -\-  cospq 


4-3 


Schlömilch,  Stud.  II. 


f.—  S^^*(i^!Z)| 


0 

Ibid. 


00 

'*)  j  ■S^^ZT^Ax  =  -[Ci{pq)sinpq  —  Si{pq)cospq].  Ibid. 


00 


55)     /    ^  _    g  d  X  =  Ci(pq)  cosp  q  -{-  Si(pq)  $inp q.    Ibid. 
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00 

//  ■t}\  oc  d  oc 


dx 


57)  Jlo(j(^^cos(ix-^^ 

0 

=  ^\Ci{pq)sini)(i  —  Si{pq)cospq  +  ^cosjjg  - 

Schlömilch,  Studien  U,  21.    (In  der  Abhandlung  sind  die 
Vorzeichen  verwechselt.) 


§.  109. 

Die  Fourier'sclien  Integrale. 

1)  Ist  6  >  a  >  0  und  f(x)  endlich. und  stetig  für  jedes  x 
zwischen  a  und  6,  so  gelten  die  Gleichungen 


6 


I.   f(x)  =  —  I   COS  XU  du  I  f(t)  cosutdt 


0  a 

00  " 


IL    f(x)=—  I  sinxudu  1  f{t)sinutdt 


0  a 


für  alle  zwisphen  a  und  b  enthaltenen  Werthe  von  x.    Für  x  =  a 
reducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  -^/(ä)^  fiir  a;  =  6 

auf  -^f(b).    Für  positive,  ausserhalb  jenes  Intervalles  liegende  x 

verschwindet  das  Doppelintegral. 

2)   Ist  f(x)  in  dem  positiven  Intervalle  von  a;  =  0  bis  a;  =  6 
endlich  und  stetig,  so  gelten  die  Gleichungen 
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h 


in.  f(x)  =—  /  cosxudu  I  f(t)cosutdt 


0 

h 


IV.  f(x)=—  I  sin  XU  du  1  f(t)8inutdt 

0  0 

für  alle   zwischen  0  und  b   enthaltenen  x\  für  rc  =  0  ist  der 

Werth  der  rechten  Seite  =/(0),  für  x  =  b  ist  er  -^f(b),  für 

X  >  b  gleich  Null,  in  der  Formel  IIL;  in  der  Formel  IV.  wird 
für  x  =  0  auch  der  Werth  der  rechten  Seite  =  0,  für  rc  =  6 

ist  er  -ö-/(6)  ^öd  Null  für  a;  >  fc. 

3)   Die  Formeln  III.  und  IV.  sind  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  die   für  x  =  0  unendlich  werden,  sobald   nur  das* 
Integral 


/ 


5 


f(t)dt 

Ö 

beim  unendlichen  q  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

4)   Ist  für  6  >►  S  >  a,  /(|)  discontinuirlich,  nicht  aber  un- 
endlich, so  ist  nicht  f(x)^  sondern 

i[/(a:-0)+/(a;  +  0)] 

der  gemeinschaftliche  Werth  der  Doppelintegrale  in  IL  und  III. 
I)  Die  DiflFerentiation  der  Gleichung  |jy'|  ist  nur  dann  er- 

laubt,  wenn  {-^[^j  ^  J  ^^^  ^^^^  _  J  ist 


Litteratur. 

Die  Litteratur  der  bestimmten  Integrale  findet  man  in  den 
ausgezeichneten  Werken  von  Bierens  de  Haan  vollständig. 

1)  Tables  d'integrales  definies  av.  supL  4  parties.  Amsterd. 
1858  bis  1864.    4. 

2)  Expose  de  la  theorie  des  prop.  des  form,  de  transf.  et 
des  meth.  d'evaluat.  des  integrales  definies.  3.  part. 
Amsterd.  1862. 
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3)   Nouv.  Tables  d'integrales  definies.    Leyde  1867. 

Besonders  zu  empfehlende  Bücher  sind: 
Riemann,  Partielle  Differentialgleichungen.    Braunschweig. 

3.  Aufl.     1882. 
A.  Meyer,  Theorie  d.  integrales  definies,    Brux.  1851. 
G.  Meyer,  Theorie  der  bestimmten    Integrale  nach  Diri- 

chlet's  Vorlesungen.    Leipzig  1871. 
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Zur  Tafel  der  Function  Logr{\  +  oc). 

Es  ist  klar,  dass  Fix)  für  beliebiges  x  gegeben  ist,  sobald 
man  die  Werthe  dieser  Function  für 

n  <  a;  <  n  4"  Ij 
wobei  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeiclinet,  kennt     Es  folgt 
dies  munittelbar  aus  dem  Satze: 

r(n  -f  a?)  =  a:(ic  +  1)  .  .  .    {x -\- n  —  \)  r{x). 

Die  Anwendung  der  Tafel  ergiebt  sich  hieraus  sofort. 
Die  Tafel  gilt  für  die  gewöhnlichen  Logarithmen  und  ihre 
Berechnung  gab  die  Keihe 

—  Ta  a;3  —  j;  a;5  —  T7  a;7  —  .  .  . 
Wobei  die  Coefficienten  T  folgende  Werthe  haben: 


n 

Tn 

• 

LogTn 

1 

0,18361  29038 

9,26390  31989 

3 

0,02925  07327 

8,46613  67490 

5 

0,00320  75041 

7,50616  72144 

7 

0,00051 80064 

6,71433  51608 

9 

0,00009  69149 

5,98639  04633 

11 

0,00001 96112 

5,29028  43534 

13 

0,00000  40995 

4,61273  27627 

15 

0,00000  08856 

3,94724  74888 

Ausführlichere   Tafel   findet   man    in   Schlömilch's   Ana- 
lytischen Studien,  L  Abtheilung. 


Lftska,  mathem.  Formelneammlong. 
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Tafel  der  Function  Logr(x). 


X 

Logr(x) 

X 

LogT(x) 

X 

Log  T  (x) 

1,01 

9,997  528  731 

1,34 

9,950  469  767 

1,67 

9,955  830  327 

1,02 

9,995  127  872 

1,35 

9,949  951514 

1,68 

9,956  649  074 

1,03 

9,992796  421 

1,36 

9,949  480044 

1,69 

9,957  502  802 

1,04 

9,990  533  400 

1,37 

9,949  054  889 

1,70 

9,958  391  246 

1,05 

9,988  337  859 

1,38 

9,948  675  590 

1,71 

9,959  314 139 

1,06 

9,986  208  869 

1,39 

9,948341698 

1,72 

9,960  271  222 

1,07 

9,984 145  526 

1,40 

9,948052  771 

1,73 

9,961  262  237 

1,08 

9,982  146  949 

1,41 

9,947  808  376 

1,74 

9,962  282  933 

1,09 

9,980  212  278 

1,42 

9,947  608  086 

1,75 

9,963  345  059 

1,10 

9,978  340  674 

1,43 

9,947  451  484 

1,76 

9,964  436  370 

1,11 

9,976  531  319 

1,44 

9,947  338  158 

1,77 

9,965  560  623 

1,12 

9,974783  415 

1,45 

9,947  267  707 

1,78 

9,966  717  580 

1,13 

9,973  096 181 

1,46 

9,947  239  734  " 

1,79 

9,967  907  005 

1,14 

9,971 468  856 

1,47 

9,947  253  850 

1,80 

9,969  128  666 

1,15 

9,969  900  696 

1,48 

9,947  309  673 

1,81 

9,970  382  334 

1,16 

9,968  390  974 

1,49 

9,947  406  826 

1,82 

9,971667  782 

1,17 

9,966  938  981 

1,50 

9,947  544  941 

1,83 

9,972  984  788 

1,18 

9,965  544  021 

1,51 

9,947  723  654 

1,84 

9,974  333  132 

1,19 

9,964  205  416 

1,52 

9,947  942  609 

1,85 

9,975  712  597 

1,20 

9,962  922  504 

1,53 

9,947  201  454 

1,86 

9,977  122  968 

1,21 

9,961694  639 

1,54 

9,948  499  845 

1,87 

9,978  564  036 

1,22 

9,960  521  172 

1,55 

9,948  837  441 

1,88 

9,980035  591 

1,23 

9,959  401  496 

1,56 

9,949  213  910 

1,89 

9,981 537  428 

1,24 

9,958  334  998 

1,57 

9,949  628  923 

1,90 

9,983  069  344 

1,25 

9,957  321  084 

1,58 

9,950  082  156 

1,91 

9,984  631138 

1,26 

9,956  359  170 

1,59 

9,950  573  292 

1,92 

9,986222613 

1,27 

9,955  448  685 

1,60 

9,951102  017 

1,93 

9,987  843  574 

1,28 

9,954  589  072 

1,61 

9,951668  024 

1,94 

9,989  493  827 

1,29 

9,953  779  781 

1,62 

9,952  271  010 

1,95 

9,991 173 182 

1,30 

9,953  020  277 

1,63 

9,952  910  675 

1,96 

9,992  881  452 

1,31 

9,952  310  034 

1,64 

9,953  586  727 

1,97 

9,994  618  451 

1,32 

9,951  648  537 

1,65 

9,954  298  875 

1,98 

9,997  277  416 

1.33 

9,951  035  279 

1,66 

9,955  046  836 

1,99 

9,998  177  905 
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— X 


NB.    f^e-'  =  Ei(x)  =  A  +  ^log(x^)  +  x-\-^.^ 


4-1    i^-l- 
"•"3     3.'''" 


Eie'  =  Ei(x). 


X 

-B  f  (x) 

E%(—x) 

1 

1,895117  816 

—  0,219  383  934 

—  0,048900511 

2 

4,954  234  356 

3 

9,933  832  571 

—  0,013  048382 

4 

19,630  874  470 

0,003  779  352 

5 

40,185  275  356 

—  0,001  148  296 

6 

85,989762142 

—  0,000  360  082 

7 

191,504  743  33e 

0,000115  482 

8 

440,379  899  535 

0,000  037  666 

9 

1037,878  290  717 

—  0,000012  447 

10 

2492,228  976  242 

—  0,000  004 157 

Ei(+<xi)  =  00 


NB.   Si(x)  =  x-lf,+l 


Ei(-  cc)  =  0 


II. 


x^  r  dx    . 

-=-,  —  •  •  =  /   —  stn  X 
6!  J      X 

0 

X 


cosx. 


X 

8i(x) 

Ci(x) 

1 

0,946  083  070 

4-  0,337  403  923 
-1-  0,422  980  829 
-f  0,119  629786 

2 

1,605  412  977 

3 

1,818  652  528 

4 

1,758  203  139 

—  0,140  981  698 

—  0,190029  750 

' 

5 

1,549  931  245 

6 

1,424  687  551 

0,068  057  244 

i 

7 

1,454  596  614 

4-  0,076  695  278 
+  0,122  433  883 
+  0,055  347  531 

8 

1,574  186  822 

9 

1,665  040076   ^ 

10 

1,658  347  594 

—  0,045  456  433 

0,51488 
+  0,0008263 
+  0,0000306 

100 

1,  56  222  55 

1000 

1,  57  023  31 

10000 

1,  57  08915 

100000 

1,  57  079  54 

0,0000004 

n 


Si(^)  =  ^ 


Ci(oo)  =  0 
19* 
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X 

du, 

u 


X). 


X 

E%(—x) 

X 

Ei(-^x) 

X 

Ei(-^x) 

0,01 

—  4,037  929  577 

0,34 

—  0,814  745  580 

0,67 

-  0,395852563 

0,02 

—  3,354  707  783 

0,35 

-  0,794  215435 

0,68 

0,388  309  243 

0,03 

—  2,959118  724 

0,36 

—  0,774  462  218 

0,69 

—  0,380  950  010 

0,04 

—  2,681  263  689 

0,37 

0,755  441 428 

0,70 

—  0,373  768  843 

0,05 

—  2,467  898  489 

0,38 

—  0,737112144 

0,71 

—  0,366  759981 

0,06 

—  2,295  306  918 

0,39. 

—  0,719  436  652 

0,72 

—  0,359  917  914 

0,07 

—  2,150  838 180 

0,40 

0,702  380 119 

0,73 

—  0,353  237  364 

0,06 

—  2,026  941003 

0,41 

-  0,685  910811 

0,74 

—  0,346  713  279 

0,09 

—  1,918744770 

0,42 

—  0,669  997  342 

0,75 

—  0,340340813 

0,10 

—  1,822  923  958 

0,43 

■-  0,654  613  448 

0,76 

0,334116  321 

0,11 

—  1,737106694 

0,44 

0,639  732  798 

0,77 

—  0,328032  346 

0,12 

—  1,659541752 

0,45 

—  0,625  331  316 

0,78 

—  0,322  087  610 

0,13 

—  1,588899  305 

0,46 

—  0,611386530 

0,79 

—  0,316  277  004 

0,14 

—  1,524145  722 

0,47 

—  0,597  877  429 

0,80 

0,310  596  579 

0,15 

—  1,464  461671 

0,48 

—  0,584  784  344 

0,81 

0,305  042  539 

0,16 

—  1,409186699 

0,49 

—  0,572  088  836 

0,82 

0,299  611  236 

0,17 

--  1,357  780653 

0,50 

—  0,559  773  595 

0,83 

0,294  299  155 

0,18 

—  1,309  796135 

0,51 

—  0,547  822  352 

0,84 

—  0,289  102  918 

0,19 

—  1,264858  424 

0,52 

—  0,536  219  798 

0,85 

0,284  019  269 

0,20 

—  1,222  650544 

0,53 

—  0,624  951  610 

0,86 

—  0,279045070 

0,21 

—  1,182  901986 

0,54 

—  0,514  003  886 

0,87 

—  0,274  177  301 

0,22 

~  1,145  380  055 

0,55 

—  0,503  364  081 

0,88 

—  0,269  413046 

0,23 

—  1,109  883139 

0,56 

—  0,493  019959 

0,80 

0,264  749  496 

0,24^ 

—  1,076  235  415 

0,57 

—  0,482  960  034 

0,90 

—  0,260183  939 

0,25 

—  1,044  282  634 

0,58 

—  0,473  173  433 

0,91 

—  0,255  713  758 

0,26 

—  1,013888  737 

0,59 

—  0,463  649  849 

0,92 

-  0,251336  425 

0,27 

—  0,984  933  101 

0,60 

0,454  379  503 

0,93 

0,247  049  501 

0,28 

—  0,957  308  300 

0,61 

—  0,445  353112 

0,94 

0,242  850  627 

0,29 

—  0,930  918  246 

0,62 

—  0,436  561854 

0,95 

0,238  737  524 

0,30 

—  0,905676652 

0,63 

0,427  997  338 

0,96 

—  0,234  707  988 

0,31 

—  0,881  505  746 

0,64 

-  0,419  651  581 

0,97 

0,230  750  890 

0,32 

—  0,858  335  189 

0,65 

—  0,411616976 

0,98 

—  0,226  891 167 

0,33 

0,836 101  161 

0,66 

—  0,403  596  276 

0,99 

—  0,223  099  826 

r 
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— X 


du. 

u 


X 

Ei(x) 

X 

E%(x) 

X 

E%(x) 

0,01 

—  4,017  929  466 

0,34 

—  0,130  363  294 

0,67 

0,978  019  042 

0,02 

—  3,314  706894 

0,35 

-  0,089  434  002 

0,68 

1,007  116 121 

0,03 

—  2,899115724 

0,36 

—  0,049  258018 

0,69 

1,036  076  676 

0,04 

—  2,601  256  576 

0,37 

—  0,009  790149 

0,70 

1,064  907195 

0,05 

—  2,367  884599 

0,38 

+  0,029011221 

0,71 

1,093  614  601 

0,06 

—  2,175  282  916 

0,39 

0,067  184  501 

0,72 

1,122  204  777 

0,07 

--  2,010800064 

0,40 

0,104  765  219 

0,73 

1,160  684  069 

0,06 

—  1,866884103 

0,41 

0,141 786  307 

0,74 

1,179058208 

0,09 

~  1,738  663  750 

0,42 

•0,178278353 

0,75 

1,207332816 

0,10 

—  1,622812  814 

0,43 

0,214  269  821 

0,76 

1,236  613  319 

0,11 

—  1,516958751 

0,44 

0,249  787  245 

0,W 

0,78 

1,263  604  960 

0,12 

—  1,419349  669 

0,45 

0,284  855  405 

1,291612  806 

0,13 

—  1,328655070 

0,46 

0,819  497  483 

0,79 

1,319  541763 

0,14 

—  1,243840654 

0,47 

0,353  735  196 

0,80 

1,347396548 

0,15 

—  1,164086417 

0,48 

0,387  588  924 

0,81 

1,376 181 783 

0,16 

—  1,088  731  238 

0,49 

0,421  077  819 

0,82 

1,402901910 

0,17 

—  1,017  234290 

0,50 

0,454  219  905 

0,83 

1,430661246 

0,18 

—  0,949 147  505 

0,51 

0,487  082 167 

0,84 

1,468163  978 

0,19 

—  0,884095487 

0,52 

0,519  530  632 

0,85 

1,486714176 

0,20 

—  0,821  760  588 

0j63 

0,551  780  445 

0,86 

1,613  215  791 

0,21 

—  0,761 871  624 

0,54 

0,583  645  931 

0,87 

1,540672  664 

0,22 

—  0,704 195  225 

0,55 

0,615  290  657 

0,88 

1,668088634 

0,23 

—  0,648  529 103 

0,56 

0,646  677  490 

0,89 

1,696  467036 

0,24 

—  0,594  696  758 

0,57 

0,677  818  642 

0,90 

1,622811714 

0,25 

—  0,542  543  265 

0,58 

0,708  725  720 

0,91 

1,650126019 

0,26 

—  0,491  931  883 

0,59 

0,739  409  764 

0,92 

1,677  413  317 

0,27 

—  0,442  741  312 

0,60 

0,769  881  290 

0,93 

1,704  676  891 

0,28 

—  0,394863445 

0,61 

0,800 150  320 

0,94 

1,731 919  946 

0,29 

—  0,348  201 510 

0,62 

0,830  226  417 

0,95 

1,759146612 

0,30 

4 

—  0,302668539 

0,63 

0,860 118  716 

0,96 

1,786366947 

0,31 

—  0,258 186  076 

0,64 

0,889  835  948 

0,97 

1,813  556  941 

0,32 

—  0,214  683096 

0,65 

0,919386468 

0,98 

1,840748519 

0,33 

—  0,172  095  092 

0,66 

0,948  778  276 

0,99 

1,867  934543 
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Tafeln. 

V. 

Tafel  der  Function   Ci(x). 

X 

n  '  r   \  r  C08U    , 

C%(X)  =    /    — ^<*«. 


X 

Gi(x) 

X 

Ci(x) 

X 

C  i  (X) 

0,01 

—  4,027  979  521 

0,34 

-  0,530  355 152 

0,67 

0,066  591  359 

0,02 

—  3,334  907  339 

0,36 

—  0,503  075  569 

0,68 

0,078 157  666 

0,03 

—  2,929  567224 

0,36 

0,476^1126 

0,69 

0,089  463  320 

0,04 

—  2,642  060 133 

0,37 

0,451 066  976 

0,70 

0,100  514  707 

0,05 

-  2,419 141  544 

0,38 

—  0,426  251 855 

0,71 

0,111317  953 

0,06 

2,237  094  917 

0,39 

0,402 177  704 

0,72 

0,121 878  932 

0,07 

—  2,083  269  122 

0,40 

—  0,378  809  346 

0,73 

0,132  203  288 

0,08 

—  1,950112  553 

0,41 

—  0,356  114  201 

0,74 

0,142  296  440 

0,09 

—  1,832  754260 

0,42 

-  0,334062035 

0,75 

0,152 163  601 

0,10 

—  1,727  868  387 

0,43 

—  0,312  624740 

0,76 

0,161 809  783 

0,11 

—  1,633082^24 

0,44 

—  0,291 776  136 

0,77 

0,171239811 

0,12 

—  1,546  645  712 

0,45 

~  0,271  491  800 

0,78 

0,180  458  334 

0,13 

—  1,467  227  190 

0,46 

—  0,251  748  910 

0,79 

0,189  469  829 

0,14 

--  1,393  793  192 

0,47 

—  0,232  526  107 

0,80 

0,198  278  616 

0,15 

-  1,325  524049 

0,48 

—  0,213  803  373 

0,81 

0,206  888  861 

0,16 

—  1,261758976 

0,49 

0,195  561 917 

0,82 

0,215  304  586 

0,17 

--  1,201957  483 

0,50 

—  0,177  784079 

0,83 

0,223  529  675 

0,18 

—  1,145  671836 

0,51 

-  0,160453  239 

0,84 

0,231  567  882 

0,19 

—  1,092526  978 

0,52 

—  0,143  563  736 

0,86 

0,239  422  837 

0,20 

-  1,042  205696 

0,53 

—  0,127  070  794 

0,86 

0,247  098  049 

0,21 

—  0,994  436  845 

0,54 

—  0,110990457 

0,87 

0,254  596  915 

0,22 

—  0,948  987  692 

0,55 

—  0,095  299  527 

0,88 

0,261 922  726 

0,23 

—  0,905  656  189 

0,56 

—  0,079  985  518 

0,89 

0,269  078  669 

0,24 

—  0,864266175 

0,57 

—  0,065  036  574 

0,90 

0,276  067  830 

0,25 

—  0,824  663  063 

0,58 

—  0,050411481 

0,91 

0,2^2  893  207 

0,26 

—  0,786  710453 

0,59 

—  0,036 189  571 

0,92 

0,289  557  702 

0,27 

—  0,750  287  386 

0,60 

—  0,022  270  707 

0,93 

0,296  064  136  - 

0,28 

—  0,715  286  096 

0,61 

—  0,008675249 

0,94 

0,302  415  246 

0,29 

—  0,681  610  154 

0,62 

+  0,004  605  986 

0,95 

0,308  613  691 

0,80 

—  0,649 172  933 

0,63 

+  0,017  581  742 

0,96 

0,814  662055 

0,31 

0,617  896  322 

0,64 

0,030  260  369 

0,97 

0,320  562  849 

0,32 

—  0,587  709  640 

0,65 

0,042  649  829 

0,98 

0,326  318  518 

0,33 

0,558  548  725 

0,66 

0,054  757  734 

0,99 

0,331  931  438 

Tafeb. 
VI.    Tafel  der  Function   Si(x). 
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X 

S%(x) 

X 

Si(x) 

X 

S  i  (X) 

0,01 

0,009  999  944 

0,34 

0,337  824  002 

0,67 

0,653  514  256 

0,02 

0,019  999  556 

0,35 

0,347  626  791 

0,68 

0,662  771  982 

0,03 

0,029  998  500 

0,36 

0,357  418  056 

0,69 

0,672  008  072 

0,04 

0,039  996  445 

0,37 

0,367  197  475 

0,70 

0,681  222  239   . 

0,06  ' 

0,049  993  056 

0,38 

0,376  964  729 

0,71 

0,690  414 196 

0,06 

0,059  988  001 

0,39 

0,386  719  499 

0,72 

0,699  583  659 

0,07 

0,069  980  947 

0,40 

0,396  461  465 

0,73 

0,708  730  343 

0,08 

0,079  971  561 

0,41 

0,406 190  310 

0,74 

0,717  853  966 

0.09 

0,069959  510 

0,42 

0,415  905  717 

0,75 

0,726  954  247 

0,10 

0,099  944  461 

0,43 

0,425  607  369 

0,76 

0,786  030  907 

0,11 

0,109  926  062 

0,44 

0,435  294  951 

0,77 

0,745  083  666 

0,12 

0,119  904041 

0,45 

0,444  968149 

0,78 

0,754112  249 

0,13 

0,129  878  006 

0,46 

0,454  626  648 

0,79 

0,763116  380 

044 

0,139  847  645 

0,47 

0,464270136 

0,80 

0,772  095  785 

0,15 

0,149812  627 

0,48 

0,473  898  301 

0,81 

0,781  050 192 

0,16 

0,159772  619 

0,49 

0,483  510  832 

0,82 

0,789  979  329 

0,17 

0,169  729  292 

0,50 

0,493  107  418 

0,83 

0,798  882  928 

0,18 

0,179676315 

0,51 

0,502  687  751 

0,84 

0,807760  719 

0,19 

0,189  619  857 

0,52 

0,512  251 521 

0,85 

0,816  612  437 

0,20 

0,199  556  089 

0,53 

0,521  798  423 

0,86 

0,825  437  817| 

0,21 

0,209  486  180 

0,54 

0,531  328  150 

0,87 

0,834  236  595 

0,22 

0,219  409  303 

0,55 

0,540  840  395 

0,88 

0,843008  510 

0,23 

0,229  325  127 

0,56 

0,550  334  856 

0,89 

0,851  753  302 

0,24 

0,239  233  826 

0,57 

0,559811230 

0,90 

0,860  470711 

0,25 

0,249 133  570 

0,58 

0,569269  214 

0,91 

0,869 160  481 

0,26 

0,259  025  534 

0,59 

0,578  708  507 

0,92 

0,877  822  356 

0,27 

0,268  908  889 

0,60 

0,588128  810 

0,93 

0,886  456  084 

0,28 

0,278  783  309 

0,61 

0,597  529  823 

0,94 

0,895061411 

0,29 

0,288  648  469 

0,62 

0,606911250 

0,95 

0,903  638  088 

0,30 

0,298  504  044 

0,63 

0,616  272  794 

0,96 

0,912 185  866 

0,31 

0,308  349  708 

0,64 

0,625  614 160 

0,97 

0,920  704  497 

0,32 

0,318 185  138 

0,65 

0,634  935  054 

0,98 

0,929  193  737 

0,33 

0,328  010  010 

0,66 

0,644235183 

0,99 

0,937  653  342 

-^^^i^H 
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FUNCTIONENTHEORIE. 
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§.  110. 

Elnwertliige  Funotionen. 

1)  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir,  dass 
eine  einwerthige  Function  in  einem  Punkte  z  ^^z  a  endlich  und 
stetig  bleibt,  ist 

lim[{z  —  a)q>{z)\  =  0. 

2)  Wird  eine  einwerthige  Function  für  keinen  endlichen  oder 
unendlichen  Werth  der  Variabelen  unendlich  gross,  so  ist  sie  eine 
Constante. 

3)  Eine  einwerthige  Function  muss  mindestens  einmal  einen 
beliebigen  Werth  (auch  0  und  oo)  annehmen. 

4)  Wird  eine  einwerthige  Function  unendlich,  so  kann  sie 
nur  von  einer  ganzen  Ordnung  unendlich  werden. 

5)  Die  endlichen  ünstetigkeitspunkte  einer  einwerthigen 
Function  q>  (js)  sind  mit  denen  der  derivirten  9'  (z)  identisch. 

6)  Ist  eine  einwerthige  Function  im  Punkte  z  =r  od  end- 
lich, so  ist  ihre  Derivirte  in  diesem  Punkte  gleich  Null,  und 
zwar  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung. 

7)  Wird  eine  einwerthige  Function  nur  für  ;?  =  00  un- 
endlich von  endlicher  Ordnung  (n),  so  ist  sie  eine  ganze  Function 
nten  Grades. 

Wird  sie  von  unendlicher  Ordnung  unendlich,  so  lässt  sie 
sich  nach  Potenzen  von  jBr  in  eine  stets  convergirende  Reihe  ver- 
wandeln. 

8)  Wird  eine  einwerthige  Foinction  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Malen  unendlich,  so  ist  sie  eine  rationale  Function. 

9)  Eine  einwerthige  Function  wird  ebenso  oft  Mal  0  als  x 
als  OD,  wenn  x  eine  beliebige  Zahl  bedeutet. 

10)   Die    allgemeine    Form    einer    einwerthigen  Function   ist 

^(')-^'n{z^ö.r.' 

C  ist  eine  Constante,  a^  sind  die  Nullpunkte,  btg  jene,  in 
denen  (p(z)  anendlich  wird. 


300  Functionentheorie. 


Functionen  mit  Verzweigungspunkten. 

1)  Sind  &  =  a  und  w«  =  /(a)  zwei  einander  entsprechende 
endliche  Punkte  und  ist  weder  z  =^  a  ein  Verzweigungspunkt 
von  w^  noch  Wa  ein  solcher  von  z^  so  ist 

hm 

z  —  a 

endlich  und  nicht  Null. 

2)  Hat  w?  in  ;?  =  ft  einen  Windungspunkt  (m  —  l)ter  Ord- 
nung, z  aber,  als  Function  von  te;  betrachtet,  in  xo  =  w?6  keinen 
Verzweigungspunkt,  so  ist 

w  —  tt'6 


lim 


{z  —  hy 


endlich  und  von  Null  verschieden.     Es  ist  sodann  -j—  in  b  un- 

az 

endlich  gross,  jedoch  so,  dass 

hm  \w  —  wt\        -^ 

und 

Um  (z  —  h)^    -7— 
^  ^        dz 

weder  Null  noch  unendlich  ist. 

3)  Hat  w  an  der  Stelle  z  =  b  einen  Windungspunkt  (nt — l)ter 
Ordnung,  z  als  Function  von  w  einen  solchen  von  (fi  —  l)ter 
Ordnung  an  der  entsprechenden  Stelle  w  =  Wh^  so  ist 

1^ 

(e  —  6)"* 

endlich  und  von  Null  verschieden.     Es  wird  in  diesem  Falle  -3— 

dz 

Null  oder  unendlich  gross,  je  nachdem  ft  >  oder  <i  m  ist,  und 

zwar  so,  dass 

Um  {w  —  tVh\  ^ 
und 

Um  {z  —  h]  ^ 
weder  Null  noch  unendlich  ist 


r 
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4)  Wird  tv  in  einem  Windungspunkte  (m  -—  l)ter  Ordnung 
£  z=  b  unendlich  gross  von  der  Ordnung—,  so  ist  m;  =  oo  selbst 
Zugleich  ein  Windungspunkt  (fi  —  l)ter  Ordnung  und  umge- 
kehrt: -r-  wird  von  der  Ordnung  — ^ili:  unendlich. 

dz  ^       m 

5)  Eine  Function  w^  die  für  jeden  Werth  von  zn  Werthe 
besitzt  und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  unendlich  wird, 
ist  eine  algebraische  Function. 

6)  Eine  nwerthige  Function,  die  mMal  unendlich  wird,  die 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  zwischen  w  und  z^  die  in 
Bezug  auf  w  vom  nten,  und  deren  Coefficienten  in  Bezug  auf  z 
vom  mten  Grade  sind. 


§.  111. 

Integrale. 

1)   Wird  das  Integral    /  f(z)dz  auf  die  Begrenzung  eines 

Flächentheiles  ausgedehnt,  in  welchem  f(z)  nur  in  dem  Punkte 
^  =  a,  der  kein  Verzweigungspunkt  ist,  unstetig  wird,  so  dass 


«  =  a 


und  p  weder  Null  noch  unendlich,  so  wird 

/  f(z) dz  =  2i 7t p, 

2)   Sei  (p(z)  eine  Function,  die  im  Flächentheile  T  stetig 
bleibt  und  ohne  Verzweigungspunkte  ist,  so  hat 

wenn  t  ein  beliebiger   Punkt   der  Fläche  T  ist,   die  verlangte 
Eigenschaft,  und  wir  haben 


z 

f     z  --  t 
T 

und  innerhalb  dieses  Gebietes  auch 
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3)  Sei  mod(t  -—  a)  <  mod(z  —  a),  so  wird 

4)  Besitzt  die  Function  innerhalb  des  Gebietes  T  auch  Un- 
stetigkeitspunkte,  die  jedoch  keine  Verzweigungspunkte  sind,  etwa 

so  wird,  wenn 


0 
2n 


'^^^  =  2^  j  {z  —  ax)^9(if)rf^,     ir  —  a^  =  r^{cos^  +  tsin^) 


Cl^> 


0 

gesetzt  wird, 


*  «       »  ^.(x) 


5)  Das  Integral    /  f{z)dz  genommen  um  einen  Unstetig- 

keitspunkt,  um  welchem  die  z  Fläche  sich  mMal  windet,  und  in 
welchem  nur  eine  polare  Unstetigkeit  stattfindet,  hat  dann  und 
nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  wenn  in  dem 
Ausdrucke,  welcher  die  Art  des  Unendlichwerdens  angiebt,  das 
Glied,  das  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  wird,  vor- 
handen ist ;  und  dieser  Werth  ist  dann  2  m « i  Mal  dem  Coeffi- 
cienten  dieses  Gliedes. 

War  also  h  ein  Unstetigkeitspunkt,  in  welchem  m  Blätter 
der  Fläche  zusammenhängen,  so  hat  man  im  Convergenzbereich 
des  Punktes  h 

m  =  — ^  +  •  •  •  j^  + ^  +  *  (^), 

{z  —  t)«*  {z  —  6)~ 

wo  ^{z)  in  z  ^=  h  endlich  und  stetig  ist,  so  wird 


/ 


f{z)dz  =  2m7rig*^, 


Alle  diese  Sätze  bezogen  sich  auf  Integrale  über  geschlossene 
Flächen. 
6)   Aus 
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WO  if(jg)  Tut  a  =  a  endlich  bleibt,  folgt,  wenn 

i 

F(t)=    r  fp{si)dz 
A,  eine  Constante  gesetzt  wird 

i^XO  =  o'Zo,(* - a)  -  i:  ^-^-^^^  +  MO 

wird  f  =  a,  80  wird  F{t)  logarithmisch  unendlich   und  wir 
erhalten  den  allgemeinen  Satz:    Die  Integralfunction 

t 

F(t)  =   r  fp{is)dz 

h 

einer  algebraischen  Function  tp  (js)  hat  für  t  =  a  dann  und  nur 

dann  einen  endlichen  Werth,  wenn  lim  {z  —  a)q>  (z)  =  0  ist. 

Ist  lim(z  —  ä)<p(^)  endlich,  aber  von  Null  verschieden,  so 

ist  F(t)  für  t  =  a  logarithmisch  unendlich. 

Ist 

lim  {z  —  aYq)  {z\    ft  z  1 

endlich  und  von  Null  verschieden,  so  ist  F{t)  von  einer  ganzen 
oder  gebrochenen  Ordnung,  und  wenn  in  der  Entwickelung  von 

tp(z)   das  Glied  von   der  Form  — - —  vorhanden  ist,  zugleich 

logarithmisch  unendlich. 

Für  den  Fall  ^  =  oo  setze  z  ^=  —  und  bilde 

u 

F(i)  =f^iz)dz  =  -ffim^  =  FUu) 

h 

und  man  hat  sofort  den  vorigen  Fall  vor  sich. 


§.  112. 

Einige  Begrifib  aus  der  neueren  Funotionentheorie. 
1)  Eine  Reihe  von  der  Form 


•-  =  0 
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deren  Convergenzbereich  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener 
Kreis  ist,  an  dessen  Stellen  die  Reihe  einen  bestimmten  Werth 
annimmt  und  stetig  ist,  femer  Ableitungen  aller  Ordnungen  be- 
sitzt, ist  eine  convergente  Potenzreihe  im  Bereiche  A. 

2)  Sei  b  irgend  eine  Stelle  in  J.,  und  B  der  Convergenz- 
bereich von  6,  so  kann  es  geschehen,  dass  ein  Theil  von  B  über 
A  hinausragt,  dann  nennen  wir  die  Reihe  '^(x/a^b)  die  Fort- 
setzung von  "^(x/a),     (Vergl.  §.  113,  8.) 

3)  Unter  singulären  Stellen  verstehen  wir  solche  Stellen 
der  wahren  Convergenzgrenze  von  A^  in  deren  Umgebung  keine 
durch  Vermittlung  einer  Stelle  b  aus  ^(x/d)  ableitbare  Reihe 
existirt. 

4)  Sodann  dcfiniren  wir  die  Gesammtheit  der  aus  einer 
gegebenen  Reihe  ableitbaren  und  in  einander  fortsetzbaren  Po- 
tenzreihen als  eine  monogene  analytische  Function. 

5)  Eine  jede  Reihe  heisst  ein  Element  der  Function. 

6)  Erhält  man  auf  allen  Uebergängen  von  dem  Elemente 
't^(x/d)  zu  einem  anderen  '^^{x/a)  dieselbe  Reihe,  so  nennt  man 
die  durch  ihre  Gesammtheit  dargestellte  Function  eine  ein- 
deutige analytische  Function  im  Gegensatz  zu  der  viel- 
oder  mehrdeutigen. 

7)  Sei  f(x)  eine  eindeutige  Function.  Lässt  sich  dieselbe 
in  der  Umgebung  von  a  in  eine  Reihe  ^  (x/d)  darstellen,  so  sagt 
man,  die  Function  sei  an  dieser  Stelle  regulär. 

8)  Sei'f(x)  eine  gegebene  Function  und  c  eine  singulare 
Stelle  derselben,  und  sei  das  Product 

(^  —  c)"»/(^X 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  eine  in  der  Umgebung 
von  c  reguläre  Function,  so  dass 

(x-crf(x)=^af.(x^cy. 

u= — m 

Alsdann  können  zwei  Fälle  eintreten,  entweder  giebt  es  eine 
solche  Potenz  m,  oder  es  giebt  keine;  im  ersteren  Falle  nennen 
wir  die  Potenz  c  eine  ausserwesentlich,  im  letzteren  eine 
wesentlich  singulare.    Versteht  man  unter  x  —  oo  stets  die 

Grösse  — ,  so  sind  die  ausserwesentlichen  Stellen  der  Function 

X 

f(x)  dadurch  gekennzeichnet,  dass  für  sie 
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{{X  -  cr/ix)}^^^,    {^£(x)] 

weder  Null  noch  unendlich  werden.  Nach  dem  Exponenten  m 
heisst  die  ausserwesentliche  Stelle  eine  m  fache  oder  von  der 
mten  Ordnung. 

9)  Eine  rationale  Function  hat  keine  wesentlich  singulare 
Stelle  und  umgekehrt  ist  eine  jede  eindeutige  analytische  Function, 
deren  Stetigkeitshereich  nur  durch  ausserwesentlich  singulare 
Stellen  begrenzt  ist,  eine  rationale  Function. 

10)  Fügt  man  dem  Stetigkeitsbereich  einer  Function  die 
ausserwesentlich  singulären  Stellen  hinzu,  so  entsteht  ein  Bereich 
Ä\  in  welchem  sich  die  Function  wie  eine  rationale  verhält. 
Dieser  Bereich  ist  ein  begrenzter  oder  unbegrenzter,  je  nachdem 
die  Function  eine  rationale  oder  transcendente  ist. 

11)  Analytische  Functionen,  mit  einer ^ingulären  Stelle  im 
ganzen  Gebiet  der  unabhängig  Veränderlichen,  die  zugleich  ein- 
deutig und  regulär  sind,  heissen  ganze  Tunctionen  [6r(a;)], 
und  zwar  ganze  rationale  oder  ganze  transcendente, 
je  nachdem  die  Stelle  oo  eine  ausserwesentlich  oder  wesentlich 
singulare  ist. 

12)  Jede  ganze  rationale  Function  hat  Nullstellen. 

13)  Unter  Primfun ction  von  x  versteht  man  jede  ein- 
deutige Function  dieser  Grösse,  die  nur  eine  (wesentlich  oder 
ausserwesentlich)  singulare  Stelle  und  entweder  eine  oder  gar 
keine  Nullstelle  hat.  Der  allgemeinste  Ausdruck  einer  solchen 
Function  ist 

[_^ + 1}  A-y , 

wobei  Ä;  und  l  Constanten,  und  G  eine  rationale  ganze  Function 

von  sein  soll. 

X  —  c 

14)  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function 
von  X  mit  nur  einer  (wesentlich  oder  ausserwesentlich)  singu- 
lären Stelle  (c)  ist 


G 


\x  -  cj' 


wo,  wenn  c  =  oo ,  durch  x  zu  ersetzen  ist.    Die  singulare 

X  —  c 

Stelle  ist  eine  wesentliche  oder  ausserwesentliche,  je  nachdem  G 

Lask»,  mathein.  FormeluBammlung.  20 
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eine    transcendente    oder    eine    rationale    ganze    Function    von 

ist. 

X  —  c 

15)  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function 
von  X  mit  n  (wesentlich  oder  ausserwesentlich)  singulären  Stellen 
(^11  ^)  •  •  •  ^n)  kann  in  mannigfaltiger  Weise  aus  n  Functionen  mit 
je  einer  singulären  Stelle  zusammengesetzt,  am  einfachsten  aber 
in  den  nachstehenden  Formen  aufgestellt  werden: 

WO  li{x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  welche  nur  an  den 
wesentlich  singulären  Stellen  der  darzustellenden  Function  Null 
und  unendlich  gross  wird. 

16)  Jede  eindeutige  Function  von  rc,  welche  n  wesentliche 
singulare  Stellen  (CiJb^i  •  •  •  ^n)  und  ausserdem  noch  beliebig  (auch 
unendlich)  viele  ausserwesentliche  hat,  kann  in  jeder  der  beiden 
Formen 


1) 


v  =  \ 


\X  —   Cr) 


n 

ön  +  v 


\X  —  Cv/ 


2)  -i=^ ^^      Ji(j;) 


ausgedrückt  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  Zähler  und  Nen- 
ner fiir  keinen  Werth  von  x  beide  verschwinden. 

Umgekehrt  stellt  jeder  dieser  Ausdrücke,  wenn  die  Functionen 
6ri,  (rj,  .  .  .  02*1  willkürlich  angenommen  werden,  eine  eindeutige 
Function  von  x  dar,  welche  im  Allgemeinen  n,  in  speciellen 
Fällen  auch  weniger  als  n  wesentlich  singulare  Stellen  hat,  wäh- 
rend die  4i^zahl  der  ausserwesentlichen  singulären  Stellen,  an 
denen  die  Function  unendlich  wird,  unbeschränkt  ist. 

17)  Eine  jede  ganze  Function  mit  gegebenen  Nullstellen 

^1)  ^3i  ^?  •  •   •  ttv>f   .  .  • 

ist  in  der  Form 
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m, 

n, 


darstellbar. 

Es  sind  beispielsweise 

0,  ±  1,  ±  2,  .  .  . 

Nullstellen  von  sinnx,  demnach  wird 


inxx  =  nx  JJ  (l J  e'', 


wobei  IT  bedeutet,  dass  gewisse  Werthe,  nämlich  jene,  für  die 

die  einzelnen  Factoren  qo  werden,  ausgenommen  werden  müssen. 

18)   Eine  eindeutige  analytische  Function  f{x)^  die  in  der 

Umgebung  jeder  Stelle  Xq  eines  um  x  =  c  gelegten  ringförmigen 

Gebietes,  wo 

Ri<:x~  c<  R^ 

ist,  regulär  bleibt,  lässt  sich  daselbst  durch  eine  nach  positiven 
und  uegatiTen  Potenzen  von  (x  —  c)  fortschreitende  Potenzreihe 

t 

darstellen.     {Der  Laurent'sche  Satz.} 


§.  113. 
Einige  auf  die  Potenzreihen  sich  beziehende  Sätze. 
1)  Ist 


^{x):=^a,x^ 
80  beschaffen,  dass  der  absolute  Betrag  von  ayX''^  also 

wobei  g  eine  angebbare  Grösse  und  zugleich 

80  convergirt  die  Reihe  für  alle  Werthe  von  x  von  der  Bedingung 

kl  =  Klo. 

I  2)    Das  Product  zweier  in  der  Umgebung  R  der   Stellen 

I      X  =  0  convergenten  Potenzreihen 

i  20* 
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OD 


%  (x)  =  2  »»«' 


0 

00 


0 

lässt  sich  in  eine  Potenzreihe  entwickeln,  die  in  demselben  Be- 
reiche convergirt. 

3)  Eine  ganze  rationale  Function 

/(yiVi-'-yn) 
der  n  Potenzreihen 

ffv  =  '^v  (x),    V  —  1,  2,  ...  n 
mit  einem  gemeinsamen  Convergenzbereich 

(x)<R 

lässt    sich   in   eine    ebendaselbst  convergente  Potenzreihe  "^  {x) 
transformiren. 

4)  Setzt  man  für  yv  Potenzreihen  mehrerer  Variabelen 

so  geht 

/(yi,y2i...y«) 

in  eine  in  dem  gemeinsamen  Convergenzbereich  der  Reihen  ^, 
convergente  Potenzreihe  über. 

5)  Tritt  an  die  Stelle  der  ganzen  rationalen  Function  /  eine 
convergente  Potenzreihe 


00 


0 

und  setzt  man  hierin  für  y  eine  Potenzreihe  mit  dem  Conver- 
genzradius  R 

y  =  ^hf.x-  =  ^{x% 

so  wird  f(y)  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  con- 
vergente Potenzreihe  zu  entwickeln  sein,  wenn  die  Summe  der 
unendlich  vielen  Reihen 


00 


0 

in  einer  Umgebung  der  Stelle  x  =  0  gleichmässig  convergirt. 
6)  Der  Quotient  ganzer  Functionen  ohne  gemeinsamen  Theiler: 

f(yi  yi  > » >  Vn) 

9{yiy%"'yn) 
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geht  durch  die  Substitutionen 

yv  =  '^v(x%    V  =  1,  2, .  .  .  n 
in  eine  Potenzreihe  '^(x)  über,  die  in  dem  gemeinsamen  Gonver- 
genzbereich  der  Reihen  ^r(a:)  so  lange  convergirt,  als  x  nicht 
einen  Werth  annimmt,  dem  eine  Nullstelle  (y)  von  g  entspricht. 

7)  Der  Quotient  zweier  Potenzreihen 

^i(yiy>--yn) 

dessen  Nenner  an  der  Stelle  (0)  nicht  verschwindet,  kann  auch 
wieder  durch  die  obigen  Substitutionen  in  eine  Potenzreihe  ^(x) 
verwandelt  werden,  nur  muss  die  Stelle 

y(o)  =  ?p,(0),     t;=l,  2,  ...n 

in  dem  Convergenzbereich  der  gegebenen  Reihen  liegen;  dann 
giebt  es  einen  Bereich  \x\  <ir^  dem  nur  Stellen  (y)  des  Con- 
vergenzbereiches  von  ^i  und  ^^  angehören,  und  die  Transfor- 
mation in  ^(x)  ist  möglich. 

8)  Sei  eine  Reihe 

OD 

^(x\a)  =:^c,(x---  a)^ 

0 

und  sei  üi  eine  Stelle  des  Convergenzbereiches  B  unserer  Reihe, 
so  wird 


00 


wobei 


^(x\a,a,)  =  ^(^^Hx-  a,y, 


<^'  =  ^{^''''(^-<^)Ua. 


[a»^(ir  —  ay 


[1 

die    aus  ^(a;|a)    durch  Vermittlung    von   04    abgeleitete  Reihe 
^(a:|a,ai)  genannt,  und  sie  convergirt  mindestens  so  lange,  als 

1^  —  Oll  <  -B  —  |oi  —  «1- 
Auf  dieselbe  Art  kann  man  fortfahren. 

9)  Kann  aus  ^(a:|a)  eine  Reihe  ^(a;|a,6)  direct  abgeleitet 
werden,  so  kann  man  auch  umgekehrt  ^(a;|a)  aus  ^(a;|a,6)  ab- 
leiten. 

10)  Der  wahre  Convergenzradius  R  einer  Potenzreihe  ^  (a; — a) 
ist  geradezu  dadurch  charakterisirt,  dass  die  untere  Grenze  der 
Convergenzradien  der  abgeleiteten  Reihen  Null  ist;  ist  diese  nicht 
Null,  so  ist  der  Convergenzradius  nicht  ü,  sondern  grösser  als  K. 


3t0  Periodische  Functionen. 


§.   114. 

Von  den  periodischen  Functionen. 

1)  Eine  analytische  Function  F{x)  wird  periodisch  genannt, 
wenn  für  eine  gewisse  constante  Grösse  w  die  Gleichung 

F{x  +  o)  =  F{x) 

besteht,  cd  und  jedes  ganzzahlige  Vielfache  von  o  heisst  die 
Periode.  Lassen  sich  alle  Perioden  durch  Addition  und  Sub- 
traction  aus  r  Grössen 

2  GDx,  2  G}})  •  •  -    2  (9f- 

ableiten,  so  wird  die  Function  rfach  periodisch  genannt. 

2)  Ein  Periodenpaar  der  doppeltperiodischen  Function,  durch 
welches  alle  Perioden  ganzzahlig  in  der  Form 

a}  =  2fto-f-2ftoi' 
auszudrücken  sind,  heisst  ein  primitives. 

Die  dem  Paare  [2  0,  2 o']  äquivalenten  Periodenpaare 
(2  c3,  2  (5')  sind  gegeben  durch 

2o'=  2/(0+  2g' o' 
wobei  die  ganzen  Zahlen 

die  Bedingung 

1>^'— JP'3  =  ±1 
zu  erfüllen  haben. 

3)  Zwei  Werthe  des  Arguments  sind  congruent  oder 
äquivalent,  wenn  ihre  Differenz  eine  Periode  ist. 

4)  Die  Gesammtheit  der  x  Stellen,  welche  der  Xq  Stelle 

a;o  +  2^0  +  2^' fi}',    0  ^  ^  <  1,    0  ^  e' <  1, 

congruent  sind,  wird  ein  Periodenparallelogramm  genannt. 

5)  Unter  dem  Grade  einer  doppeltperiodischen  Function 
versteht  man  jene  ganze  Zahl,  welche  die  Anzahl  der  Unendlich- 
keitsstellen im  Periodenparallelogramm,  jede  in  der  zugehörigen 
Ordnungszahl  gezählt,  angiebt. 

6)  Eine  eindeutige,  doppeltperiodische  Function,  die  im  End- 
lichen den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt,  wird  in 
jedem  Periodenparallelogramm  eben  so  oft  Null  als  unendlich  und 
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hat  daselbst  jeden  Werth  in  derjenigen  Anzahl,  welche  der  Grad 
anzeigt. 

7)  Wir  bilden  nun  eine  fundamentale  Function. 

Sei 

(D  =  2  ft  cj  -f-  2  ft'  0)', 

wobei  II  und  /t'  alle  Zahlen  von  —  oo  bis  -|-  oo,  Null  ausgenom- 
men, zu  durchlaufen  haben. 

Sodann  bezeichnen  wir  mit  6u  die  Function 

1  (öJ 

Es  wird 

(50  =0 

0©  =  0 

<J  (—  m)  =  —  6  (w). 

8)  Sei 


also 


und 


yi4  rrtr  y(—   W) 


<J' 


dö 

du' 


so  wird 


0(li  -f  2  ö)  =  —  C2n(t*  +  «)ÖM 
(J(W  -|-  2©')  =  —  6^»J(«  +  «')(JM. 


9)  Es  ist 


2  xn         1 

y'  0  r=r  0,     y'  ©'  —  0 
y'  (ö  -f  ö')  ~  0. 

10)  Wird 

yCJ   =r  Cj,       yco'  =rz  aj 

y  (cj  l-  cd')  —  e.i 
gesetzt,  so  wird 

(y'uy  =  4{yM  —  ßi}  {yw  — -  e^}  {yw  —  ^3)- 

11)  Der  allgemeinste  Ausdruck  einer  eindeutigen  doppelt- 
periodischen Function  mten  Grades  ist 
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und  zwar  ist  die  Summe  der  incongruenten  Nullstellen 

m 

1 
der  Summe  der  Unendlichkeitsstellen 

m 

1 

congruent. 

12)    Eine    eindeutige    doppeltperiodische    Function    ersten 
Grades  existirt  nicht. 

Vergleiche:     Königsberger,    17.  Vorlesung  [Ueber   perio- 
dische Functionen  im  Allgemeinen]. 


§.  115. 

Elllptisohe  Reduotionsformeln. 


A.    Algebraische. 


1)  r       ^^  r 


dtp 


2) 


/v(irr 


(Ix 


x^)(l  -\-  c^x^) 


=-/ 


Vi  —  x«sw«y' 
a?  =  tgn  %    x»  =  1  —  c' 

V  1  —  x^dq) 


Vi  —  x^sin^q) 


X  =  cos  (p,     x»  = 


c» 


3) 


/ 


dx 


V{x'^  —  1)(1  4-c2a;2) 


-f 


1  -f  c» 


dqp 


Vi  —  x»sm»9 


X  = 


eosqp 


1 
1  -f-c« 


r 
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r dx_ r        dtp 


AT  =  —  cos  9,      X2  = 


C  ^'  1   -f-  C3 


■^^  7    V(l  +  x^)  (c^x^  —  1)  '^  7    Vi  —  x«sm«9' 


1  .  c' 


^^  •/    V(l  -  ic»)  (1  -  c»a:2)       7 


dq) 


Vi  —  x2sm»9 

a;  =  sintp^    X  r=  c 


7)    r  d^  r         dy 

^  7    V(x2—  l)(c«x«-  1)  7    Vi  —  xäsm^y' 


1 

a;  =  — ; — ,     X  =  c 
csmqp 


8) 


dx /*  dy 

V(a;«—  1)(1  —  c*x^)  '~  ~  J   Vi  —  x*sin^ip' 

a;»  =  sm»  9  +  —  cos*  tp,    x  z=  Vi  —  c« 

c 

9)  Man  merke  für  den  Fall,  dass  x»  >>  1  werden  sollte, 

/dq>  l       /^  d%> 

10)  Setzt  man  in 
so  folgt 


J 


=  {q-p)  J 


dy 


Vao  +  aiy  +  «,j/2  +  a,y8  +  ay* 
Können  nun  p  und  q  aus  den  Bedingungen 

ai  =  0,    a^  =  0 

bestimmt  werden,  so  liefert  die  Anwendung  obiger  Formeln  die 
gewünschte  Beduction. 

11)  Seien  a,  6,  c,  d  reelle  Grössen,  und 

\»\>\b\>\c\>\d\, 
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ferner 

0  <   9   <  y , 

80  wird 


ß) 


V(y 

-a)(y 

-i)(y 

-c){y-d)       ]/{c 

i  — 

c)(b-d) 

d(p 

Vi  —  6*sm*  q> 

«»  — 

h  —  c    a  — 

: ■ 

a  —  c    b  — 

d 
d 

Grenzen  von  y 

y-- 

"     b 

-d)- 

-d- 

-b{a 
(a- 

—  d)sin^q> 
■  d)sin^(p     ' 

«, 

00  oder  —  qo,  d 

y-- 

c(b 
"     b 

-d)- 
-d- 

-  d{b 
(b- 

—  c)sin^q) 

c  und  b. 

d 

!y 

2 

y- 

(y- 

(i)(y  - 

b)(y 

-c)(y-d) 

V(a  -  c)(b  -  d) 

äqp 

Vi  —  B^sin^fp 

j:2 

(a       b)(c 

d) 

(a^€){b- 

d) 

Grenzen  von  y 

y  = 

d(a  • 
-    (a- 

—  c)  -|-  a(c 

—  d)sin^(p 
d)sin^(p    ' 

d,  0 

4i   - 

_b(a- 

-c)- 

c(a  ■ 

—  b)sin^q> 

7j   n. 

a  —  c  —  (a  —  6)sm2  9     ' 
Speciell  wird: 

dy  2  dq? 


V(t/  —  a)  (y  —  i)  (y  —  c)        Va  ^  c      Vi  —  s^sin^q) 


«^  = 


a 


a  —  bstn^q)  ^ 

y  = ^  Grenzen  von  y:    a,  oo 

j/  =  c  4-  (6  —  c)sin^(p  „  „     „      c,    6 


dy 
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S15 


d(p 


V—  (y  —  a)(y  '-b)(tf  —  c)       Va  —  c    Vi  —  s^sin^q) 

a  —  h 


:3 


a  —  c 


c  —  a  cos^  q) 


Grenzen  von  y:  —  oo,  c 


n      n 


&,  a 


b(a  —  c)  —  c{a  —  b)stn^q) 

^  tt  —  c  —  (a  —  &)  sin«  qp 

12)   Seien  a  und  h  reelle  Grössen  \a\  >  |6|,  und  es  werde 
{m  —  a)2  +  n\=  a\    (m  —  6)»  +  w«  =  /J« 
zar  Abkürzung  gesetzt,  sei  femer 

0  <  9  <  jr. 
dy  1  ({g) 


«) 


VCy  —  a)  (y  —  6)  [(y  -  m)»  +  n>]       VM    Vi  —  s^sin^q) 


*    —  2   ' 


1  + 


et»  4-  -B*  —  (a  —  h) 
2ttß 


-1 


« 


«  —  aal  —  cosw  ^  .  . 

—  s- 1 — i Grenzen  von  y:  a,  oo  oder  —  oo,  6. 

ß  l  -{-  cosq)  ^      '  ' 

dy  1  d(p 


y-b 


V—  (y  —  a)(y  —  6)[(y  —  w)«  +  w«]        Va/J   Vi  — £«sm»g> 

a«  +  /32  —  (a  —  6)2] 


••=i{'- 


2m/3 


a  —  y        a  l  -{-  cosw  ^  , 

—    _£  =  _.  > — ! z.  Grenzen  von  y:  6,  a. 

6  —  y       ß  l  —  cosq>  ^' 

Speciell  ist 


dy 


dq> 


V(»  —  a)  [{y  —  my  +  w»]        Va    Vi  —  6«  sm»  9 

1  —  COS  w     ^ 

—  iv ^    Grenzen  von  y:   a,  oo 


^  1  -f-  cos  9 

dy 


1 


d(p 


V(a  —  y)  [fy  —  in)2  +  w2]        \/a    Vi  —  «^sin^g? 

a  —  y  =^  cc  - — ' —    Grenzen  von  y:  ~  00,  a 

^  1  —  cos  9  ^  ' 
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NB.  Wird  a  -f-  6  =  2w,  so  werden  die  obigen  Formeln 
ungültig.  Alsdann  ist  y  —  m  =  z  zu  substituiren  und  man  er- 
hält eine  von  den  Formeln  1)  bis  8). 

13)   Sei  zur  Abkürzung: 

{nii  —  my  +  (rii  -f-  w)*  =^  r' 

(Wh  -  fny  +  (ni  —  ny  =  r^, 
ferner 


so  wird  für 


cotgxv  —  y  )r-^ — —^ .- 

^  »^  4w2  —  (r  —  ri)2 

=  tgn  ((p  — -  w) 


dy  2  dq) 


V(y  —  w)2  +  n«  V(y  —  wO«  +  w  ^       r  +  n  Vi  —  e^  sin^  (p 

(r  +  ny 

Die  Beweise  suche  in  Enneper,  „Elliptische  Functionen", 
§.  3  und  4.  Vergl.  Schellbach:  Die  Lehre  von  den  elliptischen 
Integralen,  §.  143  bis  155. 

B.    Goniometrische. 

Sei  zur  Abkürzung 


J  q>  ^r=  Vi  —  B^sin'^fp 

so  wird: 

sin^xdx       n  —  2     1-\-b^   Psin^-^xdx        n  —  3 


rsin^'xdx  _  OT  — 2     l  +  €«   r 
^  J       ^x       ~n-\'      B^     J 


Jx  (n  — 1)£« 


/ 


sin^-^ xdx  ,    sm**"^ x 


^X  '    (W  —  1)6*  \       I        /  I 

^ =  —    /      . I  dxyX  —  B^sin^x 

^x  «V    Vi  — c^sm^a;      «V 

cos^xdx       n— 2    2  62 — i    fcos^-^xdx  ,  w  — 3    1  —  f* 


n— 1        f» 


.     Ccos^xdx n— 2    262 — i    rcos^-^xdx _. 

^  J  jdX  ""W— 1  6*  ^  ^;3;  I 

zJx        '   (n  —  lj£2     ^  ^       ^  '^ 

/cos^xdx r  dx  r      sin^xdx 

~~^x      "~  J    Vi  —  62sm2;r       y   Vi  —  6«sm2a; 
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ign''xdx_      n  — 2  2  — £«    rtgn^-^xdx      n  — 3       1 


^ic  w— 1   1 — 6* 


rtgn''xdx_      n  — 2  2  — £«    /* 

+  :j -^tgnxVl^e^sin^x. 

Setzt  man  —  n  -\-  i  an  die  Stelle  von  n,  so  ergiebt  sich 
(4)  (5)  (6). 


_  ^^  —  ^      2    /"        da; 
n  —  1        J   sm"-*a; 


•2a?z/a; 


-Ja;       sm^'^a;    w  —  1 
dx  w  —  2     2««  —  1  V*        da; 


r       dx        _       n—  2    2b^  —  l'  r 
^  J    cos^x.d X  n  —  1      1  —  a^  J 


cos^'^xJx 
dx  ,      sinx  dx 


.    n  —  3         f«        /*        dx  . 

~*    n  —  1  '  1  —  £« j    cos^-^xdx    '    cos'^-^a;  (1  —  €')(w  —  1) 

6^     C  —^^—.  =  -  ^""  ^  r2  -  fA   C        ^^ 
J   tgn'^xJx  w  —  1  ^  ^  J  ign^'-^x^x 


Vi  —  f'sm'a; 


a;       (w  —  l)cos2a;/(/w»»-^a; 

n      •  n— 2 


^  J  Jx  w— P  ''J  z/a; 

n— 1^  '^j  ^a; 


£3  !LJ 

c  .  ,^  ...    2 


8) 


'    n  —  1  ^  ^ 

dx  w—2  2  — £3   r  da; 


dx _n— 2  2  — £3   /* 

~""w— Tl  — £«   I 
z/a;[l— £'stn2a;]*  J 

n  —  3         1 r 

w  —  1  ■  1  -  £«  J 


w— a 

-Ja;[l  — £2sm»a;]  * 
da; 

^ia;[l  -  £2sm2a;]  » 
e*  .<?m  a;  cos  a; 


n— 1 


(w  —  1)(1  —  £>)[!  —  e^sin^x]  » 
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/ri o   •  ,   18/  =  :i 5  /  l/l  —  £»  sin^x  dx 
[1  —  B^sm^xy^       1  —  a' j 


B^  sin  X  cos  X 


1  —  «*  Vi  —  B^sin^x 

9)  Beachtet  man  die  Identitäten 

1  —  [1  —  B^sin'^x'\ 
stn^x  = ; — - 

««  —  1  -+  [1  —  ß3  sin^x] 

so  lassen  sich  die  Integrale 

sin^'^xdx 


f 
I 


[1  —  B'^sin'^xy  J  X 
cos^^xdx 


[1  —  B^sin^xy  J  X 
leicht  auf  obige  zurückführen. 

10)  Man  merke  auch  folgende  Reductionsformel:    Sei 


Ä 


J  (1± 

=/ 


ei)dx 


^x 

so  wird 

Bn  i  ß-Bfi-1  =  -P«  * 
oder 

wobei  Po,  Pi  nach  dem  Obigen  bekannt  sind,  und  demnach  iJo,  -Bi . . 
gefunden  werden  können.    Insbesondere  ist  für  |  =  sinx 

dx r  dx 

(1  ±  Bsinx)  l/l  —  B^sin^x  ~  J  (1  ~  B'^sin^xf^ 

sinxdx 

+ 


r si 

J  (i- 


B^sin'^xp» 

11)   Sei 

dq) 


f 


(a  -f-  sin  (pY  Vi  —  B^sin^q: 
so  wird 


M, 


r 
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—  2a2«2)a[w  — l]4-(n  — 2)(6a««2  — €«  — l)[n  — 2] 
+(10  —  4n)  a  £«  [n  —  3]  +  (n  —  3)  e^  [n  —  4]. 

Insbesondere  ist 

/<?y  _        /• djp 

(a  +  sm  q>)J(p  ~^  J   (a»  —  sw«g?)]/l  —  a^sin^fp 

/sin  q>  d(p 
[«2  —  sifV^  tp]J  q>' 

12)  Sei 

r         ^y  _  m 

J   (a  -f  cos  (py^J(p       ^  -" 
so  wird: 

(a  +  ^41--  ^  "  ^"  ^  '^^^^^  ""  '^  -'  ^'^  ~  ^'^"^'^^  ^  '^ 
4-(w  — 2)(2  62— 1  — 6a«£2)[w  — 2]  +  (2w— 3)(1  — 2«2 

•     +2a»6»)tt[w-l]  +  (n— 1)(1— a«)(l-6«  +  a2«2)[n]. 

Speciell  für  w  =  1  findet  man: 

r  d(p   ^^   r d(p 

/        cos (p  dtp 
(a*  —  cos^  9)  -^  9 

13)  Setzt  man 

J  {a-i-tgnfpr^ip  ^'  ^^' 
so  wird 

- — f-- ^      =  __  (n  —  3)(1  —  62)rn  —  4] 

+(4w— 10)a(l~£2)[H-3]-(n— 2)(2  — 62+6«»— 6a2£2)[n  — 2] 

4-(2n  — 3)a(2  — f2+2a2  — 2a2  62)[w_l] 

~(n-l){l  +  a2(l-a2))(i_^a2)[n]. 

Insbesondere  ist 

dg)  r  cos^tp  d^ 

(a  -{-  tgn  (p)  ^  (p  j    a'  —  (1  -f-  a'^)sin'^(p  J  (p 


/sin  rp  cos  q)d(p 
{a«-(l  +  a«)}^9 
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das  erstere  Integral  ist  gleich: 

1         r dq^ .         1         r  dip 

1  +  aV    [a*  —  (1  +  a^) sin^ (p] ^ q>  "•    1  +  a^J   J(p 
14)   Sei 

d(p 


i 


=  [«], 


80  Wird: 

(f+  r„.y.  -  (^ » -  ^)  I» + -  (1 +.■)+»•.■!  M 

—  (2w  —  3){1  +  2a(l  +  €«)  -f  3a«£«|[n  —  1] 

+  2(n  —  2)(3af2+  1  +  £«)[n—  2] 

—  (2n  —  5)£«[n  —  3], 

Beweise  suche  in  Di  enger,  Differential-  und  Integralrech- 
nung. 

15)   Sei 

so  wird: 

(a  +  sin(pYcos(p.^q)  =  n(l  —  a*)(l  —  a^s^)An-^i 

+  a(2n-|-l)(l  +  a2  — 2a2«2)^»  — (n+l)(l4-€2  — 6a2£2)^„+^ 

—  2(2n  +  3)ae^.4n+2  +  (♦»  +  2)a»J^^.3. 
Sei 

so  wird: 

£i*(i  +  cos  <p)»  sin  <p  J  (p  =  n(l  —  &«)(e»  +  ««6»)£«_i 

+  2(2»  +  3)J«>B,+j  —  (n  +  2)«*JB»+,. 
Sei 

(c  4-  tgn  ipY 


so  wird: 


-(2»  +  l)c(l+£-'  +  2c«£i^C„  +  (M+l)(l  +  f»  +  6c»ff)C7,+, 
—  2  (2  «  +  3)  c  f  ■*  C\+3  +  Cn  4-  2)  f»  a.+j. 
Alle  diese  Integrale  lassen  sich  auf  folgende  zwölf  zurück- 
führen : 


r 


Es  ist 
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Aq^    Ai^    A.2^     A^i 

-Boi    ^1,    ^i-     J5-1 
Co,     t>i,     62,      C— 1. 


wobei 


Ao  ^So  =  Co=J  ^ 


1  — 


£  CO.S  9? 


d  (p 


/sinw   j  1    , 

^       dw  =  TT-  log  - 


+ 


4d  (p 

/cosw    ^  1  .    r     .      T 

-^       aq>  =  —  arc  sm  [s  sin  q>\ 


^  (p 


_    ^1 
Femer  hat  man: 


«2  =  1. 


e^A,  =  (1  +  ^^«^)/^  -  y'z/9.rf(p  4-  2ae^f^-^-  d^ 
e^B,  =  (6^ £2  _  ^d/^  +   fj<pdip  +  26  62  y^f^J^  dy 

•~^        a7   ^9        «3     /        ^  sin'-^ y  ^hcp~  J   a'^  —  sin'^tp'Jq) 

J  a' 

~*  ~        1  -  6V    ^9      (1  —  ^7^     /  siii^  z^y 

i     r  cos(p  dfp 

'  J    1  —  6^  —  siW^tp  Zy 

Laska,  mathem.  Formelnsamtnlung.  21 
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/sm  9?  cos  9?  d  q) 

c2  —  (1  -|-  c«)sm»9  z/9? 

Für  die  hier  vorkommenden  Integrale  merke  man: 

sin  q)         d(p 


sin^(p  ^fp 


,     cosq>\/\ 


—  €^a^ 


2  vT^T^syiTT^ 


log 


f 


cos  qpl/l  —  6^a- 
~  ^T^  »^    1  —  a« 

•  cos  qp  d  qp 


1  —  ft2  —  sin^qp  ^9) 


14-- 
1  ^    ^ 


f 


sin  q>  1 /i^np"7*73 


s«w  g)  cos 9)  dg? 


c^  —  (y 2  _j_  1)  si^2  (p  jq) 


1                  1  -    I    ->r   r  1  4-a/c2 

-^ —  log  '     ' 


i+j^y."+^ 


16)  Sei 


2   \/l +  c'Vl +  £,^C3         ,  ,      -i/ci+l 

/^fa  +  smV);: 

so  gelten  folgende  Kelationen: 

(a  -\-  sin'' q>y  sin  tp  cos  (p  d  fp  =  —  2Ma(l  -)-  *)(!  +  «*«)-P»-i 

+  (2m -f  1)[1  4- 2a(l +  «')  + 3a»£«]P« 
-  (2»  +  2)(1  4-  £«  4-  3a«')  P„+i  +  (2tt  +  3)£»P„+j. 

(6  +  cos' y)» sm 93 cos 9 z/ 9  =:  2»6(1  —  6)(£,'  —  £»6)  $»_i 

—  (2»  +  1)[£,'  +  2h(sl  -  £')  -  UUi\  Q, 
+  (2  M  +  2)  (£  •>  -i^-U  «')  <2„+,  +  (2  «  +  3)  f '  g„+,- 


1 
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ic±tgn^pgn^J^  ^  _  _  _  ^, 

-  (2»  +  1)[1  -  2c(l  +  e»)  +  3  c»£i»]  B„ 
+  (2m  +  2)(1  +  «*  -  3C5»)  J?„+,  +  (2»  +  3)e-'B„+,. 
17)  Sei 

T  -  f         <^y 

J   (h  +  g sin^ 9)"«^/ 9' 
so  wird: 

________  _  __  (2w  _  S)«»!-^, 

+  2(»»  -  2)[i7(l  +  f*)  +  3Ä6»]  T„_a 
-  (2»»  —  3)0/»  +  2A5f(l  +  ««)  +  3Ä>t»]  T„_i 
+  2(ftt  -  l)h(g  +  Ä)(^  +  Aa>)r„. 
Die  Beweise  suche  in  Enneper,  „Elliptische  Functionen". 


§.  116. 

Einige  Integrale,  die  sioli  auf  elliptische  zurückführen 

lassen. 

J    V^»+l  ^ 

/de  i       9> 

r     — £f Vergl.  Grelle,  Journ.,  32,  S.  213. 

J    V±  (1  —  a;ä) 

/dt  1  ^      W 

-f-  Vi  —  sing?,     1  -j"  sm^)  =  a;i,     1  —  sintp  =  oTj, 


21* 
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8 


10 


11 


12 


13 


U 


15 


16 


17 


h 


dz 
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Z'^  =  X, 


Va  +  6^2  _|_  cz^  -{-dz^' 
X  d  X 


pa  +  6x2  ^  cx^ 
dx 


,    a  +  *^^  +  ö^*  =  -s^S 


,    a  -f-  6a;2  -|-  cx^  =  ^c'^^ 


j  dx{a'\-hx-\-cx^-{-dx^)-^,    '^a-\-hx-{'QX^-[- dx^ 


x^a  -|-  s 


/vT 


rfX  ,         1 


2z 


dq> 


-\-  bcos<p  -\-  c  sin  q> 


f 


Setze  (p  =  2i>  -\-  a  und  be- 
stimme a  aus  b  sin  «  =  c  cos  a. 

dcp 


yA-{-Bcosq)-\-Csinq>-\-Dcosq)-{~Esinq>€OS(p'{-Fsin'ip 
Vergleiche  Gauss'  Werke  III,  S.  333. 


^:^ 


s^n  cc 


f  A^^r— — T  ~";~^  f  1  — cos2asm29?  =  ?/f  s/ 
J    p  1  —  cos-asm^q) 

B  ^^    f  -^3/ ,  "1^1  —  cos'^asin^(p  =  y'^sino^ 

J    y  1  —  cos2  a  sin^  9? 

/i /*l/l  —  cos'^asin^w   ,  .  t/^ 

t/  sin  9  Vcosa 

Diese  Integrale  reduciren  sich  auf 

y^ysincüdy 


A 


J    V —  sina 


B 


C 


(1  4-2/'j  +  (l  +5^2«)  2/4 

3     r  x^sincc  dx 

2  •/    V—  sm  a  (1  +  j;6)  +  (1  +  sin^a)  x^ 

aiV r*  (1  —  cosay*)dy 

^  Vri 


V(l  +  y^)cos(x,  —  (1  -j-  cos'^a)y^ 
Vergleiche:    Verhust:  Chap.  XIV.     Dasselbe  erweitert  mit 
Literatur,  Enneper:  Note  I. 


Elliptische  Integrale.  325 


§.  117. 

Pseudo-elllptisolie  Integrale. 

1)    Sei  F  eine  algebraische  rationale  Function,  so  wird,  wenn 

gesetzt  wird, 

/sin  (p F (sin^ (p ) d (p 1     /*  F(js) d z 

y\  _  t^sin^fp     ~"  2J    \/(l  —  ^)(1  -  a'^z) 

/cos(pF(eos'^(p)d(p 1     rF{\  —  z)dz 
1/1   —  h'^'ShPtp      ~    "^  J     VJ{\   —   f2;2r) 


/tßn  y  F{tgyi^  y )  ^  y  _  i_     /  \1  —  z) 

Vi  —  £2srw2  9?       "~    2  ^        ;Sr(l    —  ;2r)l/l   —   £2;8f 


Diese  Integrale  sind  also  nicht  elliptisch. 
2)    Ebenso  lassen  sich  die  Integrale  von  der  Form 

f{x)dx 


J      1/(1    -    a;2)(l    -    £2^2/ 

wenn  /  eine  solche  Function  ist,  dass  resp. 

durch  die  Substitutionen  

1         , T  /l fä  J*2 

auf  algebraische  Integrale  zurückführen. 

Vergl.  Hermitte:    Liouville  Journ.  VI,  p.  5  bis  18. 


1 
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§.   118. 

EUiptisclie  Integrale  erster  Gattung. 

1)  F(g>,e)=   f  ^.  !   .  ,     ^    *'<!• 

2)  Sei 

z/y  =  Vi  —  a'siw^g), 
so  wird,  wenn 

cos  6  =  cosfp  cos  il;  +  sin  y  sin  ^  ^  ö, 

F(q>)  ±  F(^)  =  F(o). 

3)  Es  ist  auch 

-  F(<p)  =  +  F{-  q>) 

4)  Sei  «i  der  complementäre  Modul,  so  dass 

62  +  ,^  =  1, 

so  sollen  die  vollständigen  Integrale  bezeichnet  werden  wie  folgt : 

7    Vi  —  £3sm2^'  ^    Vi  —  fi/sm'g) 

0  0 

5)  Sei 

fflfwcp  =  — i TT—S  — : —  =  B\\  L  an  de  n'sche  Transformation, 

so  wird 


6)  Sei 


d(p 2        f*  dw 

Vi  —  BiSin^w 

0 


(p  w 

r  dip  _    2      r 

J   ^(p  -l-\-sJ 


2  V««- 


1 


so  wird 


1  +  ««-1         " 
sm{2  9„  —  9)„_i}  =  «,^_i  st«  g)„_i, 


r 


Wird 
so  folgt 
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Bn  =  1, 


f  1  n] 

-F(9,  f)  =  a  f  1  £a . . .  fn-i  log  tgn  ^ y  (fn  +  j| 

7)    Setzt  man 


so  folgt: 


.    „  11-4-  stni^ 

tgn^  (f  z=:z  — : — -, 

^     ^        £i  1  —  smi^ 


d(p 


1 


dtl> 


8)  Wird  weiter 


sin  ^  rr^ 


2(1  +  €,)^ö.s0 


(i  +  v^iy  +  (i  -  V£i>sm2ö 

gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

dif  2(l  +  f,)dÖ 
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9)    Verbindet  man  beide  Substitutionen,  so  wird  für 
n    I   ,■>,,•„,  ^  _  (1  +  V^O'  +  2(1  +  6.)  sm  ö  +  (1  -  VaQ«  sm»  ö 

<?y  _  2 dö 


\/'-(t 


§.  119. 

Elliptische  Integrale  zweiter  Oattung. 

1)  Bestehen  die  Gleichungen 

F(q>)  +  F(t^)  =  F(ö) 
cos  0  =  costp  cos  1^  —  sin  q>  sin  ip  ^d  ö 


\(A) 
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SO  wird,  wenn 
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gesetzt  wird, 

E((p)  ~|-  J?(^)  —  E(0)  =  e^sinq)  sind;  sind, 
2)   Für  die  vollständigen  Integrale 


n 


n 


E 


=   f  dipVl  —  £^sin'^(p,     £'  =  fd(pVl  —  e'^sin^g: 


gilt  die  Beziehung 


3r 


3)  Setzt  man 


K'E-\-  KE'  =  KK'  +  ^ 


r  dip 


so  wird 


und 


/  r 

I  ^ (pdfp  --  j   Jn^udu  =  E(u) 

0  0 

X 

E=  fjn^udu  —  E{K), 


wobei 


2 


J  ^9 


Diese  Form  der  Integrale  zweiter  Gattung  rührt  von  Ja- 
cobi  her. 

4)   Die  Landen'sche  Substitution  liefert 


1  — € 


2 


E  (9„,  Bn)  =  (1  +  ff.)  E((pn^i,  f „+i)  H —  F(9„,  En)  —  £n  sin  tp^, 

wird  Bn=  1,  so  folgt  hieraus 

E((pn  Sn)  =  sin  9«. 
ex    ^   i-n/      M  ^  T?r      \  I     1    i?/      \       €sin<pcosq> 


(^tc 


££, 


S{       Jq> 


r 
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dt 


st. 


1      sin  cp  cos  <p 
«  Vi  —  «*sw»9 


7)  ■^^\E(q>,t)]==-^{Fiip,t)-E(<p,t)] 

8)  ^  {E(ip, f,)j  =  i;  {F(q>,  s,)  -  E(q>,  £«)}. 
Speciell  für  9?  =  -jr- 


9) 

10) 

JA' 
dt 

11) 

dE 
dt 

1-5»^ 

dE' 

\k-Ie\ 


iK—-E'\ 
t      ] 


^     de 

Vergl.  Enneper:    Elliptische  Functionen,  §.  27. 

a 

13)   sm/Jros/5Vl-£;^.sm2^  T- ^^!?     ,,,    ,      "^^^ 


'  J    1  — cos«a 


dö 


cos2ö\/i--£2smaö 


dr 


=  ^  -  {f  (a,  £)  iiC^,  £,)  +  JEC«,  t)  Fiß,  £1)  -  F(a,  t)  Fiß,  £.)}. 
Ibid.  §.  28,  29. 


§.  120. 

Elliptische  Integrale  dritter  Gattung. 


1)  Sei 


i7(qp,0,  «)=    /     — 1 ?-- r— ; — , 

J    (1  +  asm«qp)^9» 
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80  kann  dieses  Integral  immer  in  ein  solches  verwandelt  wer- 
den, bei  dem  a  negativ  und  der  absolute  Betrag  von  a,  |a| 

0<|a|<l 
wird. 

L    a  zwischen  —  oo  und  —  1. 

Setze 

1  —  s^sin^a 

cos^  a 

so  wird 

sodann  ist: 

n{tp,a,B)=      ^_^^      cotfan(ip,^a^stn^a,€)--j^^F(q>,a) 


yi-^a^sm^a    ,      ,     f  1  +  tqnaign  w  V(l  —  b^sm'^a)(\  —  e^sm^w) 
'       2(1  — £2)         ^  [l—tgnatgn(pV(l  —  £^sm^a){l  —  s^sm^q)) 


IL    Ist  a  zwischen  0  und  oo,  so  setze 

a  =  £*  tgn*  oc, 


so  dass: 


sind 


Vl-^-s^tgn^a 
2)  Setzen  wir  also 


r  arctgn  [smatgn(py(l~\^6^tgn^a){l  —  s^sin^  g))]- 


dq) 


n{q>,n)=:  f  —- ^?  ,    0<|wf<l 

0 

und    es    mögen   die  Gleichungen   (A)  des   vorhergehenden   Ab- 
schnittes bestehen,  so  wird,  wenn 

_(1  +  ^)(^^  +  ^) 


(0 

n 


77(9),n)  H-  iT(^,w)  -  7T(ö,i?) 


1       .    ,  nVcasinmsmilfshiö 

=  -7-  arctgn 


y^j  1  —  w  s/w'  (>  —  n  sin  (p  sin  lif  cos  ö  z/  0 

3)   Sei 

tanw 


Vi  —  l^sin^ip 
A  =  (1  +  n)  (1  4-  J), 
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SO  wird 
4)    Sei 


n{fp,n)  =  J 


dq> 


(1  -f-  nsin'^q))^  (p^ 
0 

so    haben  wir  die  Normalform  von  Legendre  vor  uns.     Die 

Normalform  von  Jacobi  lautet: 


s^snacna  ^nam^u    , 

— du 


n'(u,a)=z   /  — — - — 


0 
und  es  besteht  die  Beziehung 

wobei 


=  —  «2  5^2  flj        U  =     I    --5- 

J     ^9 


n 

5)  Man  merke  auch 

n{u,a)  =  IT(a,u)  +  uE(a)  —  aE(u), 

Diese  Formel  führt  das  Integral  der  dritten  Gattung  auf  ein 
anderes  zurück,  in  welchem  das  Argument  und  der  Parameter 
mit  einander  vertauscht  sind. 

6)  Wir  haben  folgende  Reductionsformel: 

1)  n  zwischen  0  und  —  «»,  w  =  —  s^sn^a 

/dw  ,    tgnama  „,.      . 

(1  +  nsin^fp)^fp        ^    '      ^na         ^  '  "^ 
0 

2)  n  zwischen  —  £»  und  —  1,    w  =  —  a^sn^(ia  -f-  K) 

r___d^____  ^  ^  ,  ^n{a,B,)  .jj,.    .^ 

J   {\  -\- nsin^fp)/! (p  "^  £/sw(a,ai)cw(a,fi)         ^  '       '     "^ 

0 

3)  n  zwischen  —  1^  und  -—00,    n  =  —  e^sn'^{a  -{-  ix') 

f         ^y  ^^     ^ff!^^!a±n'(ua  +  ix) 

J   (1  4- wsm«9)^9)  -Jwa 


nn 
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4)   n  positiv,    n  =  —  e^sn^ia 


dq> 


(1  -|-  nsm^(p)^  q) 


_  sn  (a,  6i)  cn  {a,  e^) 


^u  4 


J  n  (a,  By) 


i  n(u^ia) 


7)  Man  merke  insbesondere: 

i7(0,a)  =  0,    n((p,x)  =  0,    n((p,ix')  =--  00, 
77(9, X  ±  i x')  =  0,     77 (x, n)  =  nE{a)  —  a E. 


§.  121. 

Reilienentwiokelungeii  für  elliptische  Integrale. 

fl    1  13 

l)   F(9,  f)  rrrt^  Ä  —  sin  (p  cos  (f  Ij^  *"  +  271  ^^  ** 


2.4.6     '     ^         J 


1  3 

etc. 

Für  den  Fall,  dass  €  nahe  an  1  ist,  wendet  man  bequemer 
die  folgende  Entwickelung  an: 


2)   F((p,  B)  =  K'logign  (^45o  +  ^) 


^_L.!1.  ,.       1:3 


1.3.5 


La   «2 i^  A   jc4  -J-illi^  A   F^ l 

2  ^i«i        2.4^^'^  +2.4.ü^^'*  ) 


smy  l2 
1 

1  3 

A  =  "4  ^(/w^  ^  ~  274  '^^^^^ 

etc. 


3)    Sei 


und 
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1   -f-  £j 


i^(y,  e)  =  Aq)  —  Äi  sin  2  9  -|-  -^2  ^*^  ^9  —  ^3  sin  6q>  -\— 
so  wird 

1  +  1? 


^1  = 


1 


2^'^  2'  2.4:'^     '    2.4  '  2.4.6 ''^  "i 


1    —  Lil^n    L^    1  I  1  l-^-S   4  I   l_i3   1.3.5.7 
'*""       2       ir2.4''  +2"2.4.6''  "'"2.4'2.4.6.ö''   ^" 

.  1  +»?  fl      1.3.5    ,    ,    1      1.3.5.7     ,    , 

^'  =  -3-|t  •  2TO  '''+  2  •  OTO  ''  +••• 

etc. 
Man  merke  insbesondere: 

-='^(i7)i'+a)*''+(o)*'.'+(^)'-'+ 

'_i[, +  21..   ,185^,    ,18655 


384 


49152 


4)  -E'(g>,«)=^9^ß+sm9?cos9{2^£2  4-2-j  «*^i 


+2^6*^^^+ 


^*  =  4  '"'^^  +  472 


6 


6.4 


6.4.2 


A  ■■■«•l?  I  '  •         A  I  #»0  .^  I  1.0.    Ö 


87674  *'"  "P   ^  87674:2 


etc. 


34  Elliptische  Integrale. 

5)  E((p,e)  =  simp  —  logtgn  ^45«  +  -|^  E' 

~m^[2  ^'''  ■"  271  ^^''  +  2TI76  ^'''  ~ 

1  '  3 

1  5  5  3 


) 


6.4 
etc. 


6.4.2 


6)   Seien  iy  und  s  beide  sehr  klein,  so  wird 

—  s«n  g)  cos  9  1-^  -4.  +  Äi  Bi  +  ^3  i?2  4 — | 
wobei 

^  =  >»'  + 1 «» 

A  »         \  i  *«|l-«^«-l"i»"«0_ 


etc. 


ß,  =  i  sw«  <P  4-  J72 


etc. 


7)   Sei  ifi  nahe  an  1,  a  sehr  klein,  so  wird  —  ij*  =  asmö  gesetzt: 

1.3.5  .  _^  I 


-(-  sin (p cos (p  j-^-  .4o  —  J-i^i  +  .4jB,  —  A^B^  -\ 1 
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Ao  =  s  sin  0  —  -75-  £^ 


Ai  =  B^sin^e  -  ^  B^sine+~  «* 

A^  =  e^sin^O  —  77  e^sin'^d  4-  ^  e^sinO  —  ,^ '    '     «^ 

2  2.4  2.4. b 

etc. 

etc. 
8}    17  und  £  seien  nahe  an  1. 

"^  ****  ^^  I2"  cös*w  —  -^o-Bo  +  A-Bi  -  ^^a  H j 


Bo  = 


etc. 

J^_l J_     1       1 

4  cos*  9        4     2  cos"  9) 


p   _  1  stnity        3.1      I        .3.1.1      1 


6  oos^  ^        6.4  cos^  (p    '  6.4.2  cos'^q) 

^    _  1  sm^y        ö.lgingy    .  5.3.1      1 5.3.1.1     1 

^  ""  8  cössg?        8.6  cos« 9?  "■  8.6.4  cos* 9      8.6.4.2cos2g) 

etc. 
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Allgemeine  Formeln. 
§.  122. 

Es  werde  zur  Abkürzung 

sinus  amplitudo  mit  sin  am  oder  sn., 
Cosinus  amplitudo  mit  cos  am  oder  m, 
Delta  amplitudo  mit  z/aw  oder  ^n 
bezeichnet. 

Sei  6  reell  und  kleiner  als  1,  ebenso  fi,  und  sei 

e'  +  ^i'  =  1, 
femer 

u  =  arg[ument]  am[plitiido]  {(p  für  den  Modul  «} 

oder  kürzer 

u  =  argam  {9?, «}, 

so  wird: 

/da?  r dx 

Vi  —  a^sin^q>  "  J  VT^~x^  Vi  —  e^x^' 


0 
dabei  ist 


X  =  Slflfp 

tp  =r  am{u^e] 
X  =  sin  am  {11^  e] 


Vi  —  x^  =  cos  am  [u^e] 

Vi  —  s^x'^  =  Jam{u,6}. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  sofort: 

sn'hi  -\-  cn-  u  ■=  \ 
Jn^u  -\-  s^sn^u.=  1 
Jyi^u  —icn^u  =  B^ 
Jn'^u  —  Jn^v  r^  B^{sn^v  —  sn^u} 
sn^u  —  sn^v  =  cn^v  —  cn^u 


r 
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snu  =  Vi  —  cn^  u 

1 


sn  u  =  —  Vi  —  Jn^u 
s 


cnu  =  Vi  —  sn'^u 
cnu  =  V^n^  u  -f-  ^i 
dnu-=z  Vi  —  B'^sn^u 
dnu^=  V« '  +  oii^  u. 

Wir  führen  noch  die  vollständigen  Integrale  x  und  x'  durch 
die  Gleichungen 


n 
T 


/d(p  /•  dx 

Vi  —  e^sin^q>  ~  J  Vi  —  x^  Vi  —  e^xl 


X 

0 


9t 

~2 


x'  =  r     ^^     =  r -^^  

J    Vi    —    f/Sm^ip  7    Vi    —   ^2  Vi    —    £2^;^ 

0  0 

und  bemerken,  dass 

am  (x  —  m)  =  coam  ( w). 
Sodann  gelten  folgende  Formeln : 
1)  —  snu  r=:  sn  (—  ti) 

cnu  =  cn  (—  m) 
z/»  u  =  dn  (—  w). 

cnu 


2)  5in  eoaw  w  = 


cos  coam  w  =  «^ 


Jnu 

snu 


dnu 


Jcoamu  = 


^n  u 

3)  l  =  ssnu  sn  (u  +  i  x'). 

4)  Seien  m^n  positive  ganze  Zahlen;  di  und  Sj  entweder  -(-  1 
oder  —  1,  so  wird,  wenn  zur  Abkürzung 

{u  -{-  2n8iX  -}-  i2 m d^ x'}  =  Wi 

{u  4-  2n*ix  +  i(2m  +  l)*2x'}  =r=  w^ 

{u  +  (2n  -f  l)5ix  -t-  i2md^x'}  —  w^ 

{ti-f-(2n4-  l)ÄiX  +  i(2m+  l)«iX'}  =  ujg, 

liASk»,  nwtliem«  Formelnsammlung.  22 
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gesetzt  wird: 

snwi  ■=  ( —  lysnu 
cn  Wi  =  (—  !)"•+«  cn  u 
dnwi  =  (—  ly^^nu 


snw2  = 


€  sn  u 


cnwa  =  id^i—  !)«»+»•+' 


^nw2  =  ^Ä2( —  1)*"+^ 


£  sn  II 
cnu 


snw^  =  öi(—  1)**  - 


snu 
cnu 


cnw^  =  Ol  {—  l)"»+«-i  -i- 


^nw^  =  (—  1) 


m    L 


dnu 


snw4  =  Äi  (—  l)»» 


£ 


l 


Jn  Wi  =  i  A3  (—  1)»» 


£cnu 
B^snu 


cnu 

5)  sn{2nx  +  2  mix')  =  0 

cn[(2»+  l)x  +  2mix']  =  0 

z/n[(2w  +  l)x  -f  (2m  -f  l)*x']  =  0. 

6)  sn[2^ix  +  (2  m  +  l)ix']  =  00 

cw  [2  M  X  -f-  (2  m  4-  1)  i  x']  =  00 

^n[2nx  +  (2m  +  l)ix']  =  00 

7)  Ist  sww  =  snv^  so  wird: 

t*  —  t?  r^  4  w  X  -f-  2  i  m  x' 

w  -f  t;  =  (4  n  4-  2)  X  +  2  m » x'. 
Ist  cnu  =  cn v,  so  folgt : 

w  —  V  =  4  w  X  -j-  2  w  (x  -|-  i  x') 

w  +  V  =  4  M  X  -(-  2  w  (x  4-  i  x'). 


r 
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Ist  ^nu  =  ^/«t;,  so  wird: 

tt  —  t;  =  2wx  -]-  imix' 
u  -\-  V  =  2nK  -j-  imix\ 
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8) 

Ist 

so 

wird: 

Ist 

so 

folgt: 

Ist 

80 

wird: 

snu  = 


snvs 


V  =  2nx  -\-  2mix'  ~  (—  l)*»w. 
diu  =  —  cnv^ 

V  =  2(2n  +  w  4-  l)x  +  2w*x'  ±  u. 
t;  =  2»x  +  2(2m  +  l)ix'  +  u. 


1) 


3) 


5) 


7) 


9) 


Speoielle  Formeln. 

§.  123. 


snO 

0 

2) 

snx  1=  1 

cnO  — 

1 

cnx       0 

z^nO  — 

1 

^Jnx  —  Si 

snx' 

1 

4) 

sn2x     -  0 

cnx' 

0 

cn  2  X  — r  —  1 

/Jnx*  — 

£ 

z/n  2  X  —  1 

s»4x  .— 

0 

6) 

snix'  —  oo 

cn4x 

1 

cn  i  x'        00 

z/n4x 

1 

-^H  i  x'            00 

sn  2  i  x' 

0 

8) 

sn  4  ^  x'       0 

c»  2  /  x' 

1 

• 

cn  4  i  x'        1 

An2iW  — 

— 

1 

dn  4  i  x'        1 

sn(x 

+ 

i  x')  — 

1 

£ 

cn(x 

4- 

ix')  -= 

+  * 

iL 

£ 

An(x 

+ 

ix')  — 

0 

22* 
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X  1  K  i 

10)  sn  -^  =  11)  sni-^  = 


2        Vl  +  £i  2        Ve 


12)  sn 


cn(j  +  ix'j  =  +  «\/T- 
13)  .n(x±i^)  =  -i- 


c»  (x  ±  t  l")  =  +  «■  |/l^l-f 


14)  sn(^^)  =  Yr^s 


6 

7C  +  ix' 


15)                sw(2xi:  2ix')  =  0  16)       sn(4x  +  4^x')  =  0 

m  (2x  +  2ix')  =  1  cn(4x  +  4ix')  =  1 

^n  (2x  +  2ix')  =  —  1  z/n(4x  +  4ix')  =  1 

17)  sw  (ti  ±  x)  =  + 


cw  (w  +  x)  =  _[_  £1 


/dn  (m  +•  x)  =  -j-^, 


r 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


24) 


25) 


26) 


sn  (u  +  ix')  = 
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841 


cn  (u  +  tx')  =  -\- 


6snu 


sn  {u 

cn  (u 

^n  (u 

sn  {u 

cn  (u 

^n  (w 

sn  {u 

cn  {u 

dn  (w 

sn  (w 

cn  {u 

dn  (u 

sn  {u 


Bsnu 
.  cnu 


+  ix')  =  4-  i 

+  4  x)  =  sn  w 
+  4  x)  =  cw  w 
+  4x)  =  ^nu 

+  2x)  r^  •—  sww 
+  2x)  =  —  cnu 
+  2  x)  =  Jn  u 

+  2ix' 

+  2  ix' 
+  2  ix' 


+  4  ix' 
+  4ix' 
+  4ix' 


=  snu 
=  —  cnu 
=  —  ^nu 


-{-  9C  +  i  x' 


=  snu 
=  cnu 
=  /Jnu 

/4nu 


cn  (ti  -f-  X  +  ix' 

/dn  (w  -f-  X  +  ix' 

sn  (w  —  x  +  i  x' 

cn  {u  —  X  +  i  x' 

-ii/n  {u  —  X  +  ix' 


£cnti 


=  T   *^^ 


=  + 


=  + 


=  +  i  f  1 


ecnu 

i  Bi  sn  u 
cnu 

dnu 
£  cn  u 

Bcnu 
snu 


cnu 


sn  (m  +  2  X  +  2  i  x')  =  —  sn  M 
cn  (t«  +  2  X  +  2  i  x')  =  cn  w 
dn  (m  +  2  X  +  2  i  x')  =  —  ^n  u 

sn  (ti  +  4 X  +  4 i x')  :=  snu 

cn  (w  +  4  X  +  4  i  x')  =  cn  w 

z/n  (m  +  4  X  +  4  i  x')  =  z/n  u 


342  Elliptiiiche  Fonctionen. 


§.  124. 

Einige  Differentialformeln. 


,v   dsnu 

1)  — ^ —  rr=z  cn  u  dn  u 

■^     du 

denn 

r^  —  snn/3nu 


du 
d  ^n  XI 

— — ^'        ■     ™ 

du 


«2  sn  u  cn  u 


■ 

d^  Ol  u 

« 

dlogsnu cnuJnu  cnu 

*        du  snu  ^  cn{x  —  u) 

d  log  cn n sn  u dn  u snu 

du  cmi  sn  (x  —  u) 

dloq^nu  .snu  cnu  „  ,  . 

— ^ =  —  £«  — =  —  i^snu  sn  (x  —  m) 

d  u  nn  H  ^  ^ 


4)  A  %  VI 


/l  —  snu  jdmi  1 


-f-  sn  H  cn  u  sw  (x  —  u) 


d    ,      1 /l  —  cnu  z/n« £i 

d  u  ''^  l  -I-  cn  u         sn  u         cn  (x  —  u) 

d    ,      1  / 1  —  /dn  u       cn  u  sn  (x  —  u) 

-j—  log    ]/ : =   :=  6i   ) { 

du     ^   ^   l  -f-  cnu        snu  cn{x  —  u) 


r 
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§.  125. 

Elliptisolie  Funotionen  mit  doppeltem  und  melirfaoliein 

Argument. 


V 

Sit  is  •«    -  ■  ,                    -          , 

1  —  s^sn*u 

2) 

£2      1  —  E^sn^ti                 1  —  fi^SW^W 

1  —  2sn^u  -f-  £«sn*M 

1  —  £^sn*u 

3) 

-^W  2  ti            -; ^ :; 

1  —  a^sn^ti                1  —  a^sn^u 

1  —  2««sn«w  4-  fi*sw«ti 

1  —  a^sn^u 

4) 

cn2u  -\-  ^n2n — r~ 

'                                1   —   £»  SW*  M 

5) 

cn2u  —  Jn2ii  —  — 

l  —  a^snu 

6) 

^  ,           1   1  —  ^n  2  w         1  —  f  w  2  M 
s«  ^  —  ^2    1  +  cn2u  '     1  +  ^/n2w 

7) 

c»2w  +  ^n2ti        6'«      1  —  z/n2M 

^^Sf|, : 

1  -|-  z/» 2 u            a^  dn 2u  —  cn2u 

8) 

1  -\-  cifi2u                 ^n  2  u  —  cn  2  u 

9) 

snu                    sn2u                 1    ^7i2u  —  cn2u 

cn  u  Jn  u       cn  2u  -{-  Jn2u        a*^           sn  2  u 

10) 

cn  u            l  -\-  cn2u            sn  2  n 
sn  11  An  u            sn  2  u            1  —  cn  2  u . 

11) 

An  u           14-  An  2u         ^       sn  2  u 
sn  u  cn  u             sn  2u                  1  —  An  2  u 

12) 

cnuAnu        cn2u    .    An2u 
snu            sn2u    '     sn2u 

\%\ 

sn  u  An  u           1            cn2u 

cn  u  sn2u       sn  2  u 


3U 


14) 


snucnu 
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1  ^n  2  U\ 


^ti  u  «2  \sn  2  u        SU  2  n  , 

Um    die  Formeln  für  halbe  Argumente    zu    erhalten,   ver- 


tausche man  u  mit  — . 

Sei  zur  Abkürzung 

2  ^n  ucnu  =  p 

1  —  s^sn^u  =r  q 

8^  sn*  u  =  r 

1  —  2sn^n  -\-  a^sn^u  =  s, 


so  wird: 


_  P 


16)   sn  2  M  =  —  sn  ti 


17)   snSii 


_  i> 


2   —   /y2 


(jf2  —  rp^ 


snu 


19)  snöw  = 


snu 


(1  +  ^)i>^  —  2  g» 
18)  sn  4  «  ==  ^^ — '  ,  ^^ 1 — ^  1)  g  s«  u 

_  g6  A.  3|)2(^4  4-  (1  4-  2r)p^q^  —  ya^jc 
g6  _  är^i^g*  +  ^'(^  +  2)j[j4g5i  _  r^)^ 

etc. 

20)  m2M  =  - 

a 

21)  cnSu= — ^— ; — ^^ — — - — cnu 
^  q^  —  rp^ 

ooN       A         g*  —  2  g»|?2  5^2  w  +  rp^ 

22)  cn4«  =  ^ ^ — ' — --' 

q*  —  rp* 

23^   cnr.u  —  f(2sg«  -  2j)^grs)(2.sg  —  g»  +  rp^)  _ 
^        '  ^        lg«  —  3  rp'^  g*  4-  r  (r  -f-  2)p^  g»  —  rp^ 

Die   ausgeführten  Formeln    für  16)  bis  23)   siehe  Königs- 
berger II,  S.  194. 


1 1  m  w. 


§.  126. 

Summen  und  Differenzen. 


1)  ^^  (^*  i:  ^)  = 

2)    m(ti  +  v)  == 


sn  ti  sn  V  dn  v  -^snv  cn  u  dn  u 
1  —  e^sn'^usn^v 

cnucnv  ^  sn  u  sn  v  /In  u  /in  v 
l  —  B'^sn'^usn'^v 


r 
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cnucnv 


^,    ^    ,     ,     .        Jnu^nv  +  a^snusnvi 

3)  ^n  (u  +  V)  = = — ^-5 — 5 5— 

4)  tgam(u  +  v)  =  t-^ r=-^ :i :i — 

,      ,     ^    ,        ,  ^  2snticnvJnv 

5)    Sn  (W  +  V)  +  Sn  (W  —  V)  =r: — -- 

*          ,     .            ,           .          2snvcnu^nu 
sn  («  +  v)  —  sn  (u  —  v)  = — 5— 

a\       /INI        /           X             2cnucnv 
6)   cn (w  +  v)  +  cn(u  —  v)  = — 5- 

,      ,     ^  ,  .  2snusnv^nu^nv 

Cn(u  A-  V)  —  CniU  —  V)  = :: ; — 5 5 — 

^.      .,,.,.   ,           ^            2JnuJnv 
t)  ^n(u  +  r)  +  ^n(u  —  v)  = — 5— 

.    .      ,     ^         .   ,           .             2B^snusnvmucnv 
8)  sn{u  -f-  v)sn{u  —  v)  =: — -- 

10)  Jn  (m  +  v)  z:/n  (w  —  t?)  = ; — - — ^—^ 

11)  sn(ti  +  t?)  cn(w  -|-  v)  = 


1  —  e^sw'wsn^t; 

snminucnu  +  snv^nvcnw 

1  —  a^sn^tisn'^v 


12)  sn(w  +  «;)z/w(t*  -f  t;)  = 

13)  cn{u  ±  v)^n{u  +  t?)  = = -^ — ,    ^  ./ 

,..   sn (m  -[-  t?)  -|-  ^^ (^  —  '*^) snucnv^nv 

sn{u  -{-  v)  —  sn  {u  —  t;)       snvcnu/inti 

1R\   ^**0^  —  ^)  +  ^*(w  4"  ^)  cwwcwv 

cfi(ii  —  v)  —  cyi(ii  -\-  v)       snu snv ^nu /Inv 

,p.   ^n (ti  •—  y)  -f"  ^'^ 0^  +  ^) Jnu/:inv 

*  Jn{u^v)  —  z/n(w  -f-i;)       a^snucnusnvcnv 

.„.  1 I 1  2snngnt;^/wt; 

*  sn{u  -f-  r)    '    sn{u  —  v)        sn'^ti  —  sn^t; 

1  1         2snvcnu^nu 

sn{u  -j-  V)       8n{u  —  v)  sn^u  —  sn^v 
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18) 


19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


24) 


1 


+ 
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2cnucnv 


+ 


eil  (U  -\-  V) 

1 

cn  {u  +  v) 
1 

1 

^n  (u  -\-  V) 

sn(u  -f-  v) 
zln(u  -f-  v) 

sn  (u  -f-  v) 
Jn{u  -f-  v) 

sn  (u  -\-  v)    , 
cn(w  -f-  v)    ' 

5W  (u  -f-  v) 
cw  (m  4"  ^') 


+ 


cn{u  —  v) 

1 
cn{u  —  v) 

1 
^w(w  —  v) 

1 

^W(W  —  V) 

sn  (u  —  v) 


^4n{u 
sn  (u 


V) 
V) 


25)    -  - 


S7l  (U  -f-  V) 

cn(M  4-  v) 
sw(w  -f-  ^') 

cn(M  4"  r) 
z/n  (w  4"  ^) 

cn  (m  4"  ^) 
z/n  (i^  4"  ^) 

z/w  (ti  4"  ^) 

sn  (ti  4"  ^) 

^n  (w  4"  ^0 

sw  (ti  4"  ^) 

^n(u  4"  t') 
cn  (t(  4"  ^) 

-«^n(ti  4"  ^) 
cn(u  4"  ^') 


+ 


4- 


+ 


+ 


^snusn  V  z/n  u  ^n  v 
cn^v  —  sn^udn^v 

2  z/n  u  ^n  v 
zln^v  —  «*sn*t4cn*v 

2  f  *  sn  ti  sn  v  cn  u  cn  v 
^n^v  —  e^sn^ucn^v 

2snucnv^nu 
zin^v  —  s^sn^ucH^v 

2  sn  V  cn  u  z/n  v 
zln^v  —  B^sn'^ucn'^v 

2  sn  u  cn  u  An  v 
cn^v  —  sn^uAn'^v 

2  sn  vcnv  An  u 
cn^v  —  sn^uAn^v 

2t^snuctin  Anv 
An^u  —  An^v 

2  6^  sn  vcnv  An  u 
An^u  —  An^v 

2cnucnv  An  u  An  v 
An^v  —  f^sn^ticn*«; 

2  B^  sn  u  sn  v 
An^v  — '•  s^sn^ucn^v 

2snucnvAnu 
sn^u  —  sn^t? 

2  £*  sn  V  cn  u  An  v 
An'^u  —  An^v 

2  cn  t<  en  v  An  u  An  v 
cn^v  —  sn'^tiAu'^v 

2t^  sn  u  sn  v 


An(u  —  v)  ' 

sn(ti  —  v) 
cn{u  —  v)  ~ 

sn(u  —  v) 
cn{u  —  v) 

cn(u  —  v) 
sn(u  —  v) 

cn(u  —  v) 
sn(u  —  v) 

cn  {u  —  v) 
An  (u  —  v)  ~ 

cn(u  —  t;) 
An(u  —  r)  " 

An(u  —  v) 
sn  {u  —  v)~ 

An  {u  —  v) 

sn  (u  —  v)  ' 

An{u  —  v) 
cn(u  —  v)  ' 

An(u  —  v) 
cn(u  —  v)        cn*i?  —  sn^uAn^v 


,     .     .      ,  V   ,        ,  V      /     ,     ^        2snucnu  Anv 

26)   sn  (u  4-  v)  cn  {u  —  v)  +  sn  (u  -  v)  cn  (h  +  v)  =  i_^,sj^,^^sn^v 


sn  (u  +  v)  cn  {u  —  t)  —  sn  {u 


.       ^     ,     ,        2  sn  r  cn  v  An  u 

V)  cn  (ti  4- 1?)  =  := — — 

y     ^     i     ^       1  —  e^sn^iisn^v 
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n^v        ^     .    X  ^   /         XI       /         X  ^   ^     .     X       2snu  cnv  jdnu 

27)  sn(u-\'v)^n(u — v)-\-sn(ti-'v)ztn(n'f-v)  =  :; r — z s- 

/        \     i    /       \         /  \       \         /VI/        2  —  s^sn^usn^v 

sn(ti  -\-v)  ^Jn(u  —  V)  —  sn(u  —V)  Jn(uA-v)  =  -; — — 

28)  et»  (t4  —  t')  ^Jn  (u  -\-v)-\-m  (j(  +  V)  ^n  («  —  v) 

2cnucnv  Jnu  dnv 

1  —  B^sn^usn^v 

cn  (u  —  v)  z/n  (u  -j-v)  —  cn(u-j-  v)  dn  ( «  —  v)  =  :; ^ — r -- 

29)  cnu  =  sn  {u  -j-  v)  sn  v  z/w  u  -{-  C}i(u  -}-  v)  cn  v 

30)  snvcnu  =  sn(u  -|-  v)^nu  —  Jn{u  -j-  v)cnvsnu 

31)  cnuctiv  =  e«(«  -f-  v)  +  ^w(w  -(-  t;)swMCwt; 

32)  snu^nv  =  cnvsn(u  -■{'  v)  —  snvdnucn{u  -f-  v) 

33)  jdnu^nv  =  z/m(w  +  v)  -(-  a2<5wii5ia.t;^(i<  _|-  i;) 

34)  «1^  =  Jn%i/Jnvdn(u  +  v)  —  «2 ^j ^. ^^^^ ii ^»^1  (^1  _|-  |,^ 

35)  «i^snwsnr  =  cnMcwt;z:/w(M  -j-  v)  —  /lnuJnvcn{u  -\-  v) 

36)  z/n  t*  =  z/«  V  z/w  (w  -f*  v)  -|-  «^  sw  r  cn  u  sn  (u  -f-  t) 

37)  cn(w  -|-  v)  =  cnticnv  —  snusnv^n(u  -|-  v) 

38)  ^n(u  -|-  v)  =  z/nwz/wt?  —  €«snwsni;cn(M  -|-  v) 

39)  £*s» « sn(n -\'v)  =  cnv z/w w ^w (u-j-v)  —  cn m z/nv ^ (u -(- 1?) 

40)  sn ucn(u  -j-  v)  =  cnv ^n u sn (u  -}-  v)  —  sn u ^Jn (u  -\-  v) 

41)  snu^n(u  -|-  v)  =  cnv^nncn(u  -j-  v)  —  snvcn{u  -\-  v) 

42)  cnucnv^n(u  -^  v)  =^  ^nu^nvcn(u  +  v)  -|-  e^snusnv 

43)  cntiz/nt;z/n(ii-|-t;)  =  ^Jnuctivcn{u-{-v)-{-£^snvsn(u-{-v) 

aä\   ^    \        /      I     \      /  \        cn^v -\- sn^uJn^v 

44)  1  -f-  sn(u  +  v)sw(m  —  ?;)  =  — 4 — 5 ^ — 

,      ,      ^      ,           .        cn^  w  4-  sn'  t;  dn^  u 
1  — -  s»  (w  +  v)  sn  (n  —  v)  =  -r '— — — 

4o)     1  +  C«  sn  (W  4-  V)  sn  (u—v)  :=  —z ~ ;; 

/        '  \     I     /      \  /  I  __  f.'i  sn^  n  snH' 

,      ,     .      ,  .        z/w*w  +  e^sn^vcn^u 

1  —  i^sn(ii  4-t7)sw(ti  — r)  =  — 4 — r 

^      '     '^      ^  ^  1  —  £»sw*«sn«t; 

46)   1  +  cn(u  +  v)  cn  («  —  t?)  = — L- — 

"^        '        \      I     /      V  /        1  —  £»sn*«sw'i; 

sn^u^n^v  -\-  sn^v^n^u 


1  —  cn(u  -\-  v)cn{u  —  v)  = 


1  —  «'sw'wsn^t; 
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Allgemeine  Formeln. 
§.  122. 

Es  werde  zur  Abkürzung 

sinus  amplitudo  mit  sin  am  oder  sn^ 
Cosinus  amplitudo  mit  cos  am  oder  c», 
Delta  amplitudo  mit  ^am  oder  ^n 
bezeichnet. 

Sei  a  reell  und  kleiner  als  1,  ebenso  £i,  und  sei 

a^  +  B,'  =  1, 
ferner 

u  =  arg[tim€nt]  am[plitudo]  {(p  für  den  Modul  e\ 
oder  kürzer 

ti  =  argam  [(p^a}^ 
so  wird: 

^  ^   r dqp^ r  dx 


dabei  ist 


Vi  ^  x^Vl  —  e^x^' 

0  0 


X  =^  simp 
(p  r=  am{u^a] 
X  =  sinam\u^a\ 


Vi  —  x^  =  cos  am  {m,  a] 

Vi  —  a^x'^  =  jdam[u,a]. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  sofort: 

sn'^ ti  -\-  CH'  ti  =  \ 
^n^u  -f-  a^sn^u.=  1 
zjn^u  — icn^u  =  a^ 


I 


w 


0- 
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.  S»(«,  «i) 


0  = 


% 


1 


•  • 
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cnw 


sn 


5)     cn 


z/n 


sn 


6)     cn 


dn 


sn 


7)     cn 


/in 


%n 


8)    cn 


z/n 


.11  sn  u 

hl)  ^  cnu 

.   11        z/nw 
e^l         cnu 

siut^  ~r  = 


sn  t*  ,  V 

cnu 


.   £ 


z/nt* 
1 


=  sn(x  —  w) 
1 


£l  W,  * 


=  —  z/n(x  —  ü) 


*2 


snu 
jdnti 


Jnu 
cnu 


.    .5,  1 


(l±*:)«,[^)  = 


(1  +  «i)sn«cnt* 


z/nw 

l  —  (l +  6,)sn«w    ,T       j      \ 
^^— = — ^ (Landen) 

1— (1  +  €i)8n^U 

/Inu 
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47)   1  -\-^7i(u  -\-v)^n(u  —  v)  ■= 
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49 


50 


51 


52 


53 


54 


55 


1  —  B^^sn^usn^v 

—  ^n(u  A-  v)dn{u  —  v)  =  — ^--:i r — ^ ~ 

{cnv  -^snM /In t;)' 


1  +  sn  {n  +  t^)]  [1  i  sw  {u  —  t?)] 


1  —  s'^sn^us'n^v 


1  +  sn (u  -\-  v)l  [1  4-  sn(w  —  v)\  =  -^j =r — r-^ 

1   j_           /       r       Mn    1            /             M          (^nv  +  65nWS«t?)« 
1  +-  €SW(t<-f  t?)][l+fiSn(M— 1?)]  r=  ^j L—— — ^ 

1  -|-«sw(ti+t?)][l4-6sn(M  —  v)]  =  ^i = — ^ 

—         v.i/jL-r        V  /j  X  —  £2sn*Msn*t; 

1   +  CW  (M  +  V)]  [1  +  Cn(M  —  V)]  =  rr-^^ r=-r V" 

1  +  cn(w  -f"  ^)] [1  +  ^(w  —  v)]  =  i^  ^  -^ 


1  —  £*sn*«  sn^v 


1 


I    >#   /      I     Mn    I    ><   /          M         Mnu -\- /Invy 
+  /ln(u  -+-  v)\ [1  +  /ln(u  —  v)l  =  ^^^ -=^ ^ 

+  /!n(U'4- v)] [1  4- z/n(w  —  t;)l  =  — ^ — ^^    ^ — ^. 


§.  127. 

Transformationsglelohungen. 


sn 


1)     cn 


z^w 


(^«,  7} 


=  «SWM 


=  /Jnu 


cnu 


sn  {m,  £1}  =  ~ 


1  sw(wt,a) 


2)     cn  [u^Bi]  = 


i  cn  (u «,  b) 
1 


cn  (t*  t,  b) 
/tn(ti%B) 
cn  (ti  i,  b) 


r 
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sn 


3)     m 


j^n 


sn 


4)     cn 


jdn 


sn 


5)     cn 


jdn 


sn 


6)     cn 


^n 


sn 


7)     cn 


^n 


sn 


8)     cn 


dn 


IM,«}  =  i  — ) ( 


we,£J  = 


cn(w,  «i) 


.    ,       dn(u,Bx) 

ui,e)  =  — j-^ 

'  cw(w,Ci) 


.  snu 

* 

cnu 

1 


^/nw 
cnu 


.11        .      sn  M 
fi  we,  — }  =  i  El  

.    1]        z^nw 
«ij         cnu 

.   n  1 

6,J        cnw 


.   £ 


snw  ,  V 

«1  -; —  =  cnhc  —  u) 
Jnu  ^ 

cnu 


dnu 
1 


=  $n(x  —  u) 


=  —  z/n  (x  —  m) 
.    snw 


iMt,t  — I  =: 

(1  +  o«,  J^'l  ~ 

\    —   »'   '  1  +  «iJ  ^nu 

(l±0«,rF^I  = ^^r (Landen) 

(1  4-  «0«,  J^l  =  1-(1  +  ^')«"'" 
^    ~    ^      1  +  £ij  ^nw 


-«^^nw 

cnu 
dnu 


(1  +  «i)snwcnw 
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sn 


( 


9)     cn 


/Sn 


sn 


10)     cn 


z/n 


sn 


11)     cn 


jdn 


sn 


12)     cn 


Jn 


sn 


13)     cn 


Jn 


1  -[-  *)  **^ 


2\^1 

l+£ 


(1  -f-  i)snu 
1  -j-  *  sn'-*  w 


II     \       ^V«  )  cnuJnu      /r'o«oo\ 

^  +  *)  ^'  rrij  "^  1    ■      -  >^       (Gauss) 


1  —  ssn^u 


1  +  a)  M,  1 — i — [  =^  ^     , 


1    -h  £i)tii, 


:    2Va,  1 


1    -f  £ 

1     I       ^      •     2Vfi   1 

1  +  Ot*^  j-qr^ 


=   i(l    4-    £,) 


snucnu 


1  —  (1  +  6i)sn»w 
Jnii 


2  w  l/f , 


1   4-  € 


2Vi 


2V 


1   —  (1   +  «i)S»*M 

1   —  (1  —  «i)SM*M 
1  -t-  (1  —  «,)S»»» 

£S»U 


1  -f-  ^sn^u 

1   —   fSW^ti 

1  -(-  «sw*ti 
1  -f-  ^  s»'  M 


SHU 


(1  +  «)u», 


+ 

.1  —  1 


l  +  £ 


1  = 


1  4-  Bsn^u 
cn  u  Jn  u 

1  —  esn'^u 
cn  u  Jn  u 


(a  4  i«,)w, 
(c  +  ifi)w, 


|(«  +  ^'Ow. 


B  —  isA  («  H-  isi)sni^Jnu 


€  - 


6  -}-  i 

6  4"  **^1 


cnu 

1- 

-  B(£-\-i£i)sn^u 

cnu 

1- 

-«(£  —  ifi)sn'w 

cnu 
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sn 


,    .  ^       2  Viccil         (ei  4-  *  «)  sn  u  dn  u 

-j-  t6)U,  r-^\  ==  ;p z .— r — 


14)       CW   {  (f^   -f-  i  £)  M, 


2VJ 


££i 


C^iM 


{(*. 


^n  Usi  -j-  is)  w, 


si-i-ial 


1  —  a(€  —  iei)sn^u 

1  —  «(«  +  i^Osw^t^ 
1  —  £(«  —  ifijsn^M 
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§.  128. 

Elliptisolie  Functionen  mit  imaginären  Argumenten. 

1)  sn(ti  +  tv^s)  =  {sn(ii^6)Jn(v^ei) 

+  i  cn  (tt,  e)  /fn  (m,  b)  sn  (t;,  f  i)  (cn  v,  fj)} :  { 1  —  s»^  (v,  «i)  ^^  n  (u, «)} 

2)  c» (w  +  i V,  £)  =  {cn (tt,  a) cw (t?,  * ]) 

+  i sn (u, «)  ^n (w,  f)  sn («;,  Si) dn (v,  «i)} :  { 1  —  sn^ (v,  «i)^^ n(M, e)) 

3)  z/n  (?i  +  ^'  i^, «)  =  { ^n  (m,  fi)  -i/n  (v,  fj)  cn  (v,  «i) 

+  *  «2  sn  (m,  f)  cn  (w,  e)  sn  (v, « i) } :  { 1  —  sn«  (v,  aj)  z/»  n  (m,  a)] . 


§.  129, 

Thetafunotionen. 


+  00 


1)     ^^{X)  =  2(—   l)»gn«g2na.»  _   1   _|_  2  ^^  (—   l)»»gn*C0S2n 


X 


— «0 

+  00 


2)  »,(x)  = 


2  (—  1)** g^Vös 2 na;  =  1  —  2 g cos 2 a;  +  2 g* cos 4a; 

—  €0 

—  2  g»  COS  6  a;  -] 

1  i;       (~+'äy 

4-  2  (—  l)»g^     2/^(3„4.i)^,. 


-00 


2  2  (—  l)"g^     *'   sm(2n  -  l)rc 


1 

+  00 


—  2(-  1)"3  si»(2«  —  l)a; 


00 


9 


26 


=  2 g* sinx  —  2 g* sin 3 a;  -f-  2 g*  sin bx  — 
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3)  d-2  (x)  =  2  g^     ^^   e(2n+iM  =  2  ^g^     '^  cos(2n  —  l)a: 


—  CO 

i2 


— 00 

1  9  25 

=  2g*  cosx  -\-  2g*  cosSa;  +  2g*  cosbx  -\ 

+  00  50 

4)  ^3  (x)  =  ^  ^V*»*»  =  1  4-  2  2  g«'cos  2  hä; 

—00  1 

+  00 

=  2  g'*"cos2n:c  =  l  -j-  2gcos2a;  +  2g*cos4a: 

— 00 

4-  2  g9  cos  6  a;  + 

.5)  -^0  (a:)  =  JJ  (1  —  2g2*— 1  cös2^  +  g«(»"-*))(l  -  g«") 

1 

00 

6)  ^i(x)  =  2yqsinxJ[l  (1  —  2g2»cos2iz;  +  g*~)(l  —  g^-) 


CO 

7)  ^,(x)  =  2l/^gcosa;  j[X  (^  +  2g2»cos2a;  +  g^«)(l  —  g«-) 

1 

00 

8)  ^iix)  =  JJ  (1  +  2g2«-icos2x  +  g2(a~-0)(l  —  g»~) 

1 

«.  1       '\2x>'  /2xx\         1    ^,  (^) 

10)     cnu  =  l/£l^(il),       enC^)  =  ]/^^^, 

Sei  zur  Abkürzung  -^  =  x,  femer  — a   ^      ^^  ^"  '^'  ^^'^' 
80  wird: 
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12)    SH»  u  =  ^-^  {e"  »0  (0)  -  e"  %  (x)} 

^«'«  =  ^^^  |e"»o(*)  -  e"»i  (0)} 

1  1 


z/n»M 


=  -™l«"*"(<^)-«"*^(^)} 


cn»  M        d,  (0) 

17)  »„  (a;,  -p)  =  »i  (x,p),    »i  (x,  -  p)  =  ~  (1  ±  i)  *,  (.c,)») 

1/2 
*,  (x,  -  i))  =  Y  (1  ±  ')  **  <^^'-P)'    *»  (*''  —  i»)  =  *o  (a;,j^) 

18)  *«  (—  x)  =  fro  (a;),    -»1  {-  x)^-  *,  (ic) 
*j  (-  x)  =  ^,  («),    *3  (-  a;)  =  ■*,  (a;) 

19)  »0  (ic)»  =  «  ^1  {xy  -f  £i  #,  {xy 

20)  *i  («)«  =  «  *o  (^)'  —  «1  *4  («)* 

21)  »,  (x)»  =  f  *»  (x)"  —  «1  »\  {xy 

22)  fr,  {xy  =  e  fr,  fx)  4-  e,  fr„  (a;)» 

Laska,  rnathem.  FormeliiBammlung.  23 
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24)  *o  (a:    ]-  |)  ^  *3  (x),     *,  (a;  +  |)  =  -  »,  (x) 

*i  (^  4-  f )  =  *>  (^),     *»  (^  +  f )  =  *<•  (^) 

25)  ■6-„  (a;  +  n  w)  =  ■»o  (a;),  ^,  (a;  +  »  n)  —  (_  i)»  ö-,  (x) 
»1  (x  4-  M  ä)  =  (—  1)"  ^,  (a;),    »3  (j;  -4-  »  ä)  =•.  »^  (x) 

26)  Ö-o  (x  4-  ^"  +  ^  «)  =  », (X) 

»,  (^  +  —2^  ^)  =  (-  l)-+»*i(^) 
»1  (^  +  ^^Y~^  »r)  =  (-  l)-*»(x) 

27)  *«  (a;  +  -J  %g)  =  _  ;  ^  »,  (a;) 

28)  »x(x-j-^  logq^  =  _  /  ^  fr„  (a;) 

29)  »,(x+-^logq'j  =  ^»,(x) 

30)  *,  (x+  llogq^==^»,(x) 

31)  *«(a;  4-  ne?oj/g)  =z  (—  l)"5-««c«»««#o(a;) 

32)  *i(a;  -f  nilogq)  —  (—  l)»(j(-'''e«"^»*,(a;) 

33)  ^,  (x  4-  n  j  ?o^  3')  =  q-»*  e*«^«'  O-j  (a:) 

34)  ■9'3  (x  4-  » « %  2)  =  (T"'  e*  »*  «■  •&,  (x) 

35)  »,(x^    --^^y— ^  «■%2)  =  (-  0'"^' 3"('~^')  e<«»+«"- *,  (x) 

36)  {^,  (x  +  -— ^-  '■  %2)  =  (-  'Z""^'  <Z~(^)  «<«»+')"■*„  fr) 


r 
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37)  »,  (x  4-  ^-^4^  «^s)  =  r(^')'e(«»+i)"»3(a;) 

38)  *,  (x  +  ^"^  ^  j%g)  =  g-C-^)'c('«+')-'#,(x) 

39)  »,  (»»»  +  ^"+^  i%f/)  =  0 

40)  ö'i  (m  n  -^  i  n  log  q)  =  0 

41)  ^,(^i!?-+-i^  +  ,n.:%g)  =  o 

lox  o.  /2h  +  1        ,    2m4   1  .,       \       rx 

^V  ^3  (^ — ^—  ^  H 2 —  *  ^^  V  "^ 

43 )  ^0  (x  +  » ;r  -f  -  m  i  ?0(/  g)  =  (—  l)»"  (?-*"*  e^  "*•*  ^.,  (^) 

44)  ^^  (:i;  _|_  WÄ  +  milogq)  ■^-=  (—  l)'"+«rjr-»»*ea»'»«*'^i  (:c) 

45)  ».jix  -\-  HTt  -\-  miloyq)  —-  (—  I)»»f2^-»*''e2'«'^»a-' (a;) 

46)  ^^{x  -\-  tiJi- 1 -  m i lo(j q)  ^  g-"*' e»"»** ^3 C-^) 


Sei  -7  —  r,  so  wird: 

47)  e„  (t  a;,  5)  —  Vr  c «    fr,  (t  x,2>) 

V  '7-, -©■».( 

xlogp 
n 

-   -Ix« 

48)   ^1  (x *,  (/)  —  i  Vte''    »i  (r  x, p) 

-1/      '^^i^  ,r(^)\<.,  ^- 

X  log  p 

49)  frj  (j:  /,  q)  —  V'^r .  e  '    »„  (z  x,  i>) 


-     Ix« 


50)  frj  {x  /,  */)  =  Vr .  C     frs  (a;  r, />) 

Sei  logq  =  p,  so  wird: 

51)  «•„  (a;)  frc  («/)  =--  fr,  (2  p,  a;  4-  ij)  fr,  (2  p,  x  —  ij) 

-  fr,  (2  p,  a;  4-  »/)  fr,  {2q,x  -  y) 

23* 
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52)  ©•,  (x)  »i  (y)  =  6-,  (2  p,  a;  +  y) »,  {2q,x  —  y) 

—  *i(2  e, «  +  y)  *3(2  p, «  —  y) 

53)  *ä  (a;)  *,  (y)  =  *,  (2  9,  a;  +  y) »,  (2  p,  a;  -  y) 

+  *,  (2  p,  a;  +  y)  *,  (2  e,  «  —  y) 

54)  «•a(aj)*a(y)  =  ■^3(29,  a;  +  y)ö',(2  9,  x  —  y) 

+  fr,  (2  e,  a;  +  y)  frä  (2  9,  «  -  V)- 
Wir  bezeichnen 

*»  (^  +  y)  *"  («  —  y)  >»i*^  ["  '*]' 

*x(a;)»fri(i/)*  ±  ^M  W*  frr  (y)»  mit  (xA'±  ^r), 
ferner 

fr^CO)  einfach  mit  fr», 

so  wird: 

55)  [00]  =  ~  (00  -  11)  =  :^  (12  f  30) 

=  -1  (13  +  20)  =  -1  (33  -  22) 
=  -^  (03  +  21)  =  ^  (02  +  31) 

56)  [11]  =  ^2  (10  -  Ol)  =  :^  (12  -  21) 

=  i  (03  -  30)  =  ;1  (32  -  23) 

« 

=  -l(13-31)=i5(12-21) 

57)  [22]  =  -ij  (21  -  31)  .=.  -1  (32  -  10) 

=  ^(33 -00)  =^(12 -13) 
=  ^(23-01)  =  ^(22-ll) 

58)  [33]  r=  A  (30  _  21)  =  -1  (22  +  00) 

=  i-^  (23  +  10)  =  ^  (03  -  12) 
=  ^(33  + 11)  =  --5  (32 +  01). 


r 
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Wir  bezeichnen 

^a(0)^ß(0)^Y(x  +  y)»s(x  —  y)  mit  [a/3yÄ] 

und  erhalten 


59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 

70 
71 
72 
73 
74 
75 


0000]  =  (0000)  —  (Uli)  —  (3333)  —  (2222) 
0011]  =  (1100)  —  (001 1)  =  (3322)  —  (2233) 
0022]  =  (2200)  —  (3311)  --=  (0022)  —  (1133) 
0033]  =  (0033)  —  (1122)  r=  (3300)  —  (2211) 
2200]  =  (0022)  4-  (3311)  =  (2200)  —  (1133) 
3300]  =:  (0033)  +  (2211)  =  (3300)  -f  (1122) 
2211]  =  (1122)  —  (2211)  r^  (0033)  —  (3300) 
3311]  ==  (1133)  —  (3311)  =  (0022)  —  (2200) 
2233]  =  (3322)  -f/0011)  =  (2233)  +  (1100) 
3322]  =  (2233)  —  (0011)  =  (3322)  —  (1100) 
2222]  =  (2222)  —  (1111)  =  (3333)  —  (0000) 

0220]  ==  (0202)  -  (1313)  76)  [2310]  =  (1023)  +  (2310) 

0202]  =  (0202)  "f  (1313)  77)  [2301]  =  (1023)  —  (2310) 

0213]  =--  (1302)  +  (0213)  78)  [0330]  =  (0303)  —  (2121) 

0281]  rrr  (1302)  —  (0213)  79)  [0303]  ^  (0303)  +  (2121) 

0312]  =  (1203)  +  (0312)  80)  [2323]  =  (3232)  —  (1010) 

0321]  =  (1203)  -  (0312)  81)  [2332]  =  (3232)  -f  (1010) 


Wir  bezeichnen 

^u{x  -f  y)^ß{x  —  y)  mit  [a/3], 
^a{x)^ß{x)^y{y)%i(y)  mit  (a/3yd), 
•»•«(O)  mit  ^a 

und  erhalten: 

82)  [lOJ  +  [OIJ  =  ^  (0123) 

83)  [12]  +  [21]  =  ^^  (1203) 

84)  [13]  +'[31]  =  ^^  (1312) 

85)  [20]  +  [02]  =  ^  (0202) 


I 
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86)  [30]  -f  [03J  ^-  ^^  (0303) 

87)  [32]  +  [23]  -  ^  (2323) 

88)  [10]  -  [Ol]  -.  ^  (2301) 

89)  [12]  -  [21]  .-.  ^  (0312) 

90)  [13]  -  [31]  ^  -^  (0213) 

91)  [20]  -  [02]  ::-  -  j^  (1313) 

92)  [30]  -  [03]  r-  -  -A_  (1212) 

93)  [32]  -  [23]  r^  --„-  (0101 ). 

Wir  bezeichnen 

^a(0)»ß(x)^y(y).%(x  +  1/)  mit  (a/3y«) 
und  erhalten: 

94)  (3333)  —  (2222)  +  (0000)  102)  (0101)  ==•  (2323)  —  (3232) 

95)  (2200)  =  (^0022)  +  (3311)  103)  (0110)  rrr  (3223)  —  (2332) 

96)  (2020)  rr=  (0202)  +  (3131)  104)  (3210)  =  (2301)  —  (0123) 

97)  (2002)  -rrr  (0220)  —  (3113)  105)  (3012)  =  (0321)  —  (2103) 

98)  (3300)  -^  (0033)  +  (2211)  106)  (3120)  ^^  (2031)  —  (0213) 

99)  (3030)  =-^  (0303)  +  (2121)  107)  (3102)  =  (0231)  —  (2013) 

100)  (3003)  =  (0330)  —  (2112)     108)  (2310)  =  (3201)  —  (0132) 

101)  (0011)  =  (2233)  -  (3322)     109)  (2130)  =  (3021)  —  (0312) 

1 10)   #0  (2 X)  ^  -i-,  {^0  {x)^  -  t^i  {xy\  =-  4  !^3  {xY  -  ^,  {xY\ 

1 1 1)  »,  (2 3)  -  ^  {*»  W  -  *o  {xY\  =  ^  {»,  (X)*  -  *,  ixy\ 

112)   »,  (2  a)  -  :^  {*ä  i^)*  +  »0  (X)*]  -  ^  {»,  (xy  +  »,  {x)*\ 

1 1 3)  #,  (2  X)  ^  :ö~¥rF '  ■^"  ^-^^  *'  ^^^  *»  ^^''  *»  ^-^"^ 
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Bezeichnet  man 

»a(x,q)»ß(y,q)  mit  (aß) 

*«(*  -r  y,a^)»ßix  -  y,3»)  mit  [aß], 

so  ergiebt  sich: 

114)  (00)  r-  [33]  —  [22]  118)  (13)  ^  [00]  4   [11] 

115)  (11)  =--  [32]  —  [23]  119)  (31)  —  [00]  —  [11] 

116)  (22)  —  [32]  -}-  [23]  120)  (12)  —  [10]  -f-  [Ol] 

117)  (33)  ^  [33]  -i-  [22]  121)  (21)  rrr.  [10]  —  [Ol] 
und  hieraus 

122)  2  [00]  —  (03)  -L  (30)  126)  2  [Ol]  —  (12)  —  (21) 

123)  2  [11]  r-r  (03)  —  (30)  127)  2  [10]  —  (12)  +  (21) 

124)  2  [22]  =  (33)  —  (00)  128)  2  [23]  —  (22)  —  (11) 

125)  2  [33]  ^  (33)  -|-  (00)  129)  2  [32]  =^  (22)  +  (11) 

Ueber  die  hieraus  sich  ergebenden  Formeln  siehe  Broch, 
„Traite  elementaire,  §.  74  bis  86.  Wir  fuhren  hier  nur  die 
wichtigsten  an. 

130)  «-0  (0,  qy  =  »i  (0,  qy  -  »^  (0,  q'P  ="  »o  (O,  Vq)  »^  (o,  Vq) 

131)  *,  (0,  g)*  =  2  ^,  (0,  q^)  ^,  (0,  qi) 

- 1  {*,  (0,  vqy  -  *.,  (0,  vqy  \ 

132)  »^  (0,  g)»  --^  *,  (0,«»)»  -i    •&»  (0. «»)» 

-^{*,(o,V«)'-(-^,(o,l/gr} 

133)  9,(0,q)»,(0,q)^»o(0,q^)' 

134)  »,  (0,  g)  »,  (0, 8)  =  I  *,  (0,  Vf/)» 

135)  »,(0,qr  =  1  {*;,(0,3)*  -  *«(0,g)»} 

136)  »,  (0,  q^f  =  i  {*,  (0.  q)i  -f  *„  (0, 9)»} 


137)  »,  (0, g<)»  =  yl  *„  (0.  g)  *,  (0,  q)  {9,  (0, g)»  +  »o  (0,  g)' 

138)  *j(0,f/<)  .=  1  {^a(0,g)  —  »o{.0,q)\ 

139)  *,  (0,  g«)  =  ^  {*3  (0,3)  +  »0  (0,3)1 


,<I60 
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Man  merke 


1 


140)  »,ix,q)  ^  -fjQ--^  {»i(x,q')'  -  »j(oc,q')'\ 

141)  *,(a-,g)=^;^-~-j^„(.r,(/»)d,(a;,2') 


142)  ^i  (ar.  q)  ■— 


»ii^Kq) 


»t(x,q*)»^(x.q^) 


"i5:Wil*'(7-''')'-*-(f'^')'| 


143)   ^,(a:.«)  = 


{*5(a;,«')»  +  *,(ar,g»)«) 


=ii£i*-(?'^')'+»'(f^')'i 

144)  2  »0  (a-, «»)»  =  *»  (0, 3)  *o  (-r,  9)  +  *o  (0, 9)  »,  (x,  9) 

145)  2  *,  Cr,  ?»)»  =  *»  (0,  q)  *«  (oJ,  (?)  —  ■»«  (0,  g)  #,  (x,  5) 

146)  2  *i  (.r,  (?»)»  =  fl-,  (0, 3)  »,  (x,  g)  —  ^0  (0,  q)  *o  (ar. «) 

147)  2  »,  (.r,  5«)  =  #a  (0.  .7)  *,  (x,  q)  +  «•«  (0, q) »,  (x,q) 

1 48)  2  #0  (0,  q*)  »n  (2  x.  «^)  = 

V[»3  (0,  </)  *o  {-y,  q)  -  *u  (0,  </)  »,  (u-,  q)]  [»,  (0,  q)  »,  (x,  3)  +  »,  (0, 3)  d,  M 

149)  2  »0  (0, 3*)  *i  (2  a-,  3^)  = 

VfMO^«')  M*'«) -^ö^-i)  ■^  (•'•'-9)I[*3  (0.9)^3  (J-^g)  -  •^o  {0,q)»,{x,i}} 
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150)  ^,(2x,q*)  =  i  {^.1(^,3)  -  »o(^,a)\ 

151)  ^,(2a:,g*)  =  i  \^,(x,q)  +  »o{^,q)] 
Sei 


.V*  =  1^  0^  -  ^  +  y  -  ^),     ^'  =  2"  <^^^' 


a:  — 


2/  +  ^) 


und  es  werde 


bezeichnet: 


^«Or)^^(:r)^y(i/)^a(^)  mit  [o^ßyS] 
^u(tv')^ß(x')»y(y')»ö{z*)  mit  (a/3y(J) 


152) 

153; 

154) 
155) 
156) 
157) 
158) 
159) 
160) 
161) 
162) 
163) 
164) 
165) 
166) 
167) 

168) 
169) 


3333]  +  [2222]  =-  (3333)  +  (2222) 
3333]  —  [2222]  =  (0000)  +  (Uli) 
0000]  +  [Uli]  =  (3333)  —  (2222) 
0000]  —  [Uli]  =  (0000)  —  (Uli) 
0033]  4-  [1122]  =  (0033)  +  (1122) 
0033]  —  [1122]  =  (8300)  +  (2211) 
0022]  +  [1133]  =  (1133)  +  (1122) 
0022]  —  [1133]  =  (2200)  -f-  (3311) 
3322]  +  [2233]  rrr  (2233)  ~f  (3322) 
3322]  —  [2233]  =  (1100)  +  (0011) 
0011]  +  [1100]  =  (3322)  —  (2233) 
0011]  —  [1100]  =  (0011)  —  (1100) 
3322]  +  [0011]  =  (3322)  -|-  (0011) 
3322]  -  [0011]  =  (2233)  +  (1100) 
3201]  +  [2310]  =  (1023)  —  (0132) 
3201]  —  [2310]  =  (3201)  —  (2310) 


ogf^(x) 


-  -  2j  n  r=r^n  -^^2^71  -r:r^n  'os2nx 


«0 


og»^  (X)  =  log  {2(f  sinx)  -  S"  -  r-^~ 


-^  1       (\^^ 
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^    1         ^2»* 


170)   hg  ^2  (x)  —  log  (2  g4  cos  x) 


i2n 


1 

®       1  /»2n 


^  « 1  -  3' 


_  2  V  LJ-LI!'  -i-V  cosinx 


171;  /o</*,(x)=-^^i^^.- 


'^' 


2  V  '-  ^V'        g" 


ft 


CO.S  2 II X 


172)  —t—  ~ — -  V^  r—  !)•» i Lf^ ^ 

^    #o(^j  -^1  W^  M  —  2  5«'»-*  ms-  2  a:  4-  ^2(2«-i) 

1  1         1.4- 

173)  rr— —  —  -_:!—.  —. 4-  -r-— ■  s?wx 

-^i  U"J        ^1(0)  i>"'w^'    '    -ö-iCO) 


00 


f_  1)..     g" -"ü-^-^'") 

1      _       1 1 ,        4 

^    »i  (X)  ~  &'[{{))  cos  X  "^  Ö-;  (ÜJ  '"'''''  ^ 


OD 


(_    l)n  ^r*  +  ~(l    -^-^•^") 


1  -I-  ^q^^'.cos^x  -L-  g^" 

/2n— lt2 

1  2      ^  o^  =*  /  !l  —  a2(2«-oi 

[75) Z ^—   __  ^\^  ( \\n  i  »^  ^  ' 

^    ^^  (X)  ~~        ^'i  (0)  -^  ^       ^1  +  2  r/"-i  ms  23-  +  g2i2«-n 


Wir  hatten  q  =  e      ^  =-  (?-''*"  und  wollen  nun  schreiben 

9u(x,e-''^)  =  0-(;r,fi))«, 
so  dass 

-^(^,0)0  =   2  (—    1)"  (?-"«'*-  + 2 «X.- 

—  oo 

*  (T, «).  r- 1  ;^  (-  Ij"  e      ^      ^^ 

» 


— eo 
+  00 


^(X.a)^   —  ^   ^-^n«w  +  2wxi; 

—  00 

Sei  X  -\-  nnai  =  ^,    <j''««w-2iixi  __  ^^ 
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SO  wird 

176)  ^(|)u  rr-  (-  lj",;^(:r;„    ^(1)^  =  v^i^h 

177 j   # (Dl  r^  (-  1>"  r^  ^  (o:,;,     -^  (| ),  =-  i?  ^  (x), 
Sei 

2w-i-l  ^  «(^/«-(«n  +  Do:.- 

SO  wird 

Seien  nun  aßyS  positive  ganze  Zahlen  und 

«Ä  —  ßy  =r=  1, 
sei  ferner 

«  —  pcö?  a  —  pci)  i 

JLTLL  ^n 
C 


=  YSL^ZÄ^  e=^i^^\    c»  =  \, 


so  ergeben  sich  folgende  Transformationsgruppen: 

180)  L  «,d  gerade;  /3,y  ungerade. 

181)  II.  e(,d  ungerade;  ß,'y  gerade. 

#(x',o'),  =  p»(xa}),c^  '    ^* 

d (x\ io\  —  ^%(x, ü)« e    "^~ 
^  (o:',  i»')3  =  p  -^  (.r,  0)3 
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182)  III.  a,/5,y  ungerade;  d  gerade. 

ftaßi 

183)  IV.  a,tf,y  ungerade;  ß  gerade. 

» (x\ a'\  =  Q»(x, o),  (^  *     ''  ' 

*  (a:',  ö')j  =  Q»(x,  Ol), 

184)  V.  ß,y,S  ungerade;  u  gerade. 

*  (ic',  ci')j  =  9  *  (aj,  w), 

185)  VI.  «,/J,«J  ungerade;  y  gerade. 

» (a:",  ta\  =  9  * (rr,  a>)o  c^  *^  " 

*  (y,  w')i  =  p  •»  (t,  ra),  c^  *     ^  •* 

186)  <>„  (0)  =  JJ  (1  —  a'"-')*  (1  —  (/*")  -=  2  (—  ^)"3"' 

1  — o»  I 

=  1  +  2  ;^  (- 1)"  3-» 
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187)  Ol  (0)  =  0 

OD 

188)  O;(0)  -r  2fqJJ(l  —  f?2»)3 

1 

+  »  /2h 1\2 

=  -2(-i)"(2tt-i)r  *  ^ 

—  O) 


00 


18a)    ^,(0)  =  2fg  JJ  (1  +  q^'Yil  -  q^'^p 

1 
+  r       /2m-  1\2  00         /2H-l\a 


—  00 
00 


190)  9,(0)  =  21  (1  +  g^»-')'(i  —  3'") 

1 

+  00  » 

-ao  1 

lEs  ist 

*o  (0)  *2  (0)  »,  (0)  =  9i  (0) 

i9n  »oW  _  _L_ yy  /Lr-f!:i^Y' 
^^^>  fl^i  (0)  -  2f  g -ti  \  1-3"*  / 


,2»  — 1\3 


192)  MO)  _  J_  yy  f  L:z_e.-_:\ 

193)  »m--fT  (^  -  '^'y 


= n  ([-+-:S)' 


194) 


»o(0)  _-f-r  {l  —  q^^-^y 
»3  (0) 


195)  ^B  _  _L  fr  (^1  +  ^'"-'Y 

^^^>  »i(o)-2fg  V^  1-9^» ; 

,96)  *»(o)  _  _L_  A  /14ii!!i!V 

'""^  MÖ)  ~  2^~q  J-i  ^  1  +  3'"  ^ 
197)  fli«)  _  _  _1_     -    /l  -  1>'"-'Y 

''*i(0)"-       2lJ'« -'M  1  -  i'""  / 


00        .1  2n  — 1\3 


1981  ^i2)  -  J_  fr  r^  -  ^'"~'\ 
''"'^  #„ro)  —  2fi>  V  V 1  4-i>'»  / 
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200)  iM  = 


„11  Vi  +iH 


201) 


202) 


*3  (0) 

»'x  (0) 

»» (0) 
*o(0) 


1         %/i      ^r   /l    4-^,2  — Ki 


•2fi> 


??ü   f |-  /l  +j>'  — -v 

Ä   ii.  V  1  —  i»*"  / 


§.  130. 

Die  Jaoobi'sohen  Functionen. 


,,     _,  E        1    4  Ä 

1)    E{u)  =  —  H  -I-  — - 


1  —  2»» 

2)   Z(m)  =  -jT—  >.  -, — - — s-  siH 

'  ^        2x  -^  1  —  fl«»  X 


fl"  .      « « M 


4w  -«—1        //" 


£ 


»)     ii'(tt)--«+Z(K) 

4)    Z  rO)  —  0,     Zfx)  =  0,     Z(—  M)  —  —  Z(m) 

/  TT 

Z (t*  -|-  i x')  r-r  Z (m)  —  ^^ 1    cotam u  Jnu 

Z(u4-  2<x')  -■=  Z(u)  —  i- 


Z(ix')  =0C,       Z(2/X')    =nr    - 


5)  77  (m,  a)  r-  tt  Z  (a)  —  2 

6)  n  (m,  a)  T-  M  Z  («) 


r 


Hjcu         narrt 

„—,  s/n Sin 

n{\  —  (f")  X  X 


1 


:r 


-l. 


2ff*'-^  cos  —  (u  —  a)  4   (Z* 

X 


»-S 


2  1     1  _.  2 g«»-»  cos  -  (tt  +  a)  - L  g«"-« 
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7)  7I(M,a)  —  n(a,u)  =  uZ(a)  —  aZ{u)  -  uE{a)  —  aEiti) 

8)  ~^'^-  =  Z(«)  +  -^  Z(«  -  «)  -  ^  Zf"  +  «) 
9,  ^L^  =  ^  |s„»(«  +  a)  -  sn^  (u  -  «)) 

n  TT  u 


10)    0(u)  =  1  +  2  2  (-  !)«(?»•  cos  -^ 


;r«  f« 


11)   0(w  +  2x)  =  0(m),    0(«+2tx')  —  —  —  *     "    @(u) 


12)  0(0)  =  1  -  2  2  f- 1)"'/"'  --  ^^  r jp-^  =-  1  ~- 

x-^     .        „  1  —  q*"     1  +  fl"»-'        1  '2x 

13)  ©(x)=  1  +  2  29"'=  "r+^.Tir7ir^i=  i  V 

14)   0(-j)  =  l  +  S(-l)»3"'"^' 


15)  ©0*  +  ix)  =  --—  e     2x    ^(u^snu 

16)  ©(w  4-  2 ix')  =  —  1  e"^  0(w) 

1/)    Z(u)  =  7r7"C 
^        ^    "^  0  (h) 

18)    H(u)  -=^\-^qe^  &(u  4-  « x') 

c 


2x 
=  2lJ^g  n(l  —  g"»)«;»  1^  (l  —  2«r'»cos  1^  H-  3»» 

19)  Hoo  =  y^^ZEiZESE 

20)  f/(0)  =  0,  H(x)  =  ]/-  0  (0)  =1/^-^,  H(u)  =  -  //(«) 

21)  H(M  4-  x)  =  TJ^^ e^  0 (««  -f-  X  4-  /x'), 

H(u  +  2x)  =  —  H(u),    H(u  4-  4x)  =  fl(«.) 

"■'    *  0(x)  ~      1  4- 2(7-!- 22*  4- 2(j[»4---- 

V     —  ®i^  —  1  —  2  g  4-  2  g<  —  2  7» 


0  (X)  "     1  -I   2  (/  +  2  (7*  4-  2  (y^>  4  . . . 
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Theta- Function. 


cnn  -  V?i  (^.+J0  _  1/a.  W.ß  ^(}^±JL±ijL 
*"*"-   y    i       &(u)       —  V  jV^e  Q^j,^ 

.  ,  /     ©Cm  4-  x) 

25)  J7(„,«)  =  «Z(a)+-?oj,^--^-- 

26)  E(iü)  =  itgnam(u,ei)^n(n,fi)  —  iE{u,i^)  -\-  iu 

27)  i  Z  (/  u)  =  —  tgn  am  (w,  f^)  ^n  (w, «,)  +  ^^ -,  +  Z  (m,  £,) 


2xx' 


7t  U* 


28)   ©  (t  m)  =  0  (0)  e*  **'  c»  («,  e,) 


®Kf.) 

0(O,£,) 


29)   ©(»tt  4-  X)  .r.  |/^  e«««'  ^„(„,  ,,)©(«,£,) 


=  V^ 


4  XX 


X 


jru 


e*'"  ©(M  +  x',6a) 


4-Z(ti,0 


30)  iZ(iu  -f  .)  =  JL^  +  Z(t*  +  x',60 

XU  f  1^ SH  (?(,  «i)  6*M  CW,  f  I ) 

2xx'  -Jw(ti,  «i) 

31)  in(u,ia)  =  M  |z(a,6i)  -f  ^^,  —  tgnam(a,Bi]  ^n(a,Si) 

^  2   '""^  l0(M  +  ia)) 


32)   Sei 


^  ^  ^^  fyn  am  (a,£i) 
-^n(a,  6i) 


so  wird 

in(ti^ia  -|-  x)  rr:  in{u^ia)  -\-  Au  —  arctgn  \A  ^——z 

33)    Z(a)  +  Z(b)  rr=  Z(a  +  b)  +  £«s»asn&sH(a  +  b) 


■*• '". 
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34)  E  (am  d) -\- E  (amb)  =  E(am[a-\-h])-j-  a^snasnbsn(a-\-b) 

35)  n{u,a)  -f-  n(t4,b)  =  n(n,a  +  *)  +  us^snasnb  sn(a  -\-  b) 

,    1  7     0(«  —  ti)@(/>  —  u)®(a  +  fe  +  m) 
•"  2  ^  0(a  +  n) 0(i  +  t«)0(a4-6  —  w) 

36)  /7(u,a)  +  ^(«,ft)  =  n(n,a  +  6)  +  t*£»s»asn6i,n(a  +  b) 

_,     1  ,     1  —  £*snt*.<;nasn&sw(a  -f-  ^  —  w) 
2     ^  1  -f-  €*  sn  n  sn  a  sn  bsn{a  -\-  b  -\-  ti) 
Man  vergleiche  die  betreffenden  Abschnitte  bei  H.  Durege. 


§.  181. 

Reihen  für  elliptische  Functionen« 


2n  ^     Vq^^-^       .    2w  —  1 


cnu  = 


23r 


00 


ax  -^  1 


COS 


2x 

2n  —  1 
2x 


%u 


/jnu  = 


2x 


OD 


1  4-  4  V  --^ 


(1^  nnu 

^         cos 


X 


am 


2  X    '        .-slj  n   1  -4-  r/2«  x 


^  ^   %     ^      ^        2x  -^^nl-f-(/*»  2x 

lag  cnu  =  log  cos  (  tj—  )  —  4   >;  —  :; — ,    .-'   ,^ —  sin^  —■ — 
^  -^        \2x/  -^  7?  1 -f- (— 1)« g"  2x 


CO 


1  g«"-'         .  .  2  «  —  1 


,.      1  Ä    f      1         ,    ,  V.      9"—'         .    2«  —  1        ) 

—  =  TT ^4  >,(— l)"r-f — ; — 5  ms ; nii 

«M         2f,x{        mi'-^^        ^   1+q'"    ^  2x 


2x 


1 


n 


CD 


Laika,  mAthem.  FormelnBAmmlung. 


COS 


n 


7t  u\ 


*  I 

24 


L 
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4) 


sn  u 

n 

ifi 

cn  u 

2fiX 

^V 

sn  u 

2« 

i<fn  (f^)  +  4  2  (-  1)« 


.2n 


1+3' 


2n 


Sin 


mcH 


/dn  u 


(—  1)"  ,     /    ^ — r  sm  — t: 3r  u 


5)  £!ll  =  JLLi,f^*)-4  V- 

^    s  w  w         2x1     ^  \  2  X  /  1     1 


g2»        .    nsTti 


+  3 


2n 


S?li 


X 


2ä^,       ,,„     Vf/"-i            2w  —  1 
>.  (—  1)    ^  o — 7  cos  — nu 


ß) 


sn  n 


^n  u 


n 

TT 


1 


OD 


sm  ( ^;~ ) 


—  4 


(l 


2«-i         .    2w  —  1 


1  +  32«-! 


sm 


TT« 


*JX 


c«  u         2  X 


kos 


VW 


00 

42( 

1 


-1)' 


3 


2"-i  2m  — 1 


1-2 


2n  — 1 


COS 


2x 


JtU 


7) 


8) 


cn  u  ^n  u 
snu 


sn  u  dn  u 
cnu 


snu  cnu 
z/w  u 


sn  u 
cn  u  /In  u 


cn  u 
sn  u  /In  u 


-T—  {coUi  ( -7—  )  —  4    >    - — -. sm 

2x1      ^  \2x/  ^  \  -\-.(f  X 


2^x 


^l+(-lf(r 


nnu 


Tä^i"  -21»    1    __    ^2l2n-l) 


.    2w  —  1 
s?w  — = nu 

X 


OD 


hH^)+'% 


Äh(s) 


(—ITr-^ ^?** ■ 


a> 


r 


—  4  2  (-  ^)"i  4^(_  ly^f.  • 


s?n 


Anu 


snu  cnu 


Elliptische  Functionen. 


371 


9)      Sfl^U  = 


cn^u  = 


8 


oo 


V 


ng" 


*2(0)*  ^1-5^» 


CO 


1  —  cos 

flTtU 

X 

nq^ 

1 

l-(- 

1— O^nj 

Jn^u 


=  -i-ri-8V(-i)--!i«:^. 


U  _  (_  1)« 


cos 


n 


Fl] 


10) 


1 


1 


sn''  u        ^i  (Oy 


1   +8  5:(-i)-  "^ 


Jm2 


.SVW 


■2n 


1-9 


2n 


f,  nnu\ 


1 


cn2  ti        ö-o  (0)* 


1 


OD 


COS 


2 


2x 


+  8 


1   —  ^2n~ 


1 


1  —  q^cos 


X 


1 


^n*i  u       -^0  (0)^ 


i-«S(-')"T^(r— "-i2| 


")  ^7  =  5^h'^+^±(-'>-l4$.(>— "-Fl 


cn^u 
sn^u 


12)  üi^ 


1  —  cos 


71  TT  tl\ 
X 


w  1"""  - 


00 


^.(or*'r'^''fii-^'2:(-^)'r^,.n 


nq 


2n 


1  —  (—  1)»  cos 


w  jr  ?.f 

X 


cn^u 


8 


00 


W(jr" 


^n«tt        ^2(0)*  -^  1  —  g2n 


1  _  (_   l)n  cos  -^  j 


24* 
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13) 
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^n'tt 


sn^u        ^^{Oy 


«Sn 


^n^u 


1 


cn'^u        ^3(0/ 


2x 


COS 


nsru 


cos* 


2x 


14) 


1 


^3  (oy 


00 


1  ^ 

jl  -  (-  1)«  COS  —^ 


cn^u 


nq^ 


1         J  .       «  ^  ^      I     Q   K^  ^g" 


1   —  COS 


nnu] 


cos 


2n9rii 


I 


15) 


sn^  u       _%^  (0)^ 


cn^u/lu^u        ^^{Oy 


00 


^^w 


2 


|1  —  cos 


OD 


sn^u/ln^u  ~~  -^3 (0)*  |^^^   SU  "^     -2j  1  —  (—  l)"g"  " 

[1    -(_    l)ncos__ 


/Jn^  u 


sn'^  u  cn^  u        O^j  (0)^ 


^  -LR  V       ^9 


s?w' 


!'- 


2n 

2*"  cos 


2n3rtii 
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§.  132. 

Bruchrellieii  für  elliptisohe  Funotionen. 


1)      snu  = 


2n     .    nu 
—  st»  -r 

BX  2 


(1  4-  gln-l^^Yq^n-^l 

r  1  —  2(22n-i  6'OS  —  +  fla(2«-i) 


C»tt  = 


2ai;         nu 

£X  2 


CS 

^2 


(—    l)n(l    —  ^2n-l)  y^2n~l 
r   1   —  2g3H-J  C05  —  +  52(2n-l) 


•^    X  2x  -^   1  —  r/»-i 


(—  l)"ga~-i 


1  _-  2g*«-icos  —  4-  fl2(2»»-i) 

X 


2)    =  jr-  j ^  4  sm  (  Tp- ) 

^     snu        2x  {   .    jtu    '  \2x/ 


sm  '-— 
2x 


00 


2 


(1    +   (?2'«)g" 


TIU 


1     1  —  2  g«*»  COS  '-^^  +  gr*" 


jr 


/ 


cnu        2eiX 


cos 


1        ,    .       /^^*\ 

f-  4  cos  (  TT—  ) . 

Ä  w    '  \  2  X  / 


2x 


i    1  -|-  ^a    COS 1-  (2 


2 


1 


jJnu 


1     ,    4  Ä        „  ^  tt 

—  H C0.S2  -— 

£l  SiX  2x 


2^   1    —  flf2n-l    ^       .      ^     ^        ,  jcu 


1    +   2(7a~-l  CO,S  ^^  4-  52(2»-l) 
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3) 


snu 
cnu 


7C 


2biX 


t(jn  7^^  -|-  4  sin 


2x 


X 


00 


2 


(_   l)n^-2« 


nu, 


1    1  -f-  2  g^«  cos h  (Z* 


$n  n 
Jnu 


2  Ä  7t  %i    -v  1 

sm  TT—   > 

2x  -^ 


££lX 


(_   l)n(l    _   ^2n-l)ygan-l 

1     1  4-  2r/»»-icos  —  +  f/<2~-« 


^.      cnu  7C    \      .     71  U     .     .     .     7t  u-^ 


(— l)«r/« 


1      1  —  2g2n(;o.s^_|_g4, 


CH  U  2  7t  7t  U 

z/n  u        £  X  2  X 


00 


(1    +g2»-ljy^^2«-l 


-.    z/nw         3r  (      1 


1    1  _|_  2  g*»-»  ms  —  +  ga(»«-« 

X 
JTH   ^       (__l)~(l4-g2«)g» 


SH 


U  2x\    .     7tU    ^  2x^^        ^    .  ^^    \      An 


P'"2l^ 


TTtt 


z/nw         Ä         1        ,    ,       ^.,  ^ 

—  =  H—  j h  4  cos  -TT— 

u        2x1       7t  u   ^  2  X 


00 


cn 


(1   +^2n)^ 


COS 


2x 


1   1 4- 2  (Z^**  cos  — 4-9*"J 


6) 


snti 


^ 


cnuJnu        2£'{x 


.         7tU      ,       .      .      TtU 

•^      2x     '  X 


» 


2 


(-  irT 


sru 


1    1  -j-  2  (T  cös h  2** 


cnu 


Hn  u  Jn  u 


7t 

2x  1 


,      7t  U      .       ,      .Tili 


GD 


s 


g" 


9IM 


»    1  —  2(—  l)»g»cos 1-  g 


2m 


dn  u 
sn  u  cn  u 


7t   l        1  ,     ,      .     TtU^  q2nn_^fAn) 

-  I- \-ism —  N '- — ^^ — '   ^     

\sm —  1    1  — 2(2*»*cos — -+5*' 

\  X  X 


r 
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^) 


cnudnu 

K 

S71U 

2x 

• 

7C 

am 

2x 

(— l)"«* 


1    1  —  2(1^  cos \-q 


nu 


tffn  —  +  i  sm  — 


00 


2 


r 


nu 


1    1  4-  2  (—  1)"  <t  cos 1-  g^» 


X 


sn  u  cn  u  n      .    n  u 

— 7 =  -T"  ^*^* 


CO 


rS 


f/2«-i(l  4-  r/(2»*-i)) 


1       1  -_2(/*^(^«-l>COS*^^^-f-(24(2n-l) 


8)      SH 


M  =  { 

6X     ,  ^  ?rW      , 


X 


1  —  2  (/  coÄ \-  c[i 


"      --iJ    *^^  1-1-  ^2n~l 


cos 


2n 


1 


2x 


nu 


cnu  ^=  — 


£X 


nu 


(1  —  (?)V(ZC05  -^ 


1  —  2qcos (-  g- 


QO 


n 


2x 


4-  :^  v«»— !- 

1 

1  —  (?'^ 

1  —  2q  cos  — -j-  q^^ 


+     (/'" 


72»-i         2»  —  1 

r  COS nu 


2x 


00 


+  2 

Man  beachte  folgende  Formeln: 

.    nu 
qsm  — 
nn  u 


r 


1_— J/2n 
1    +  (f» 


COS 


71  nu 


X 


9)  ^qnsin  — 
1 


X 


1  —  2q  cos f-  «2 

X 
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10)    ^V<f-^   sin^^^7tU  =  (l-^q)Va 


1  —  2qcos \-(^ 

11)  V  V^;^^^  ms  ^^^^  ^^^ 

1  1  — Iqeos Y^ 

X 

Sowie  die  allgemein  für  jedes  |5f|<l  geltenden  Relationen: 

12)  2 '/—  «"«^  =  r=^2j^^-r^^ 

^         ,     .    2n-l  ^^  +  ^)  ■^'"  I 

'   -^  2  1  —  2  (jf  cos  a;  +  (Z 


00 


2n-l  0-^)^05  2 


14)     >,   g"-*  cos  ^ X  = ^r i 

'   ^  2  \  —  2qcosx  -\-  q^ 


Oj 


cosx  —  q 


2qcosx  -\-  q^ 


lö)   ]^  (T"*  cos  nx  = 

i 

16)   1  +  25!  Q^^cosnx  = " — j — - 

^  1  —  2qcosx  -\-  q^ 


§.  133. 

Produote. 

o  iv  00  1  —  2  q^^cos \-  q^"" 

IX  2yq     .     JCU   -r-r  ^  X      '    ^ 

1)  snu  =  -fJ  .Sin  //    

*^*  1     1—  2g2"--ico5 h  <Z^*~^ 

o  ^/    iV~  »        1  +  2g2»cos  —  -|-  g*» 

ox  2V£iVq         7tu   -j-T  X      '    ^ 

2)  onfi  r^  — -} — L  cos  TT—  7  /    : 

V  -^  1     1  —  2  52n-i  cos 1-  g*»-* 


3)   zJnu=  Vsi  jU 


»    1  +  2g2"-i  cos  —  4-  g*«~2 


X 


1        1    _   2g2n-l  cos  —  +  g*~-2 


Elliptische  Functionen.  377 


§.  134. 
^  q-Reihen. 


1 


f- 1  + «»" 


2)  ^  =  1  -  *S(- D- r^^^  =  1  +  4  2r^ 


4)  2i!j^  =  1+  4  V  (_  1)-       «" 


a  '        -^-^  ^        ''    1  4-  3»» 


CO 


=  i  +  42(-i)"r 


r'in-l 


+  2^"-' 


5)  !Li^=_J-V(-l)»         P"  =J-V         ^" 


^)    -^T  =  ^  +  ®  2   1   4-  ("_   l^-g. 


7)il  =  iS](2»-i)i 


«" 


Vg  r"         ^  - « 


2n— 1 


8)  1/2^  =  1  +  22«'" 

1 


2%  ^ 


1/2  c^  X  _ 


10)  ^/:Lrj:  =  i4.2;^M-i)-(r^ 

1 


11) 


,^  1  p2»-l 


378 


Elliptische  Functionen. 


2 


12)   %a  =  Zo^  4  +  ^  logq  +  4  ^  -^       ^^"       ^" 


13)   to^x  =  Zo^f  +  4|:.^^- 


H 


,2n  — 1 


1  +  q- 


-\-  r/»-» 


,,,   2x     2E        ,     ,    ^ 
14) -—-=14-8 


CO 


TC  % 


An 


IJ  (1    4_  n^nyl 


,^,   2x  f2x        2/^1 
15)  — 

7t     \  7t  7t   , 


=  8^ 


r2n  — 1 


^  (1    _   22H-.J 


16)  ^  \IE  -  .,  ifl 

3r      l   TT  7t 


Kl 


=  8 


^n-l 


^   (1    +  ,/in-1^2 

Sehr  viele  Formeln  findet  man  in  Broch:     Traite,  Cap.  X. 


§.  135. 
q-Ppoducte. 


1) 


1  —  ^» 


<X) 


1  '     -^  1 


*         1    —  ^anf2 


n  (w  4- 1) 


(Z 


2 


w 


n(n  +  l) 


3)   Jl   (1  -  'i»''*0'  =  S  f-  1)"(2»  +  l)'Z 


0 


w  1  +  (—  (/r 


"      /l   _|_  n'"'  +  '\ 


=--  2  V  — 
-^  2w 
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1   -f  g2n    \  4 


2»— Iv  4 


'»)[^:=ir"+' ' 


a»— I 
1  —  2    2 


12) 


13) 


^^'^  =  ^f.ff(T^^) 


^  V.,  j = IT  (1^:) 


OD 

9r 


^*)  *  =  2"  ZT  (1  -  3*""')'  (1  -  «*")"• 

1 


§.  136. 

Argiunenten  -  Reihen. 
NB.    Alle  folgenden  Entwickclungen  gelten  für  fnodu<Zx, 
1)  snu  =  M :h —  «^'  H ^ Fi — ' w* 

o!  Ol 

1  4-  135  £2 -|-  135  6*  +  66 


7! 


1*7 


,  1  +  1228  62  +  5478  6*  +  1228  60  4- £8 

+ cn tt« 


1        ,     ,      1   4-   4  62      ^  1   -^  44  £2  ^_   16  «4 


2)   cnt*  =  1  -  ^  u2  +  — ^^ w*  - 


6! 


u^ 


,    1+408  62  4-  912  6*  +  64  66 

_J ! ! ! u^  — 
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3)  Jnu  =  1  —  ~  w2  4-      ^  J^     ^  ti* 5^ — -^ — -1— ^«« 

,    £»(64  4-  912  fi2  +  408  €*  +  «6)     , 

4)  amu  =  u  —  —,u^-\ ^-.^ — -^«* ^ !— ^^ ■ — -u' 

,    £«  (64  4-  912  £2  4-  408 1^  +  *«)    , 

+ 91- — : ''  — 


§.  137. 

Functionen  von  Hermite  und  Weierstrass. 

1.   Die  Hermite'schen  Functionen. 

2^  tb  M  -  (l-g)(l-g^)(l  -'Z'^).-- 

^  ^^       (l+3)(l  +  3')(l4-2»)--- 

Vide  Königsberger,  27.  Vorlesung,  wa  die  Theorie  aus- 
führlich vorgetragen  wird. 

2.   Die  Weierstrass'schen  Functionen. 

i\  Al(u)i  Al(u\        .  Äl(ii)ji 

^/(w)o  ^J(w)o  ^Hti)o 


OD 


2» 


2)^i(M)o  =  y](_l)»-i^^ 

A   =   l 
^2  =  2  £» 

Ai  =  32  (£2  4-  £6)  4-  64  e^ 

A,  =  128  (fc2  4-  £R)  4-  480(6*  4-  ««) 
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J?,   =   1    +  «2 

Bj   =    1    4-    £4  _|_  4  £2 

-B4  =  1  +  £^  +  16  («2  4.  £6)  _  6  £< 

J?5   =   1   +   flO  +  25(62  _|_  £8)   _   494(£4  +   ««) 

C,  =  1 

Ca  =  1  +  2  «2 

Ca  =  1  +  6  £2  4-  8  f  * 

C4  =  1  +  12  «2  4.  CO  £*  +  32  £6 

C5  =  1  4-  20  £2  +  348  £*  +  448  £«  +  128  «^ 


ti2n 


1 

2)2  =  2  £2  -|_  £4 

A  =  8  £2  -j-  6  £*  -f  £ß 

1)4  =  32  a«  4-  60  £*  +  12  £«  -f-  £« 
D^  =  128  £2  4-  448  £*  +  348  a«  +  20  f »  4-  £i^ 
6)  Es  gelten  die  Differentialgleichungen: 

14  +  26»«  %*i  -^  2£(1  -  «»)-|^  +  f»M»A  =  0 

ou^     '  ÖM     '         ^  ^   ds      ^  ^ 

1^  +  2**«  -^  +  2^1  -  *')  ^  +  (1  +  **«')A  =  0 

1^  +  2£»«  ^  +  2.(1  -  5«)  1^  +  (..  +  6»««)^3  =  0. 

Siehe    Königsberger:     25.   Vorlesung.       Weierstrass: 
Crelle's  Journ,,  Bd.  52,  S.  357. 
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§.  138. 

Einige  Integrale. 

sin  (pd(p 


1)     /  snudu  =   /      . 

J  J    Vi  —  e'sin^q) 


itution  u  ^r=   I    -— -,  amu  =  qp 

J     ^9 


r       sm(pd(p        1  I  dz 

Substitution  cos  q>  =  g. 
In  gleicher  Weise  sind  die  ähnlichen  Integrale  zu  behandeln. 

Man  merke  insbesondere: 


i( 


3)     /  Jn^udu  =  E(u) 


u 
u 

-     ,          H  —  EOii) 
sn^udu  r= ->  i 

ö 


u 
0 

rx     /'     o     7          —  «i^w  4-  E(u) 
5)     /  cn2wdw  = * — j^^ — 5^ 


0 


6)     /  tgn'^amudu  =  ^ 5 ^^ 


0 
tl 


^  J    '^nHi  ~'  ~  7l     Jnu     "*       sf 


K 

'    du 


8)     /   — —  =  cotgamu/inu  -f-  -S^  —  ^  +  ^  +  E{u) 


.      /*   d  u    tgn  am  u  /Jyi  u  -f-  ^lu  —  E  (w) 
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X 


Ebenso  sind  zusammengesetzte  Beispiele   zu   behandeln,  so 
wird  z.  B. 

j  ß  +  ycnt*  y    ^\       y   Jß^  —  y'     V'ß^  —  y^   / 

Marctgn  N  —r^ 


y  sin  (p  ' 

wobei 

^^9       M  —  V^ 1^ 


rUff 


M:=r= 


B     Yßl  _y  yg^2y2  J^   £2^2 


a,  /S,  y  sind  beliebige  reelle  Zahlen 


§.  139. 

Kugelfunctionen  erster  Art. 

1)  Sei 

_i 

(1  _  2a:c  +  «2)    '  =  2  «"^nH 
so  rouss 

a<l,     —  l^^^  +  l- 
Wir  setzen  auch  x  r-r  cos  oj. 


^..   2"f?!«!   ,,   .   ^  n(n  —  1) 

3)  -^^  1U-)  -  X"  -  2-(^^j)  0^- 

n(n-l)(n-2)(n-3)  _ 

'     2.4.(2n  —  1)(2»  —  3) 

l'o  (U-)  rrr  1.  P,  (3-)  ^  A  a:;i, 

4)P.(.)=...  P,(,)^|J^_|^  2.^  +  1^, 
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5)  P2n(—  x)  =  Patif.^),     -Pan  +  iC—  x)  =  —  P2n  +  i(a:) 

6)  2«n!  P„(a;)  =  ^  (^«  -  1)«.     (Ywory.) 

7)  P,(ic)=—    /  {a:  —  Va:2  —  1  cos^jj^dy.    (Laplace.) 

0 

..        2.4.6...2n      „,         V  ,        l.n  ,       ^, 

«>   1.3.5...  2n-l^«^^"-^")"=^^^""  +  r:2^m^^^"-^>'° 

,  1.3.n(n  —  1)  .  ^x       I 

+  1.2.(2n  -  l)(2n  -  3^  cos  (n  -  4)  o,  +  •  •  • 

9)     i'«  (cos  (O)  r=T   COS"  -ö   "~  (  1   )     COS^  -K  ^^^      q" 

+  W  cos2— ♦  ^  sm^  I (Dirichlet) 


Ol 


10)  Pn (cos 0)=-     /  dq> 

^  U      V  2  {cos  (p  —  cos  fij) 
0 


if 


sin  -^  cosmp 

V2(C0SG}  —   COSfp) 


V) 
Ol 


7C    J 


w 
sin  -^  Sin  n  tp 

.. d^> 

V2(cos9)  —  cosco) 


+ 


n 


9 
cos  ~-  S?M«g? 

y^(COSGi   —  COS^>) 


tu 


11)  (n  +  l)P«  +  ,(a:)  -  (2«  -f-  \)xV^{x)  +  «P._,(x)  =  0. 

12)  (1  _  ,:?)  ^  -  2  X  ^  +  «  («  +  1)  i'«  =  0 

+  1  [      0,  w  2:  w 

13)  rP„(x)P„(T)dx=    _2_ 

^1  2«  +  r  "*-*• 


r 
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14)  Sei 

f{x)  =  o„  -|-  o,  Pi  (ic)  +  o,  P,  (a:)  -j 

so  wird 


— 1 


also 


+1 
2w4-  1 

*•  2 


+1 

f  Pn(x)f(x)dx. 


Einige  Beispiele  der  Entwickelung. 


15) 


VT 


für  a:  =  0  folgt  hieraus 

">  w?^ = f  K  '■ '') + '  (I)'  f  J"- « 

Vergl.  Grelle,  Journ.  Bd.  56. 


Kugelfunctionen  zweiter  Art. 

i9)p-(.^)=2"     ^^;^.;^^^ — ^ 


I   [x  -{-  Vx^  —  1  cos  9 }"  cos  mtpdq) 


0 

Lai kA|  mathem.  Formelntiaminlang.  25 


384  Kiigelfunctionen.  \^^ 

5)     PanC—  ^)  =  P2n{x\    'P2«  +  l(--  x)  —    —    Pg«  +  l  (^) 

6)  2"n!  P.{x)  =  ^(x^^  1^.     (Ywory.) 

7)  P„(ic)=l    Hx—Vx^  —  lcos9)-dg>.     (Laplace.) 

u 

^.        2.4.6...2n      y^.         >,  ,         l.n  , 


,  1.3.n(n-  1)  .  ^^ 


9)     Pn  (cos  fi))  —   cos''  -r-   —  r!*j     C0S2"-2  3/^2  ^ 

+  Qycos— fsm^f-...    (Du 


Oi 


10)  Pn  (cos  o)  =  - 

0 


I        cos  ^»cosntp 

=  —     /       . =  dq> 

^  U      V2  {cos  (p  —  cos  ca) 


7t 

r      sin  -|  cos 
^  *J        V2  {cos  C)  — 


cu 


7C    J 


sin  -^  sin  n  q> 

-.--  dq> 

K  2  (cos  9  —  cosoa) 


n 


cos  -^  s'h 

+  3   ■ 


V2  {COi^ 


so  - 


tu 


11)  (n  +  l)P,  +  i(a;)  -  (2n  +  \)xPnix)  +  «P«- 

12)  (1  -  ^?)  ^  -  2x  ^"-  +  «(«  +  1)P-  - 

+  1  f      0,  »»  Z  « 

13)  /'p„(:r)P„(:r)da:=    _2_ 


/ 


1 1 


•'( 
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20)   {l-x^y^^^^-^2x(l-xO 


dx 


4-  {m  («  +  !)  —  m2  —  9?  0?  +  l)x^\  P:  =  0 

21)   2"  P;,  (cos  a)  =  (2  z  sin  «)"•   cos  (n  —  w)  oj 

.    (n  -  w0(2m  +  1)        ,  _. 

+  1.2  (2n-l)(2n-3)  '''^^^**      *"      ^^     ^ 


(2n— l)(2n-3) 
22)  (w  —  m  +  l)P:+2(.^)  +  2(m  +  1) 


X 


u*^ 


1/ H.fl(^) 

—  (w  4-m  -  l)P:(a:) 


0. 


§.  140. 

Kugelfunotionen  zweier  Variabeln. 

1)   Sei 

cos  y  =-=  cos  0  cos  ff  -f-  s?»  Ö  sin  ff  cos  ((p  —  q>') 

und  es  werde 

(i  =  cos  Ö,    fi'  =  cos  0\ 


ferner 
gesetzt. 


^  =  ^  —  ^' 


+ 


1 


d^  Y 

V^  +  n(n-j-l)Y. 


O. 


1  —  jU2    d^)' 

Wir  beachten   Yn  als  eine  Function,  in  der  0'  und  qp'  con- 
stant  sind,  die  also  0  und  tp  als  Variable  enthält. 

3)    Yi=  fiii'  -}-(l  —  fi^jl  (1  _  ^'2)1  cos 9 


^'=4 


.  _  il  U  _  11 

r        3J 


+  3  (1  —  f»*)2  (1  —  (t'»j«  n  n'  cos  ^  4- 1  (1  —  ^*)(l  _  ^'»)  cos  2  ^ 


r,  = 


25 
4 


f* 


3 1 


3 


{."  - 1 .' 


+  y(l  -<**}'{!  -**'*)' 


f^'-J 


U'2   —  1 

^  5 


cosif 

3 


+  7  0  -^*)(l  -ft'*)fi^'cos2  i^  +  |(l  -p»/(l  -  fiY  cos3<. 


>  * 


388 


Bessersche  FunctioDen. 


i« 


n 
1       /• 

5)  e^n(^)  =  —    /    cos(n(p  —  xsin(p)dq), 

0 

Diese  Formel  gilt  für  ein  positives  ganzes  n. 

6)  Jn(^)  =  —    /    cosnq)  cos  (x  sin  ip)  d  tp. 


Ebenso 


1)   n  =  -^     Jn(x) 


=1^ 

f     *ir  nr 


nx 


o\  3       -  .  .        1/2    /sinx  \ 

8)  «=2      '^-^^■)=  V^(-^ '0'^) 

9)  1  {J-„-,(x)  +  J-„  +  i(ar)}  =  nMx) 
10)  ^^)  =  j  {J„_,(a;)  -  J,+,(^)} 


ll)^iW__j-^(^) 


dx 


12) 


jj'„  +  ,(a;)  =  |- J„(x 


^  «'n  (^)  - 


w 


Jn_i(T)  =  -  /„(.t)^ 


a: 


d  Jn  Joe) 
dx 

d  Jn  {X) 

dx 


13)  cos(xsin<p)  =  jQ(x)-{-2J^(x)cos2q)-{'2J4,(x)cos4:(p-\ — 

14)  sin  (x  sin  q>)  =  2Ji  (x)  sin  9  -(-  2  J^3  (x)  sin  3  q) 

-\-2Jk,  (x)  sm  5  9?  -|-  ■  • 

15)  cos  (x  cos  (p)  =  Jo  (x)  —  2  Ja  (x)  cos  2  g)  +  2  J4  (x)  cosiq) 

16)  sin  (x  cos  9?)  =  2  «7,  (x)  sin  9  —  2J^  (x)  sin  3  9 

-\-2J^{x)sinbfp 

17)  sinx  =  2Ji(x)  —  2J^{x)  +  2J^{x) 

18)  cosx  =  Jo(x)  —  2J.i(x)  +  2J^{x) 

19)  xsinx  =  2[2^X2(x)  —  4:^J^(x)  +  62Je(^) 

20)  X  cosx  =  2  {12  Ji  (t)  —  3^3  (x)  4-  52 e/:  (x) 

CO 

21)  1  =  J"o  (a;)  +  2  2  «^a»(^) 


r 
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22)  x^  =  2^(2nyj2n(a^) 


1 

00 


23)  X*  =  2  2  (2  ny  {(2  n)^  —  2«}  J^n  (x) 


1 

00 


24)  ä;«  =  2  2  (2n)2{(2w)2  -  2»}  {(2»)2  -  4»}  ^^„(a?) 


1 

00 


25)    x  =  2'^{2n-\-l)J»,^iix) 


0 

OD 


26)  a;J  =  2  2  (2n  +  1){(2»  +  1)»  -  1»}  Jj,„i.i(a;) 


0 

00 


27)  X'  =  2  2(2»»+l){(2»+l)»-l«}{(2»+l)«-3»}^2»  +  ,(a;). 

0 

28)  Für  sehr  grosse  x  kann  folgende  Formel  benutzt  werden: 

(1  — 4w2)(32  — 4n2) 


{x)=y 


\         {         7t  n 

'   %x       l         4  2 


1 


1.2.(8a:)2 


+ 


I    1/  2      .    f  n  n\ 

'     '^    :«x        l  4  2J  -^ 

fl— 4n«  _  (1  —  4  ng)  (3»  —  4  w^)  (52  —  4  n«) 


1.2.3(8:z;)3 


29)  Es  ist 


a 

y  J„(xr)J«(x'r')rdr  =  o, 


wenn  für  Jj,  =:  (a„ 

ist  und  x,x'  verschiedene  Wurzeln  von 

J^{^d)  =  0 
and. 

Sei  Jn  (3«  a)  =  Jn  iß)  =  0, 

80  sind  die  Wurzeln,  nach  der  Grösse  geordnet  (diese  Gleichung 
tat  keine  gleichen  Wurzeln) 

und  es  ist 
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f^  =  s-0,25  +  ^^^ 
n  '        '     4s  —  1 


0,053041      ,     0,262051 


(4  s  —  1)3 
0,015399 


^^"  -  s  4-  025        Q-^-^^^^^  4- 

_  _  s  +  0,25  -  -^^j-^  +  (^Tipjy, 


(4  s  —  l)s 
0,245835 

(4  s  4-  ly 


+ 


Vergl.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.,  Vol.  IX,  ebendaselbst 
findet  sich  folgende  Tafel: 


8 

—  für  Jo  (z)  —  0 

—  für  J.  (z)  =  0 

n 

1 

0,7655 

1,2197 

2 

1,7571 

2,2330 

3 

2,7546 

3,2383 

4 

3,7534 

4,2411 

5 

4,7527 

5,2428 

6 

5,7522 

6,2439 

7 

6,7519 

7,2448 

8 

7,7516 

8,2454 

9 

8,7514 

9,2459 

10 

9,7513 

10,2463 

11 

10,7512 

11,2466 

12 

11,7511 

12,2469 

Die  Differenz  zweier  folgenden  Werthe  nähert  sich  immer 
mehr  und  mehr  der  Einheit  als  Grenze. 

Wird  Jo{z)  =  0,  so  ist 

js^  =    3,8317  ...  ^4  =  13,324  .  .  . 

^^  =    7,015    ...  jg^  =  16,471  .  .  . 

;2?3  =  10,174    ...  0^  =  19,616  .  .  . 

Bezüglich  der  Anwendungen  vergleiche:  J.  W.  Strutt- 
Rayleigh,  Theorie  des  Schalles  I,  S.  348,  Braunschweig;  ferner 
Riemann,  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  eben- 
daselbst. 


Differentialgleichungen. 


391 


§.  142. 

Allgemeine  DifiTerentialgleioliungeii. 

1)  (pdx-\-i;dy  =  0^    ist  -^  =  -^—  (IntograbilitätsbediDgung), 
so  wird 

I    (pdx  -]-  I  ifdy  —   I  dtj  I  -^  dx  =  Con^t 
oder  bequemer 

c=    /   ^{x,y)dx-]- J   ^{xQ,y)dy 


^ 


tfo 


c=  y    *(x,y)cZy+    /   q>{x,y^)dx. 


Vo 


Xii 


2)  Sei  L  der  iutegrirende  Factor  dieser  Gleicliung,  so  ist 

L  =  0. 


dy        ^   dx    ^    [dy        ox] 
3)  (pdx  '\'  ^dy  -\-  xdif  ^=  0,  es  niuss 

dy         8a;'     dz         dx"^     ds        ~dy 
sein,  dann  ist 


oder 


+/i'-/i?^«-/(ii-/ai-)'"i^ 

X  y  X 

'  =  J  q>{x,y,z)dx  -{- J  ^(ro,y,^)(iy  +   /  X('^^^y^,2)dz, 


z 


aro 


Vo 


4)  Ist  z  =/(a;,2/),  also  die  Integrabilitätsbedingungen  gegeben 
durch 


9 


\dz        dy\  ■^'^ 


(51 


8^] 


dz 


+  % 


.0«/        ÖiC, 


=  0 


3ö2  Klliptisclie  Punctioueii. 


§.  138. 

Einige  Integrale. 

sin  q>dq) 


1)     /  snudu  =    I      .         ^     ^       , 
J  J    Vi  —  s'^sin^q) 

Substitution  ü  =  f   -~—,  amu  =  w 

J     ^9 

0 

.      P       sin(pd(p        1  I  dz 

Substitution  cos  q>  =  /g. 
In  gleicher  Weise  sind  die  ähnlichen  Integrale  zu  behandeln. 

Man  merke  insbesondere: 


«< 


3)     /  Jn^udu  =  E{u) 


0 


4)    f  sn^udu=''---fM 


0 
tt 


5)     /   €n^udu  = :^ ^^^ 


0 


^^     r ±    ,.          7          tan  amu /^nn  —  E(ii) 
6)    1  tgn'^amudu=: z ^^ 


0 
tl 


du    £2  snucnu  _,    -K(w) 

0 


K 

''    du 


8)     /   — ^  =  cotgamuJnu  -{-  K  —  u  -{-  E  -{-  E(u) 


u 
u 


9)  r^ 


*   du    tgn  am u  Jn  u-\-  slu  —  E (u) 


u  e^ 


r 


X 


10)/ 
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=  cotfß  am  u  Jn  u  —  E  -\-  E  {n). 


Ujni^  am  u 


Ebenso  sind  zusammengesetzte  Beispiele   zu   behandeln,  so 
wird  z.  B. 

11)     /   3-1 dii  =  — M-4-{  1  — — a)-ä— ^- — r.^(flP,7Tr^ — ^'«) 

J   ß-\-rcnu  y     ^\        y    Jß^  —  f'     V'ß^  —  y^    ) 

Marctgn  N     .  ^  , 

y  ^  stn<p 

wobei 


rdtp 


M 


£     ]/ß2   _y   Vf/y«   _^   £2  ß2 


Vs,'y'-\'B^ß'  ' 

a,  /3,  y  sind  beliebige  reelle  Zahlen 


§.  139. 

Eugelfunctionen  erster  Art. 
1)  Sei 

(1  -  2ax  +  «»)  *  =  2  «"^«(a;), 
so  muss 

Wir  setzen  anch  x  ^r=  cos  et. 


^.   2"»?!«!  ^,(,j  —  1) 

^^  -2ld-  ^«(^^  ==  ^"  -  27(^2 t^T-V)  ^-' 


n(«  -  1)(«  -  2)(n  -  3)  ^_,  _  .  . 
~    2.4.(2w  —  l)(2n  —  3) 


5 


4)  P.(.r)  =  X.  p,(a:)  ^  1^  0:4  _  |l|  2a:^  +  1^, 

,(x)  =  -x^—  ^,    Pj r,r)  ^  —  .r-  -  —  .r'  +  274^' 
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5)  P2«(—  x)  =  P2„(.^),  -Pgn  +  iC—  a:)  =  —  P2n  +  i(a:) 

6)  2-n\  Pn(x)  =  ^{x^-  ly,     (Ywory.) 

n 

7)  P„(2r)  =  —    r[x—Vx^  —  1  cosg)}"dy.    (Laplace.) 


ü 


-,.        2.4.6...2n      T»  /         \  I        l.w  ,         -, 

,  1.3.n(n  —  1)  .  -X        , 

+  1.2.(2n-l)(2«-3)^"^("  _  4)0,  -f-  •  • 

9)   In  (cosoj)  —  COS"  o*  ~"  (i  )   CöS^"^^  -9-  sm^  9- 


+(") 


2  2 


(Dirichlet.) 


Ul 


10)    Pn(COSa)=z^ 


9 


COS  -^,cosnq> 
]/2  {cos  (p  —  cosca) 


dfp 


+1/ 


9> 


sin  -~  cosn^i 
V2(co5ö  —  cos  9)) 


(^9 


tt) 


Ä  ^ 


u> 


9 


sin  -^  s%nnq) 

y2{C0S(p  —  C0S(äi) 


d(p 


n 

+1/ 


9 


cos  -5-  sm  w  9) 


V2(coscj  —  cos^>) 


tt) 


11)  («  +  l)P«  +  i(a;)  -  (2n  +  \)xV^{x)  +  «Pj,_,(x)  =  0. 

12)  (1  _  a:?)  ^  -  2  z  ^  +  «  («  +  1)  P-  =  0 


+  1 
13)    fp,{x)P„{x)dx  = 

—  1 


0, 


i2n  +  I' 


»»  =  n 
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14)  Sei 
so  wird 


fix)  =  a,  +  a,  P.  {x)  -]-a,P^  (x)  + 


/P.r.)/(.)d.  =  ^, 


also 


— 1 


+1 
2w+l 

«n  =- ■ 


2 

— 1 


f  P„(x)/ix)dx. 


Einige  Beispiele  der  Entwickelung. 


15) 


für  a:  =  0  folgt  hieraus 

.8,  I  Vi^r^  =  ^  _  5  (i)'  i  P.(»)  -  9  (jij)'  i  P.W 
Vergl.  Grelle,  Journ.  Bd.  56. 


Kugelfunotionen  zweiter  Art. 


TT 

/   {x  +  Vic^  —  I  COS  (pY  cosmq)d(p 


0 

Latkfti  in«th«m.  Formeli»ammlang.  25 
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20)   (1  -  x^y  ^' f :/^^  -  2a:(l 


A  d  P:  (x) 

X')  ^ 


dx'^  "    ^'        "^  ^      dx 

+  [n{n  +  1)  —  w2  —  11  {n  +  \)x^\  Pl 

21)   2*»  Pr«  (ro.s  Ol)  =  (2  i  ain  w)*"   cos  (n  —  w)  gj 


0 


,    (m  —  m)(2m  4-  1)        /  o\ 

+  ^^ z—~ r — -  <^os  (n  —  m  —  2)  o 

1 .2n  —  1 


(n__.yn)(w— m  — 1)  (2w-fl)(2m  +  3)        .  .,        . 


(2n— l)(2w-3) 
22)   {n  —  m  +  l)P:+2(^)  +  2(m  +  1) 


X 


(X) 


:r2  —  1 


O. 


§.  140. 

Kugelfunctionen  zweier  Variabeln. 

1)   Sei 

cos  y  =  ^o.s  ö  cos  0'  -(-  s/;?  0  sin  8*  cos  ((p  —  q>') 

und  es  werde 

^  =  cos  ö,    ft'  ==  cos  0\ 


ferner 

gesetzt. 
d 


^  =  9  —  9' 


2) 


d^ 


(1  -  ^«j 


+ 


1 


<^' ^ -f  „  („  _l_  1)  r„  =  0. 


1  —  |uä    dy- 

Wir  beaclitcn  Yn  als  eine  Function,  in  der  ff  und  9'  con- 
stant  sind,  die  also  0  und  q>  als  Variable  enthält. 

3)    Yi  =  nn'  -\- (1  —  ft')2  (1  —  |tt'«)5  cos  9 


r,  =  4 


11 

3| 


^•»  - 


1 


1.1  3 

+  3(1—  fi2j2  (1  —  ^'2j2  ^  ^'  COS  V;  -f  -j  (1  —  ft2)f  1  —  ^'2)  ^ÖS  2  ^ 


_  25 
75 


^ 


3 


3 
5^* 


'3  _- 


3^ 
"5 


+  y  {i-/*^j'{i-^¥{/^'^-] 


5 


f* 


'«^1 


ros^ 


15 


5 


4--(l-f|2)(l-^'2)^^'co52^'4-g(l-fi^)ni~/*'')'<^ö«3* 
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4)   Sei 


o  (w,  n,  x)  = 


n 


— a-  tn! 


w!  d'^Pnix) 


1.3.5...2n  —  1      dx^ 


so  wird 


A„  =  2  [l-3-5-(2n-l)?         ^^^ 
w  —  ml  n  -j-  m! 


r„  =  2  **  (f*^  —  1)*  (m''-^  —  1)^  o  (x,  n,  ii)  (3  (x,  w,  /i')  cos  X  ^ 

+  1    2;r 


5)//l-e/M9  =  i^ 


—  1    0 

+  1     2« 


f  J  r^ind/irfy  =  0, 


w»  :2  w. 


-1    0 


Nach  diesen  Formeln  ergiebt  sich  die  Entwickelung  einer 
Function  zweier  Variabein  nach  F»  analog  der  einer  nach  P„ 
Ton  selbst 


§.  141. 

Bessersohe  Functionen. 


^.    d^u    ,     l  du    .    /,         n2\  ,. 


2)  ti  =  Cx" 


1— 


a;2 


+ 


a:* 


2.(2n-[-2)    '    2.4.(2n  +  2)(2n  +  4) 


3)   Sei  n  positiv  und  ganz,  so  wird 


2(2w  +  2) 

+ 


xA 


2.4.(2w  +  2)(2n  +  4) 


•  •  • 


4)    Jn{x)  = 


n 

x^  r* 

r---    /    COS  (x  COS  9)  sin^  **(pdq) 


25* 
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n 

5)  «^n(^)  =  —    /   cos(n^i  —  xsin(p)dq). 

0 

Diese  Formel  gilt  für  ein  positives  ganzes  n, 

6)  Jn(^)  =  —    /    cosn(p  cos  (x  sin  <p)  d  <p. 


Ebenso 
1 


1)  n  =  ^     J«(. 


'  ^         ^  nx 


o\  3       T  r  \        1/2    /smx  \ 


9)  I  {J-„-i(;r)  +  J-„  +  i(a;)}  =  nJ^ix) 
10)  !^)  =  1  {J,_,{x)  -  J,+.(^)} 


12) 


d  J«  {x) 


X 


n 


Jn-l(x)  =  -  Jn{x)  + 


X 


dx 


13)  cos  (x  sin  (p)  =  Jq  (x)  -(-  2  «/^  (x)  cos  2  9)  -f-  2  J4  (x)  cos  4  y  -| 

14)  sin  (x  sin  (p)  =  2Ji  (x)  sin  (p-\-2J^  (x)  sin  3  q) 

-|-  2  eTä  (x)  sin6q>  -j 

15)  cos  (x  cos  q>)  =  Jq  (x)  —  2  Jj  (^)  cos  2  9?  -f-  2  J4  (a;)  cos  4  9 

16)  sin  (x  cos  9))  =  2  «7,  (x)  sin  tp  —  2/3  {x)  sin  3  q> 

-\-2J^{x)sinhq> 

17)  sinx  =  2J^{x)  —  2J^{x)  +  2J^{x) 

18)  cosx  =  Jo (^)  —  2 Ja (^)  +  2J^{x) 

19)  xsinx  =  2  {2^J<i(x)  —  ^'^J^ix)  +  (y''J^{x) 

20)  X  cosx  =  2  {12  Ji  (x)  —  32J3  (x)  -\-  b^J^  {x) 

00 

21)  l=J<,(x)-{-2y]j3„{x) 
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1 

00 


23)  ir«  =  2  2  (2  «)» {(2»)»  -  2«}  J,n(x) 


1 

OD 


24)  ä?«  ==»  2  2  (2n)2{(2n)3  -  22}  {(2w)2  -  42}  .^^^(a;) 


1 

00 


25)    a!  =  2  2(2«+l)«^*»+iW 


0 

OD 


26)  ar»  =  2  2  (2»  +  1){(2«  +  1)»  -  l'}«^i'»+i(^) 


0 

I 

I  • 


27)  x»=  2  2(2n+l){(2nH-l)»-P}{(2«+l)»-3«}Ja„+,(aj). 

0 

28)  Für  sehr  grosse  x  kann  folgende  Formel  benutzt  werden: 

fl— 4n»      (1  — 4«»)(3*  — 4w»)(5''  — 4n^) 
l   1.8a;  1.2.3(8a;)3 

29)  Es  ist 

a 

f  J^(xr)Jni7i'r^rdr  =  0, 

0 

wenn  für  J^  =  On 

ist  und  x,x'  verschiedene  Wurzeln  von 

Jn  (na)  =  0 
sind. 

Sei  J„  (x  a)  =  J„  (^f)  =  0, 

80  sind  die  Wurzeln,  nach  der  Grösse  geordnet  (diese  Gleichung 
kat  keine  gleichen  Wurzeln) 

und  68  ist 
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4'^  _  ^o-    I    0,050661         0,053041      ,     0.262051 

_  s  -  o,2o  +  -TT-rr  -  as  -  i)^  +  US  -  1)^ 


JS 


(') 


7t 


=  s  +  0,25 


4s  - 
0,151982 


+ 


(4  s  —  1)- 
0,015399 


(4  s  —  1)' 
0,245835 


+ 


4s  +  1     '    (4s -f  1)3       (4s -f  1)' 

Vergl.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.,  Vol.  IX,  ebendaselbst 
findet  sich  folgende  Tafel: 


8 

—  für  Jq  (z)  =  0 

71        " 

—  für  J.  (z)  =  0 

71        *   ^ 

1 

0,7655 

1,2197 

2 

1,7571 

2,2330 

3 

2,7546 

3,2383 

4 

3,7534 

4,2411 

5 

4,7527 

5,2428 

6 

5,7522 

6,2439 

7 

6,7519 

7,2448 

8 

7,7516 

8,2454 

9 

8,7514 

9,2459 

10 

9,7513 

10,2463 

11 

10,7512 

11,2466 

12 

11,7511 

12,2469 

Die  Diiferenz  zweier  folgenden  Werthe  nähert  sich  immer 
mehr  und  mehr  der  Einheit  als  Grenze. 

Wird  c/i(^)  =  0,  so  ist 

z^  =    3,8317  ...  z^  =  13,324  .  .  . 

2.^  =    7,015    ...  -sTj  =  16,471  .  .  . 

^3  =  10,174    ...  z^  =  19,616  .  .  . 

Bezüglich  der  Anwendungen  vergleiche:  J.  W.  Strutt- 
ßayleigh,  Theorie  des  Schalles  I,  S.  348,  Braunschweig;  femer 
Riemann,  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  eben- 
daselbst. 


DifTeren  tialgleichangen . 
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§•  142. 

Allgemeine  Differentialgleichungen. 

1)    q>dx-\-ilfdy  =  Oy    ist  -^  =  ■^—  (iDtegrabilitätsbedingung), 

0  y        0  3/ 

so  wird 

1  (pdx  -}-  I  ^dy  -^   I  dy   I  -^  dx  =  ConsU 
oder  bequemer 


c=  /  ^>{^^y)dx-\- J  ^{x^,y)d 


y 


*0 


Vo 


/x 
^{^,y)dy  -\-  j  (p(x,yo)dx. 


Vo 


«0 


2)   Sei  L  der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung,  so  ist 


cL         ,  d  L    . 


dg)        d  ^ 


[dy 


ox] 


L  r=r  0. 


dy        ^   dx 
3)   tpdx  +  it^dy  -+  %dz  =  0,  es  muss 

d(p  dtif       Off  dx       dxl^ dx 

dy         öx'     dz         dlc^     dz         dy 

sein,  dann  ist 


oder 


^ 


xo 


Vo 


A» 


4)  Ist  ^  r=ry(a:,y),  also  die  Integrabilitätsbedingungen  gegeben 
durch 


9 


ö(^         &;|r 


l^j? 


02/1 


+  * 


+  ;c 


9,V        0  a; 


=  0 


3  92  Di  fferentialgleichuii  gen. 

die  gegebene  Gleichung  sei 

q>dx  -{-  tdy  -f-  x^^  =  ö« 
Wir  setzen  dz  =  0  und  integriren  inittelst  des  integriren- 
den  Factors  L  die  Gleichung 

L(q)dx  -{-  ^dy)  =  0. 

Das  Integral  sei 

F{x,y,z)-\-Z{z)  =  0, 

wobei  Z{z)  die  Integrationsconstante  ist.     Das  Integral  der  vor- 
gelegten Gleichung  lautet 

F{x,y,z)  +f{Lx  -  ID  d^  +  C=  0. 

Vergleiche  weiter:    Schlö milch,  Zeitschr.  Bd.  XX.    Femer: 
Catalan,  Mem.  de  Liege,  Tom.  13,  1887. 

5)  Ist    die   Integrabilitätsbedingung   nicht  erfüllt,   so   hat  die 
Gleichung  zwei  Integrale. 

Dann  schreibe  man  (nach  Monge): 


* 


J?.^^  — 


dz  -{--^  dy  -]-  —  dx  =  0,      ' 

Aß  Af 

setze  dx  =  0  und  integrire  durch  den  Integrationsfactor  L  die 
Gleichung 

L  dz  -\-  —  dy\  =  0, 
so  dass 

wird,  die  Integrationsconstante  %  kann  auch  x  enthalten.     Das 
zweite  Integral  ist  gegeben  durch 

dx  %        dx 

Ueber  die  allgemeinere  Gleichung  vergleiche  man:  Pfaff, 
Crelle's  Journ.  Bd.  2.  Sodann  17  und  58.  Hoffmann's  mathem. 
Wörterbuch  Bd.  V,  S.  500. 

6)  Es  ist 

(pdx  -]-  ^dy  =  -^[xtp  -^  yi\f\  j^ -f -J 


+  -^{^g?  —  y^\ 


dx 

X 


y 


r 


Differentialgleichungen . 
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§.  143. 

Specielle  Formen. 


dy  _ 


2)||  =  f+/W9(f).  .  =  -' 


4) 


dy  _ 


5)  x  +  '^^=f(x)if{x*  +  y%    X»  +  t/»  =  Ä» 


7)  X  4-  -T^  =  /*  !-T^l;    -T^  =  P  und  diflFerentire  noch  einmal 
'        '    da;      •'  IdicJ'    dx       ^ 

8)  (oa?~  —  6t/«)  -^  =  (ajr  —  ^•^)  — i    a;«  =  ^,    y»»  =  t; 

•         y  ^ 

9)  s,  =  i^+/{g),    j,  =  «C+/(4    (Clairant). 


\dxj 
X  =:  Qcosd^    y  =  Q sind. 


Dieselbe  Substitution, 
dl/ 


e  —    /  jl;eJ'^ 


X 


Vx^  +t/2 


( 


^^)^-\-<py-\-t  =  o 


y 


^.-h 


1*)  5I  +  SP»  +  *y"  =  0,   y»-"  =  z 
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Diif erentialgleichuD  geu. 

dy 


15)   \ax -j- bx^-^^y*^]-^ -]- cy -\- dx^'y^'^^  =  0 

X^y<*  =  0^     y^X^  =  V 


17)/ 


„  d^\  _f.     d^_      dy' 
^'  dx*l  ~    '    'dx''  ~-'  d 


>J 


'  •'  \dx^  dx^  dx       ^ 


19)/ 
20)/ 


dy  d».vl 


X,   -TT. 


dx'  d  X* 
dy   dUj\ 


=  0     ^ 
'    dx 


1> 


l^'  dx'  dx^ 


=  0, 


dy 

dx 


^y    _  rfp 

dx*  ~  dy 


21)  Die  Gleichungen 


lassisn  sich  im  Allgemeinen  nicht  vereinfachen. 

22)   Seien  9>  und  t\)  homogene  Functionen  vom  Grade  n,  und  i 
eine  vom  Grade  g,  so  lässt  sich  die  Gleichung 

q>(x,y)dx'^  tlf{x,y)dy  +  l{x,y){xdy  —  yd:c}  =  0 

für  den  Fall,  dass  g  =  n  —  2,  auf  eine  lineare  bringen,  wenn 
y  =  xt  gesetzt  wird. 


§.  144. 

Construction  und  Transformation  der  Differential- 
gleichungen. 

Man  kann  manchmal  eine  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere überführen,  die  integrabel  wird.  Dazu  kann  man  die  fol- 
genden Bemerkungen  benutzen. 

1)   Wir  bezeichnen  immer  mit  P,  Q^  R  beliebige  gegebene  Func- 
tionen der  unabhängigen  Variablen. 
Sei 

und 

-d¥  =  -^'^' 


so  wird 


2)  Sei 


Differentialgleichungen. 


dv«  ~^\dv^      P  dv 

du     1 

^~dt"u 

du     \     .dv     1 

dt     u  ^  dt     t?' 
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SO  ist  identisch 


S  +  (.  +  »)  's!  +  m  + '  »1 » =  r.  Ä  (« r,  c»| 

3)  Sei 


und 


dx^  ~      dx^  ^-^ 


wobei  V,  M^,  z  Functionen  von  x  sind,  so  wird 

dv 


dx 

dw 
dx 

dz 
dx 


r=vQ 


=  vB 


und  zur  Bestimmung  von  v  oder  w  dienen  die  Gleichungen: 


d'^v 
dx^ 

d^w 


-  P 


dw 
dx 


+"I«-4II=» 


dxj  da; 

4)  Sei 

dz  „    ,  , 

80  geht  diese  Gleichung  für 


über  in 


\    d  log  u 

(pi     dx 


d^u        /(f'i    .       \  du    ,  ^ 
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§.   145. 

Zur  Bereclinung  der  elliptischen  Functionen. 
1)  Sei 


X' 


q  =  e      *  ,    B  =  sin  0, 
so  wird 

logq  =  2logtgn  ^  +  [9,3979400]  +  [9,0357243] ^i<  ^ 

+  [8,64452]  «f/n»  %  +  [8,41518]  ign^'^  |-  +••• 

Die  Zahlen  in  [  ]  sind  gewöhnliche  Logarithmen. 

Ist  ö  nahe  an  — ,  so  rechne  man  mit  -^  die  Grösse  p   und 
beachte,  dass 

log  log  Q-\  +  log  log  0-\  —  0,269868367989342 . . . 

NB.   p  entsteht  aus  q  durch  Vertauschung  von  «  in  By, 
Man  hat  ausserdem: 

2)  f. = Vi  {i + ^  (i)* + 15  (iy + .50  (ly 


+ i'o'  (ly + 


_  1 A   f,     .     ^    ^'^     .     ,.,     «*      .     --^      «* 


1+2-+15  — +150 


16    •         256    '  4096 

4.  1707  — (-  . 

^  65536  ^ 

o\   7  ..7       «     I     1     o    I     13    ,    ,     23     ^    ,     2701     ,  , 

4)   Sei  zur  Abkürzung 


-A, 


1  1  -  Vf, 

2  1  _|_  Vf, 
SO  wird 

gr  =  A  -f  2  A5  -f  15  A9  +  150  k^^  +  1707  k^^  -\ 

für  e  <  0,866  reichen  für  sieben  Decimalen  zwei  Glieder  aus. 


r 


Elliptische  Functionen. 

5)  X  geht  in  x'  über,  wenn  b  in  «i  übergeht. 
Es  ist 


=  —  {1 
2f,  ' 


a 


2  (1-K£.j 


2g  +  2g«  —  2g9  4---}» 


{g  +  g» +  «"+•••}» 


X 


6)   Sei 


i{2  + 

4gl«  _j_  4 

[qM  -j }» 

1+Vfi 

+p 

+  *i)  l/f ,    * 
2 

2 

.    _  1  -fi      .    _  1  -  Va^ 

Ai    ;; j —,        Aj    


l+£l' 


80  wird 

X 


l+Va.' 


,    I    1    .    I     9    „    .     25     .    ,     1225 
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8   +...[%- 

I     1     ,  /i  j^  11    ,    I    185    ^    ,     18655     .    ,       ] 
+  4  *M'  +  32** +  384** +49162- **+•••) 


7)   x'  =  — %(— )  = = >^^. 

^  n     ^  \q/        n     logvule 


Für  die  praktische  Berechnung  dienen  folgende  Formeln: 
1)   Winkel  des  Moduls  <  0»  1'  30",  also  der  Modul  <  0,0004... 


^(t) 


,    Lo^  =  ?o//  vu?^. 


«  =  f  (1  +  2 g)»  =  f  (1  +  4 g)  =  |(l  +  i  f») 


Log  —       Xö^r  — 
2  Z^9  6        Lo^  e 
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2)  Winkel  des  Moduls  <  1»  30',  also  der  Modul  <  0,025... 


32 


^  \q)  =  ^  ^9  (j)  —  j  t*  Loge 
Log  (-)  =  (''^<^^)'  —  (■^Lope)^ 


Log  1         2  Log  (i) 


1+t 


Lo^e 


^(t) 


X  =  f  (1  +  2  5)»  =  I  (1  +  4  ^)  =  I  (l  +  j  ^') 


X' 


,   Log  — 
1       -^  ^ 


2    Loge 

3)   Modularwinkel  <  18o. 
Setze 


(l  +  4«)  = 


\Log^ 
(Loge 


1     , 


1  +  i  a> 


«3  = 


1 


X 


l  +  ^I 


l  +  ^l'         '" 

f,  =  sin  an 

1  —  cosa 


f ,  =  stw  c«2  = 


l  -{-  cosa        ^^2 


1  +  cos  a  «1 

Xs  =  X  — ^-^ =  X  cos^  -jT-  a. 


Man  findet 

1 
«  =  4  ^H 


K^4=i*^-^f(^  +  T^^^*?l 


1  1  a 

Logq  =  2Logtgn  -^  ^  ^  ^^9^  +  j  Loge.tgn^  -^ 


X 


f  (• + 1  ••') 


1  +  T  ^^*»*  -^ 
ff        '4^2 


«  « 


cos' 


(K 


2 


^^^'  2 


io^x  =rT  Lo^  1^  —  2  Logeos  -^  +  j  Loge.lgn*  ^• 

4)   Modularwinkel  <  18°  <  45^.     Wiederhole   dieselbe  Trans- 
formation 


fnoj  =  tgn^  -^,    sma4  =  tgn^  — 


sm 
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• 

y  2  «i/»  2  "* 

Logq  =  -2  Logtgn  ^  «4        2  ^^^^ 

X  — 

2 

gx  —  Log^        2 

Log  cos  ~  -|-  Log  cos  y  -f-  Log  cos  y 

Oder  setze 

cos  ß 

—  Vcos  a,    sin  a  —  f , 

so  wird 

iogfg  =  2Logtgn  ^  —  Log2  +  -  LogeJgn^  ^ 

cos*  f 

Logx  r=LogY'-'^  Logeos  y  +  j  Loge.tgn^  ^ 

5)  Modularwinkel  >  45.  Man  substituire  den  Winkel  des 
complementären  Moduls  £1  und  rechne  j),  x!  nach  den  obigen 
Formeln  und  beachte 


•^   "  ^^  ^ '  ;r      Loge 


Vergl.  Broch:      Traite   elementaire    des   fonct.  elliptiques, 
p.  218.    Daselbst  viele  Beispiele. 
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Tafeln. 
§.   145. 

Tafel    L 


a 

Ml) 

Mj) 

3 

P 

X 

x' 

00 

OD 

0,00000 

0,0000000 

1,00000 

1,6707963 

00 

10 

4,72034 

0,39436 

0,0000190 

0,40331 

1,5709160 

6,434908 

20 

4,11822 

0,45202 

0,0000762 

0,35317 

1,5712750 

4,7427173 

30 

3,76592 

0,49431 

0,0001714 

0,32040 

1,5718736 

4,8386540 

40 

3,51589 

0,52946 

0,0003049 

0,89549 

1,5727124 

4,0527582 

50 

3,32187 

0,56038 

0,0004766 

0,27518 

1,6737921 

8,8317420 

60 

3,16327 

0,58848 

0,0006866 

0,25794 

1,5751136 

3,6518660 

70 

3,02909 

0,61455 

0,0009352 

0,24291 

1,5766780 

3,6004225 

80 

2,91277 

0,63909 

0,0012225 

0,22957 

1,5784866 

8,3698680 

90 

2,81009 

0,66244 

0,0015485 

0,21755 

1,5805409 

8,2253029 

IQO 

2,71815 

0,68485 

0,0019186 

0,20661 

1,5828428 

3,1683863 

110 

2,63490 

0,70649 

0,0023179 

0,196567 

1,5853942 

3,0617286 

120 

2,55881 

0,72750 

0,0027618 

0,187284 

1,6881972 

2,9785690 

130 

2,48872 

0,74798 

0,0032455 

0,178657 

1,5912544 

2,9025649 

140 

2,42375 

0,76804 

0,0037692 

0,170594 

1,5945683 

2,8326726 

150 

2,36317 

0,78772 

0,0043334 

0,163034 

1,5981420 

2,7680631 

160 

2,30641 

0,80711 

0,0049384 

0,155^6 

1,6019785 

2,7080676 

170 

2,25301 

0,82624 

0,0055846 

0,149197 

1,6060813 

2,6521380 

180 

2,20257 

0,84516 

0,0062723 

0,142837 

1,6104542 

2,5998197 

190 

2,15476 

0,86391 

0,0070023 

0,136801 

1,6151009 

2,5607314 

200 

2,10932 

0,88252 

0,0077746 

0,131063 

1,6200259 

2,5045501 

210 

2,06600 

0,90103 

0,0085901 

0,125594 

1,6252337 

2,4609995 

220 

2,02460 

0,91945 

0,0094493 

0,120379 

1,6307291 

2,4198417 

230 

1,98495 

0,93782 

0,0103526 

0,115393 

1,6363174 

2,88087^2 

240 

1,94689 

0,95615 

0,0113008 

0,110624 

1,6426041 

2,8439047 

250 

1,91029 

0,97447 

0,0122945 

0,106055 

1,6489952 

2,3087868 

260 

1,87502 

0,99280 

0,0133346 

0,101672 

1,6556969 

2,2753764 

270 

1,84099 

1,01114 

0,0144215 

0,097465 

1,6627160 

2,2435493 

280 

1,80810 

1,02955 

0,015556 

0,093422 

1,6700594 

2,2181947 

290 

1,77626 

1,04800 

0,016739 

0,089537 

1,6777349 

2,1842132 

800 

1,74539 

1,06653 

0,017973 

0,085797 

1,6857504 

2,1565156 

310 

1,71544 

1,08516 

0,019256 

0,082194 

1,6941144 

2,1300214 

320 

1,68633 

1,10389 

0,020591 

0,078725 

1,7028359 

2,1046577 

330 

1,65801 

1,12274 

0,021978 

0,075381 

1,7119247 

2,0803582 

340 

1^63043 

1,14174 

0,023419 

0,072154 

1,7213908 

2,0570623 

350 

1,BQS54 

I46O68 

0,024915 

0,069043 

1,7312452 

2,0347153 

360 

l,57>ß9 

1,18021 

0,026467 

0,066037 

1,7414992 

2,0132666 

370 

1,55165 

1,19970 

0,028077 

0,063139 

1,7521652 

2,9926696 

380 

1,52658 

1,21941 

0,029745 

0,060338 

1,7632562 

1,9728823 

390 

1,50204 

1,23932 

0,031475 

0,057634 

1,7747859 

1,9538648 

400 

1,47801 

1,25948 

0,033265 

0,055020 

1,7867691 

1,9355811 

410 

1,45445 

1,27989 

e/QS5120 

0,052494 

1,7992215 

1,9179975 

420 

1,43133 

1,30056 

0,087(W0 

0,050054 

1,8121599 

1,9010830 

430 

1,40863 

1,32152 

0,039027 

0,047696 

1,8256019 

1,8848087 

440 

1,38632 

1,34273 

0,041085 

0,045417 

1,8395667 

1,8691475 

450 

1,36438 

1,36438 

0,043214 

0,043214 

1,8540747 

1,8540747 
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Taf 

el  IL 

l*  ip 

=  sina. 

9 

0» 

100 

15» 

300 

a 

450 

600 

750 

800 

900 

1» 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

20 

08491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

a» 

05236 

05286 

05236 

05237 

05287 

05238 

05238 

05288 

05288 

4* 

06981 

06981 

06982 

06983 

06984 

06986 

06987 

06987 

06987 

50 

06^ 

06727 

08727 

08729 

08732 

08735 

08737 

08737 

08738 

W 

17453 

17456 

17459 

17475 

17498 

17520 

17537 

17540 

17543 

15» 

26180 

26189 

26199 

26254 

26330 

26406 

26463 

26475 

26484 

200 

34907 

34927 

34953 

35082 

35262 

35447 

85586 

85615 

35638 

250 

48633 

43674 

43723 

43973 

44328 

44699 

44982 

45040 

45088 

800 

52360 

52429 

52513 

52943 

53562 

54223 

54736 

54848 

54931 

35« 

61087 

61193 

61325 

62003 

62998 

64085 

64950 

65132 

65284 

4Xfi 

69813 

69969 

70162 

71165 

72667 

74358 

75745 

76043 

76291 

46» 

78540 

78756 

79025 

80437 

82602 

8512S 

87270 

87741 

88137 

50» 

87266 

87566 

87915 

89825 

92829 

96465 

99711 

1,00444 

1,01068 

5ÖP 

95993 

96366 

96832 

99331 

1,03371 

1,08479 

1,13307 

14442 

15423 

60» 

1,04720 

1,05188 

1,05774 

1,08956 

14243 

21254 

28371 

30185 

31696 

650 

13446 

14020 

14740 

18691 

25447 

34893 

45316 

48098 

50645 

700 

22173 

22861 

23727 

28530 

36972 

49441 

64684 

69181 

73542 

750 

30900 

31710 

32733 

38457 

48788 

64918 

87145 

94682 

2,02759 

80» 

39626 

40564 

41752 

48455 

60848 

81253 

2,13390 

2,26527 

48625 

85« 

48353 

49423 

50781 

58503 

73082 

98264 

43658 

66985 

3,13130 

86« 

50098 

51195 

52587 

60516 

75542 

2,01723 

50129 

76116 

35467 

87« 

51844 

52968 

54394 

62530 

78006 

05194 

56708 

85612 

64258 

88« 

53589 

54740 

56200 

64545 

80472 

08674 

63357 

95866 

4,04813 

890 

55334 

56512 

58007 

66560 

82939 

12161 

70068 

3,05304 

74185 

900 

1,57080 

1,58284 

1,59814 

1,68575 

1,85407 

2,15652 

2,76806 

3,15388 

00 

Ausführlichere  Tafeln  findet  man  in: 

Legendre,  Traite  II.  Bd.    Exercises  III.  Bd. 

Meissel,  Sammlung  mathem.  Tafeln.    Iserlohn  1860. 

Gronau,  Tafeln  für  die  tng.  Functionen  der  cyklischen   und  hyp. 

Sectoren.    Danzig  1868. 
Hoüel,  Recueil  de  formules  et  de  tables  num.    Paris  1866. 
Schmidt,  J.  G.,  System  elliptischer  Bogen.    Berlin  1842. 
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Tafeln. 

Tafel    IIL 

«r         

f  d<f\l  —  4*  siii^  if^   s  =^  sin  a. 


J'OS/^i 


a 

9' 

00 

100 

150 

300 

450 

600 

750 

800 

900 

10 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01746 

0,01745 

20 

03491 

03491 

03491 

03490 

03490 

03490 

08490 

08490 

08490 

30 

05236 

05236 

05286 

05235 

05235 

05234 

05234 

05284 

05234 

40 

06981 

06981 

06981 

06980 

06978 

06977 

06976 

06976 

06976 

50 

08727 

06726 

08726 

08724 

08721 

08718 

08716 

08716 

; 

IQO 

17453 

17451 

17447 

17431 

17409 

17387 

17371 

17867 

17365 

150 

26180 

26171 

261G0 

26106 

26032 

25957 

25902 

25891 

25882 

200 

84907 

34886 

34860 

34733 

34558 

84881 

34250 

84224 

84202 

250 

48633 

43593 

43544 

43298 

42958 

42612 

42856 

42304 

42262 

800 

52360 

52292 

52208 

51788 

51205 

50609 

50165 

50074 

50000 

350 

61087 

60980 

60850 

60194 

59276 

58332 

57622 

57477 

57358 

400 

69813 

69658 

69467 

68506 

67153 

65746 

64679 

64459 

64279 

450 

78540 

78324 

78059 

76720 

74819 

72822 

71289 

70972 

70711 

500 

87266 

86979 

86626 

84832 

82265 

79538 

77414 

76971 

76604 

550 

95993 

9o622 

95166 

92843 

89490 

85879 

83020 

82417 

81915 

600 

1,04720 

1,04255 

1,036S3 

1,00756 

96495 

91839 

88080 

87276 

86603 

650 

13446 

12878 

12176 

08577 

1,03293 

97427 

92580 

91523 

90631 

70« 

22173 

21491 

20650 

16318 

09901 

1,02664 

96519 

95144 

93961 

750 

30900 

30097 

29107 

23989 

16346 

075S6 

99916 

98141 

96593 

800 

39626 

88698 

37550 

31606 

22061 

12219 

1,02823 

1,00543 

98481 

850 

48353 

47294 

45985 

39186 

28886 

16726 

05343 

02436 

99619 

860 

50098 

49013 

47671 

40699 

80124 

17606 

05813 

02768 

99756 

870 

51844 

50732 

49357 

42211 

31360 

18484 

06277 

03089 

99863 

880 

53589 

52451 

5iai3 

43723 

32596 

19359 

06735 

03401 

99939 

81)0 

55334 

54170 

52729 

45235 

33830 

20233 

07188 

03708 

99985 

9ü0 

57080 

55889 

54415 

46746 

1,35064 

1,21106 

07641 

04011 

1,00000 

r 
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§.  146. 

Sinus. 


1)    Sina  =  ~  chord2a  =  1  —  cos  versa  =  77-T  [&"*  —  e-«»! 

2  2i  ' 


ty- —       l/l  —  cos  2  a       ^l/    \a  ^a 

=  Vl—cos^a  =  )/  — ^ =  2  j/  cos» "2  --  ^ös*  ^^ 

2tgn^  l  —  tgn^(4bo^^a^ 


tgna        


1  1  1 


yi^cotg^a       cotg^-^cotga       tgn  ^ -}- cotg a 

=  cdg  -^  •  (1  —  cos  a)  z=^ign  —>  (1  -f-  cos  a) 

.  cosa        tgna  1 

=  cosa  tgna  =  — ; —  =  -^—  =i 

cotga        seca     ^coseca 

Y/sec^a  — ~r  _  l/sgg^g  —  1 

^       seca  ^  l  -\-  tgn^ a 

=  2 sin  ^  cos  ^  =  1  —  2 sin^  (45»  —  ^^j 

=  2  sm«  A50  +  f )  —  1 

=  -^  {sm  (300  -f  a)  —  stn  (SO^  —  a) )  =  sm  (60«  +  a) 

ys 

—  sin  (600  —  a) 
=  ry-  {cos(a  — 450)4- sm(a  —  450)}  ^^^^^«(a-^eoo) 

K  ^  2 

—  -^  sin  (a  —  600) 


406  Ooniometrie. 

,       ^    .    45«  — a       45"4-a 
=  1  —  2  sin  — - —  cos — ^ — 

„    .   450  4-  a        450  —  a       , 
=  2  sin  — ^ —  cos 1 


=  [sin  -^  -\-  cos  ^\   —1  =  1  —  [stn  g^  —  «>«  "2  j 


_(l  +  <</n-|)(l  +  ^fff) 
.      tt    ,       .0 

=  -^  1/2  —  V^~+  2cos4a 

=  -^  V2  n-V2+V2  +  2a>s8a 

=  sma  a>8(6  —  «)  +  cosa  8in(b  —  a) 
==  sin(b  -f-  a)cosfe  —  cos (6  +  ä)sinb 

2)  sw(30«  +  a)  =  ^  cosa  ±  -VSsina 

3)  sin  (450  ±  a)  =  1 V2  [cos  a  ±  siw  a] 

4)  sm(60o  ±  a)  =  -^  \/3cosa  +  -^  sina 


5)   sin  900  —  i 
sm  450  =  1 V2 

sin  30«  =  -|- 


«m75<>  ~  »m  15»  =  i  { Ve  +  Vi] 
sin 54»  ~  «tnl8»  =  4  (V^  ±  l) 
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sin  72<>  ~  sin  36«  =  j  VlO  ±  2  V^ 

sin  63»  ~  8t«  27»  =  j  [Vb  +  Vf)  ±  Vs  —  V ö) 

st» 81«  <~  stn  9»  =  j  jVi~+V5  iVö  —  Vö) 

si» 66«  'X'  stn  6«  ==  -i-  (VSO  —  6  Vö  +  V'e  +  2  Vs) 

st»  78«  ~  st»  42«  =  -i-  JVSO  -{-  6  ]/5  +  Ve  —  2  Vö) 

st« 84«  ~  stn 24»  =  -^  (VlS  +  6  Vö  +  VlO  —  2  Vö) 

si»  48«  ~  st»  12»  =  i  jVlO  +  2  Vö  +  Vl8  —  6  Vö) 

st«  69«  ~  st»  Öl«  =  j  (V9  +  3  Vö  ±  Vu  —  3  Vö)  + 

i  {l/T+Vö -Vr=^) 

st» 39«  ~  st» 21«  =  i  jVr+Vö  +  Vö  —  \/ö)  + 

1  jV9  4-  3  Vö  -  V10-3V0) 

St»  57«  ~  st»  33«  =  -g-  {V15  +  3V0  +  V3  —  Vö)  ± 

|.jVr+Vö-V9-3Vö) 
st» 87«  ~  st«  3«  =  -i-  j Vö  4-  Vö  4- V9  —  3  Vö)  ± 

ij.Vlö  +  3l/ö-V3"^^)- 

NB.    Ißt  a  ^  b,  so  gilt  das  obere  Zeichen  für  a,  das  untere 

dagegen  für  b. 

6)  Die  Werthe  für  die  einzelnen  Grade  liefert  die  cubische 

Gleichung 

•  3  1 

sin^a sina  =^ 7-  stn  3  a, 

4  4 

da  die  Sinuswerthe  kraft  der  obigen  Tafel  bekannt  sind.    Man 
erhält 
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sm 


a=  y/  -.  sm 3 a  -f-  j/t  ^^^^^ ^^  +  "4.7 
+  |/|  sin3a  ^  Yj  sin^3a  +  -~ 


7)  sm(—  a)  =  —  sma 

8)  sin    ~  =  -f  1  9)   sw4n-^  =  0 

s«w2~  =  0  sin(4n  +  1)  J  =  4-  l 

smS^  =  -  1  .sm(4n  +  2)  |-  =  0 

sini^  =  0  sm(4n  +  3)  |-  =  —  1 

10)  sin  (^  ±aj  =  cosa 
sin  ^2  —  +  aj  =  qp  sm  a 
siniS-^  +  aj  =  —  cos  a 
sm  (4^  +  aj  =  +  sina 

11)  sm  r(4n  4-  1)  ^+  al  =  cosa 

sm   (4n  +  2)  «1^  +  a    =  +  sina 
in  1  (4n  -(-  3)  ~  +  a  1  =  —  cosa 
sin  I  (4w  +  4)  ^  +  al  =  +  sma. 


12)  Wir  setzen: 

sin  (p  =  y,    costp  =  X,    2cos<p  =  js, 
sodann  wird: 


stn 
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=  {z^  —  4^'  -f-  ^z)x 


sin    9  =  y 

sin2q)  =  2xy 

sinStp  =  4x^y  —  y 

sinitp  =  Sx^y  —  ^xy 

stnbtp  =  l(yx*y  —  12x^y  +  y 

sinßip  =  S2x^y -- S2x^y -^  Gxy 

sinq>     =  y 

sinSip  =  3y  —  4  ys 

w 

sinbip  =  5y  —  20^«  -f-  16y'^ 
sinltp  =  ly  —  56y5  +  112/7'^  —  64y7 
sin%tp  =  9j/  —  120t/5  +  432 y^'  —  576y7  -f-  256 y». 
13)  Für  ein  gerades  n  hat  man: 


sinnq>  =  x 


ny  -  ^^^1-;^^)  ys  +  ^(^'7fK^;-^')  y._... 


2.3.4.5 


n(w2  —  12)(n»  —  32)   ^ 
2. 3,4  ^ 


2.3 
dagegen  für  ein  ungerades: 

Sinnfp  =    ny \^^  V  + 

Man  hat  femer: 

14)  sinnq^  =  y  j^-i  -  "LZ^  ^»-»  +  (n  ~  3)^(n  ^  4)  ^,^, 

^  (n-4)(n-^5)(n-6) 

3!  ^^       -r 

sinng)  =  nyxl^-^  —  („  j  yJa:»»-»  -f-  u)  y^a;'*-'^ 

In  allen  diesen  vier  Formeln  ist  n  eine  positive  ganze  Zahl. 

15)  sin {a  -\-  nb\  =  2cosb sin [a-\-n  —  Ib]  —  sin[a-}-n  —  2 b] 

n  sin\a  -^  -^  nb\  sin  -^  {n  -}-  l)b 

16)  2  ««»{«  +  nb\  =  ^ = =^-^— = 

ö  sin  -^ 


17)  sinntp  =  -^  {(cos 9  -|-  isenqp)"  —  {cos(p  —  isin^pY] 
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18)  sin (a  +  J)  =  sinacosb  +  cosasinb 

=  cos acosb  [tgn a  i^tgnb] 

tgna  +  tgnb    .,__,. 

=  ~ =:  /    ,  sm(a  -f  b) 

tgna  -|-  tgnb        \    ^    ^ 

sin  —  (a  4I  6) 

= {sina  +  sinb] 

sin  ft-  (a  +  6) 

cos  ö-  («  dt  i) 
==::  ^ {sina  +  sinb] 

cos  —  (a  4:  6) 

=  2"  {cos  (a  +  J)  +  cos  (a  —  b)}  (tgn a  -|-  tgnb) 

=  Vsin^a  -f-  sm*6  -(-  2s*wa  sini  cos(o  -|-  b) 

19)  sm(a  +  6)  +  s*** (a  —  6)  =  2smacos6 

=  f^a  co^^fft  {sin(a  -{-  b)  —  sin(a  —  6)} 

20)  sin(a  +  6)  —  sin (a  --'  b)  =  2cosasinb 

=  cotga  tgnb  [sin(a  +  6)  +  sin{a  —  b)] 

21)  sin*{a  +  6)  +  s»w'(«  —  ft)  =  1  —  cos 2a cos 2 6 
stn«  (a  +  6)  —  sm»  (a  —  6)  =  sin  2  a  sin  2  b 

22)  stn(a  —  ft)  +  sm(a  —  c)  +  stn(6  —  c) 

=  4  cos  —  (a  —  6)  sm  -n  («  —  c)  cos  -^  (^  —  c) 

sin2(a  —  6)  +  sm«(a  —  c)  +  sm2(6  —  c) 

=  2  {1  — •  cos(a  — -  &)cos(a  —  c)cos(6  —  c)} 

23)  sm  (a  -|-  6  -f-  c)  =  sin  a  cos  bcosc  -^  cos  a  sin  b  cosc 

-|-  cosacosb  sine  —  sina  sinb  sine 
sin (tt  -f-  6  —  c)  =  sin a  cos ft  cos c  -j-  cos a sin b  cosc 

—  cos  a  cos  b  sin  c  -|-  sin  a  sin  b  sin  c 
sin (a  —  b  —  c)  =  sin a  cos  bcosc  —  cos a sin b  cosc 

—  cos  a  cos  b  sin  c  —  sin  a  sin  b  sin  c. 
Zur  Bildung  der  höheren  Summen  beachte  man: 

24)  JJ  [cos  ttx  +  i  sin  a J  =  cos  ^  ^«  4"  *  ^^^  S  ^« 
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25)  sina  +  sinb  =  2sin  -^  (a  +  b)cos  —  (a^b) 

=  {cos  a  -{-  cosb)  tgn  -^  (a  +  J) 
=  {cos  b  —  cos  d)  coig  -n  («  +  ^) 

^gv^  2"  (^  -  *^  _ 

r= }^sina  +  sinb] 

tgn-^{a  +  b) 

26)  —  [sin  a  +  stn  b]  =  sin  ir  (a  -\-  c)  cos  -^  {a  —  c) 

+  5«»  2"  (*  ~  ^)^^  2"  (^  +  ^) 

27)  sin^a  +  sm«6  =  1  —  co5(a  +  &)cos(a  —  ft) 

8tn'a  —  stn'ft  =  co5*6  —  cos^^a  =  siw(a  -|-  6)sm(a  —  6) 

28)  stna  -f-  stni  -|-  sine  =  sm(a  +  ft  +  c) 

-|-  4sm  ö-  (ö^  +  6)si«  ö"  (*  "i"  ^)^***  ö-  (&  +  c) 
=  —  5m(a  +  &  —  c) 

+  4sm  Q-  (^  +  ^)^ö^  ^  (^  —  c)  C03  ^  (6  —  c) 
sina  -}-  sm6  —  sinc'=^  sin{a  -f-  6  —  c) 

+  4s*»  2"  (^  +  ^) ^***  ö"  (^  "*  ^^ ^*^  2"  ^^  "^  ^^ 
=  —  sew  (a  +  6  +  c) 

+  4  sin  "ö  (ö  +  &)  cös  2"  (^  +  ^)  ^^^  ö"  (^  "1"  ^) 


29)  sin a'\- sinb -^^ sin {a-^-b)  =  4cos  -^acos  -^  bsin  -^  (a  +  ^) 
sina4-stn6  +  «in(Ä  — 5)  =  4sin  -^acos-^bcos  -^  (a  —  6) 
sin a-^- sinb ----  sin {a'\-b)  =  4tsin  —  asin-^  bsin  -^  (»  +  &) 
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sin  a  -}-  sin  b  —  sin  (a  -f-  i)  =  4  cos  -jr-  a  sin  -^  b  cos  ~  (a  —  h) 

mä  £t  Jt 

sina  — sm6-f-sm(a-|-t)  =  4sfn  -^acos  -^bcos  -^  («4"*) 
sin a  —  sm6  +  sin (a  —  b)  =  4:COS-^acos-^b sin  -^  {(^  —  b) 
sina  —  sinb  —  sm(a-f-ft)  =  — icos-^asin-^bcos-rr^a-^-b) 

£t  £t  It 

sin  a  —  sin  b  —  sin  (a  —  6)  =  —  4  sin  -^  a  sin  -^  b  sin  ~  (a  —  b) 

30)  sin*  a  +  sin^  b  —  sin^  (a  ±  6)  =  If  2  sin  a  sin  b  cos  (a  +  6) 
sin^  a  -\-  sin^ b  -{-  sin^  («  i  6)  =  2  [1  —  cos  a  cos  b  cos{a  +  b)] 

31)  sinasinb  =  77  {cos(a  — J)  —  cos(a-A-b)}  =  v^ —  vH-  ) 

'  2  *      "^  ^  V     I     /j        l±cotgacotgb 

32)  4  sin  a  sin  b  sin  c  ==  sin  (a  -}-  b  —  c)  -{-  sin  (a  —  6  +  c) 

+  sin  (—  a  +  6  -f-  c)  —  sin  (a  +  6  -j-  c) 

33)  8smj(a  +  6  +  c  +  d)s«»»  j(«  +  *  — c  +  d) 

sin-j{a  —  6-|-c-|-d)sm  — (— o  +  6-|-c-f  rf) 
=  4  jcos-^acos  — oeos  — ccos  —  a-f-  smyastn-^ösm-^c 

sin -^  dl  —  {cosa-\-  cosb-^  cosc-f-  cosrf) 

34)  sin  a  sin  {b  —  c)  -|-  sin  b  sin  (c  —  «)  +  sin  c  sin  (a  —  6)  =  0. 
Gauss,  theoria  motus,  p.  78. 

Ia 
^os-^ 
=  V2  Vi  4-  cosa 
a  "" 

sm  j 

=  V2  [sm  (450  +  f)  +  s»»  (45«  -  j\\ 
—  1/2  {cos  (45«  -  l")  +  cos  (45»  -f  |-M 
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30)  Vir+"sVnä  =  sin  -^  +  ^^^  ö" 
Vi  —  sina  =  +  (sin  -^  —  cos  -^j 

Sei  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

««.      •  I      1     (  TT     I  w(w — 1)      Ä 

37)  s*»*a  =  +  TT-— r{co.9na  — ngQ.sw  — 2a4-    \    n     gQ^^  —  4« 

—  2**-^  l  '1.2 

wfn— l)fn  — 2) , 

„(n-l)(n-2)...(in+l) 


±i 


1-2-3  .  ••  -^n 


Hier  ist  immer  das  -{-  oder  —  zu  nehmen  (sowohl  vor  als 

1 
auch  in  der  Klammer),  je  nachdem  -^  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Sei  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 
38)  sin^ a  =  +  ^i^zzi U^^^ na  —  nsinn  —  2a 


.    n{n—\)    . . 

1 .  ^ 


n{n  —  !)•••  "^  (w  -f-  3) 


1 
2" 


s?na 


1.2...  :-  (n  —  1) 


oder  — ,  je  nachdem    -  (w  —  1)  gerade  oder  ungerade  ist,  wie 
oben  zu  nehmen. 

39)  sin'^a  =  —  -^  \cos1a  —  1} 

sin'^a  =  —  ^  {.sm3a  —  3sma} 

sm* a  =  -f-  93  {^ö^ ia  —  icos2a  -\-  3} 

sin^a  =  4-  qj  {s/m  5  a  —  b  sin  Sa  +  10  sma} 

sm^a  =  —  ^  {cos 6«  —  6 cos 4a  -^  15 cos 2a  —  10} 
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sin^a==  —  —  {sinla  —  Isinba  -f  21sm3a  —  msina] 

sin^a  =  +  27  {<^os8a  —  ScosGa  +  28cos4a 

—  56cos2a  +  35} 


40)         2  g^-^  /p  =  ^***  9  +  5«'»  3  9?  -f-  siw  5  qp  -f-  sin  7  9?  -| • 

—  2^si  >     ^^  cos  2  g) -f"  2  cos 4  y  4"  3  cos  69 -|-4 cos 89? -| 

Die  Coefficienten  sind  jene  von 

(1  -  x)-\ 


§.  147. 

Cosinus. 

1)  cos  a  =  -5-  (c»'"  +  c-*")  =  1  —  sinversa 

=  Vi  —  sin^a  =  1  —  2sm«  ^  =  cos^  ^  —  sin^  ^ 

J  z  2 


VI  +  cos  2  a       ^      „  a 


2  2 

a 

1 


1  -  <?n«  I 


.     a        .       a 
cotg  --  —  tan  -^ 
1 ^2         ^2 eoiga 

tgnacotg  -^  ^  ^       <^otg  ^  +  tgn  -^       Vl-j-cotg^a 

sin  2  a         ,  .  sina        cotga 

=  TT—' —  =  sina  cot-ga  =  t =  — ^ — 

2s?na  tgna       coseca 

1     Vcosec^a  —  1 l/cosec^a  —  1 

secu  coseca  '     cotg^a  —  1 
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=  -i-  {cos  (300  —  a)  +  cos  (300  ^  a)] 

=  sin  (300  +  a)  4-  sin  (30®  —  a) 

=  2  cos  (450  +  j)  cos  ^450  —  l") 

=  ^  {cos(a  —  450)  —  sin(a  —  45«)} 
=  cos  (600  +  a)  +  cos  (60»  —  a) 

=  ^  {stn(60o  +  a)  +  sm(60o  -  a)} 
V3 


<(/n  (450  +  f )  +  cotg  (450  +  I) 


.    /.-n    I      .1/1  4-  cos2a 
=  sin  (450  +  a)  1/  ,  T    .  o 

=  cos  (a  4-  6)  cos  b  —  sin  (a  -f-  &)  ^^**  ^ 

=  cosbcos(b  —  a)  4"  sinbsin(b  —  a) 


2)  2 cos  ^  =  1/2  4- V2  4-V2  4----  V2 

3)  2  cos  ^  =  1/2  4- V2  4- 1/2+. ..V/3 

4)  cos  (300  ±  a)  =  2"  V3  cos  a  +  -^  sin  a 

5)  cos  (450  +  a)  =  -^  V2  (cos  a  ^p  sin  a) 

6)  cos  (600  +  a)  =  --  cosa^  -^  V3  sm  a. 

Die  numerischen  Werthe  für  cos  erhält  man  aus  jenen  für 
sin,  wenn  man  die  Formel: 

cos  (-^  —  a  j  =  sin  a 
beachtet. 
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7)   COS  ( —  d)  =  COS  a 


n 


8)    cos  "n    =  0 


n 


9)   cos  4  n  —  =  1 


?c 


cos  2  "ö-  = 


—  1 


TT 


cos(4n  +  1)  —  =  0 


n 


cos  3  —  =  0 
cos  4  ~  =  -f-  1 


cos  (4  n  +  2)  -^  = 
cos(4n  -f  3)  1^  =  0 


10)  cos  Ty  +  a j  =  q:  sma 
cos  f 2  —  +  aj  =  —  cosa 
cos  (3^  ±a\  =  ±  sin a 
cos  f  4  ~  +  a  j  =  cos  a 

11)  cos  j(4n  -f  1)  I  ±  aj  =  :f  sina 


cos 


cos 


cos 


(4»  -|-  2)  2"  i  ^1  ==  —  <^osa 


n 


(4n4-3)^±a 


=r  i:  sin  a 


n         \ 
(4w  -j-  4)    -  ±  a=  <?ösa 


12)   Setzt  man 


sin  q>  ^=  y,    cos<p  =  x^    2cos<p  =  g^ 


so  wird: 
cos    q>-=x 

C0S2(p  =  X^  —  j(/2 

cosS(p  =  x^  —  3xy^ 

cos  4:  g)  =  X*  —'  ß  x^  y^  -\-y* 

cosbq>  =  x^—  lOx^y^-\-6xy^ 

cos  G(p^=x^'—l^x*y^'{-\bx'^7j^  —  y^ 

cosl  q}r=a'^ — 2\x''y^-\-36x^y^ — 7xy^ 


X 

2x2—1 
4tx^  —  3x 
80:^  — 8x«  +  l 
16x5  — 20^3^5^: 
32x6  —  48x4  +  18x2  —  1 
04x7— 112x5+56x3— 7x 
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COS    9  =  Vi  —  y* 

cos  2  9  =  1  —  2  y» 

cos4y  =  1  —  8y*  +  8y^ 

<>a569>  =  1  —  18y«  +  ^8y*  —  32  y« 

cosSy  =  1  —  32y«  4-  160y*  —  i28y6  -|-  64 y^ 

13)   Für  ein  gerades  n  findet  man: 

^^^♦»9>  =  1  -  2  y>  +       2.3.4       2/^ 


n2(n»  ■-  2«)(n«  —  4») 
2.3.4.5.6 


y^  + 


für  ein  angerades  n: 


_  w«  —  1*    ,    ,    (w»  —  l«)(n»  --  3>)    ^ 
2        ^   "^  2.3.4  ^ 

_  (n«--10fa«-3«)(n«-5^)    -    .    .  .  . 

2.3.4.5.6  ^   ^ 


Es  ist  auch 
14)   cosnq)  =  -s- 


^' 


-  Y  ^-'  + 


^K^  -  3)  ^_, 


1.2 


je^' 


n(n  -  4)(n-  5)  ^^^^  _|. 


1.2.3 


i?' 


cosmp  =  x^  — 


n(n  —  1)    ^   «   ^ 


1.2 


^n(n-l)(.--2K.^3)^.,y,_ 


1.2.3.4 

15)  eo^n^)  =  2€0sq>  cos{n  —  l)y  —  cos{n  —  2)9 

.    n  +  1 


IC)  ^C08{a-^nh)  = 


cos 


a+  2  •**} 


sm 


2 


•     1  h 
Sin  -^  0 


17)  cosmp  = -^  {(co8(p  +  isimpY  +  (rosy  —  /siny)"} 


La  »km,  m«them  Formelnsammlang. 
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18)  COS  (a  ±  fc)  =  COS  acosb  ^  sin  a  sin  b 

=  cos  a  cos  6  (1  T  tgn  a  tgn  b) 

=  £?^^i^  «s  (a  q:  6) 
cotg a  ±_tgnb 

coiqb  T-  tgna      •    /    -r-  i\ 

=r  — ^ — ^1—2^^ — :r  sin  (a  T  v) 

cötgbigna^  1        ^    ^    ' 

=  cosasinb{cotgb  ^  <^na} 

19)  cos{a  +  6)  +  cos(a  —  6)  =  2cosa  cosb 
cos(a  4-  ft)  —  cos(a  —  6)  =  —  2sinasinb 

20)  cos«(a  +  6)  +  «)s«(a  —  6)  =  1  +  cos 2 a cos 2 6 
cos^{a  —  i)  —  cos»(a  +  6)  =  sm2asin2ft 

21)  cos{a  —  &)  +  cos(a  —  c)  +  cos(&  —  c) 

=  4cos  4  (a  —  *)ws  2^  (a  —  c)cos  ^  (b  --  c) 

cos^  (a  —  fc)  4-  cos«  (a  —  c)  +  cos^  {b  —  c) 

=  14-  2cos(a  —  b)cos{a  —  c)cos{b  —  c) 

22)  cos(a  4-  Ä  +  c)  =  cosacosbcosc  —  smaswftcosc 

-|-  sin  a  cos  b  sin  c  —  cosa  sin  b 
cos{a  -{-  b  —  c)  =  cosa  cosbcosc  —  sinasinb  sine 

-f-  sin  a  cos  b  sin  c  -|-  cos  a  sin  b 


—  1 


SfItC 


SftSC 


23)   cos a  +  cos  J  =  2 cos  2^  (a  -f  b)cos  ^  (a  —  6) 
cosa  —  cosb  =  2  sin  -^  (P  -\-  a)sin  -^  {b  —  a) 


24)  cos  a  +  cos  6  = 


sin  a  4:  sin  b 
tgn  -^  (rt  ±  b) 


cotg  ö-  (et  +  t) 


(cos  6  —  cosa) 


cos  b  —  cos  a  = 


tgn  2"  («  —  ^0 
sma  4-  sinb 


cotg  ^  (a  q:  b) 


1 


^=  —  {smi  ±  sin  a]  tgn  ^  {b  if  a) 


J 
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25)  cos'^a  -|-  cos^b  =  1  4  C08{a  -j-  h)cos{a  — -  h) 
cas'^a  —  eos'6  =  —  sin{a  +  h)sin{a  —  b) 

26)  cosa  -^^  cosb  -{-  cosc  r=L  -^  cos{a  -\-  b  -\-  c) 

+  ^€08  2"  (»  +  6)cos  -2  («  +  «)«>«  2"  ^*  "^  ^^ 

=r  —  «)s(a  -f- 1  —  ^')  +  4co8  -jT  (a  +  b)  cos-^  (a  —  c)  cos  -^  (b—c) 
cos  a  -{-  cosb  —  cosc  ^=  cos  {(i  -{-  b  -\-  c) 

-f-  4 cos  —  (a  -\-  b)sin  -   (a  -(-  c)si»  o^  (6  +  ^) 

=  <!08(a  -f-fc  —  c)-f-4  cos  -  (a  +  b)sin-^{a  —  €)sin  —  {b  —  c) 

Jd  it  ^ 


27)  cos  a  -|-  cos  6  +  cos  (a  +  6)  =  4  cos  ^  a  cos  -^  b  cos  -5-  («  i  fr)  —  1 

cos  a-^-cosb  —  cos  (a  ±  6)  =  1  +  4  sin  —  a  sin -^b  cos  -^  (a  i  6) 

^  z  z 

28)  cos* a -|- cos« 6 -f- ^^* (« i fr)  =  l-\-2cosaco$bcos(a±,b) 
cos^a-j-cos*b  —  cos^{a±,b)  =  l  +  2stna  8inbcos(ai:b) 

39)  cos(a4-fr — c)+cos(a— 6-|-c)-j-cos(a+fr  +  c)-|-cos(a-f-fr+^) 
=  icosa  cos  bcosc 

cos(a-|-6— c)-f-cos(a— 6+0"~^ö'*'(— ^'  +  fr+^)~^ös(o-|-6-["^) 
=  icosa  sin  b  sm  c 


30)  cos  a  cos  b  =  --  \cos{(i  +  fr)  +  cos{a  —  b)\ 

cos{a  ip  b) 

1  +  t(jn  a  ign  b 

31)  ^cosa  cosb  cosc  =  cos{a  -\'  b  —  c)  -j-  cos{a  —  ä  -f-  c) 

-\-  cos  (-  ■  a  -\-  b  -\-  c)  -{-  cos  {a  -{- b  -\-  c) 

32)  8  cos  A  (—  a  +  ft  +  c  +  c^cos  |  (a  +  Ä  —  c  +  d) 

cos  ^  (a  —  i  -|-  c  -[-  d)  cos  - .  ( —  a  -f-  6  +  c  -(-  d) 

^  {  ,    a    .    b     .     c    .    d    ,  a         b         c         d 

==  4   sm  -^  sin  —  sm  —  sin  -    -{-  cos  -  cos  -^  cos  -^  cos  -^ 

-|-  cos a  -f-  cos b  -{-  cosc  -^  cos d 

27* 
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33)   Vi  -f  cosa  ±  Vi  —  cosa  =  V2  Vi  ±  sina 

=  V2  sin  Ub^  ±  ¥  ") 

=  V2  cos  (450  +  -H^  «) 


Sei  n  gerade,  so  wird 


1 


34)   cos^a  =  -^^^^^ cos na-{- neos (n  —  2)a 


+ 


n(n —  1) 
1.2 


cos{n  —  4)  a  -(-  •  •  •  -f- 


„(„_i)...(|„-i_i)| 


2 


I.2.-- 


M 


für  ein  ungerades  n  ergiebt  sich: 

35)  cos^a  ='^^^-r^\cosna-{-ncos{n  —  2)a 


"^^1.2      <^^(^  —  ^)^-\ h 


H(n--l)..~(n  +  3) 


1 


eosa 


1.2..~(n-l) 

für  ein  negatives  ganzes  n  ergiebt  sich: 
36)   (2  cos  aY  =  cosna  -\-  n  cos  (n  —  2)  a 

+     ^^^     ^  cos{n  —  4)a  ^ 

cosa  =  cosa 
2  cos*  a  =  1  -[-  cos  2  a 
4cos'a  =  3cosa  -(-  cos3a 
8  cos^  a  =  3  -f-  4  cos  2  a  -|-  cos  4  a 
16  cos^  a  =  10  cos  a  -\-  5  cos  3  a  -|-  cos  5  a 
32 cosöo  =  10  4-  15cos2a  -\-  6cos4a  -f-  cosßa 
64  cos^  a  =  35  +  21  cos  3  a  -j-  7  cos  5  a  +  cos  7  o 
128 cos^a  =  35  +  56 cos  2 a-j- 28 cos 4a -f  8 cos 6a -f  cosSa 
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37) 


1 


2cosa 
1 

1 


=  cosa  —  cos  3  a  -j-  cos  5  a  —  cos  7  a  -f-  •  •  • 
=  cos  2  a  —  2  cos  4  o  -|-  3  cos  6  a  —  4  cos  8  a  + 


^r=  cosSa  —  3  cos  5  a  +  6  cos  7  a  —  10  cos  9  a  -(- 


Scos*a 

Die  Coefficienten  sind  jene  von  (1  -f-  ic)""". 


§.  148. 

Tangens. 


sma 


1)    tgtia  = = 


1 


sin  2  a 


cos  a 

seca 
cosec a 


cotga        1  -\-  cos2a 

1  c««>  —  1      ' 
'  i  c»«<  4-  1 


1  —  cos  2  a 
sin  2  a 


yi  —  sin^a        ^  cös^a  "^  1 


—  cos  2  a 


-|-  cos  2  a 


sin  (g  4-  ft)  +  ^^^  (^  —  V) 

cos  (a  -|-  *)  "  ^^  (^  ~"  *) 


2förn«-2  a 
1  —  *^»«  -^  a 


2  cotg  - 


a 


c(^g%  _^_  —  1        CO«!/  -  —  f</n  2" 


cos  (a  —  6)  —  cos  (a  +  *) 

sin  {a  -\-  b)  —  sin  {a  —  b) 

=    .  =  y/sc€^a  —  1  =  cof^a  —  2  cotg  2  a 

Vcosec^a  —  1 

=  ij^«(45»+|)-fi,»(450_«)} 

cos  (a  —  450)  -f-  «"5*^  (a  —  450) 

cos  {a  —  45®)  —  sin  {a  —  45") 

_  l~fgn(45o  — a)_^n(45Q-fa)  — l_l/scc2a  — 1 
~  l  +  ^»(450  — a)~*'<</w(45o  +  a)+l~  ^  scc2a+l 


i 
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tgn  (45»  -I- 1)  +  «rfgr  (45»  -  ^ 


Ujn  (45«  +  J)  +  <«^  (45«  - 1) 


\—tgn 


a 


+ 


tgn 


a 


1 


1  +  tgn 


a 


l  —  ^^f        l+^//^5 


1/1+  sin 2 a        1  4-tgn^a  .    .     ^ 
»^   1  q:  sen2a  .      1  —  tgn^a       ^ 

1  j:  sin  2  g 

cos  2  a 

3)  e^n (450 +  a)  +  <^n (45®  — a)  =  2sec2a  =  co/</(45«  — a) 

+  co«gf(45«  +  a) 

e(/n(45<'  +  a)  — e9»(450  — a)  =  2^5w2a  =  co^(45«  — a) 

4)  ^n(45«  +  a)tgn(ib^  —  a)  =  1 


5)  e?n  ^450  ±-^)  =  cotg  (ib^  +  |)  = 


cosa 


1  +  «m  a 


1  ::p  $/h  a  cosa 


1  /  1  +  si7ia  


1  :[:  sin  2  a 


f(7fi(45o+ia) 


6)  *^n(—  a)  =  —  fjna 


7)   ^^'w     2"  "^  "^ 


^ 


f^/w  2^  =  0 

''        2 


8)   ^</n4n  ^  =  0 
tgn  (An  +  1)  y  = 


00 


9r 


tyn  3  —  =  00 


<</h4  ,,  =0 


f^n(4n  +  2)5  = 


=  0 


^ 


<</w(4w4-3)-2 


00 


r 


Qoniometrie. 


423 


9)    tgn  (~  ±  a\  =^  ::f  cotg a 
fgn  \2^±a\  =  ±  tifti  a 
tgn  (s  ^±a\  =  :f  cotga 
t^^  U  ~  ±  aj  =  ±  Ujn  a 

10)    ign  I  (4m  j|-  1)   -  +  a    ==  4I  cotg a 
tgnUin  +  2)^±a\  =  ±  tgna 
tgn   (4w-|'3)^4:a==^  cotg  a 
tgnUin  -\-  4)  -^  ±  a\=:  i:  tgna 


11; 

Sei 

tgna 

f,  SO  wird: 

tgna 

—  t 

tgn  2  a 

2t 

1          f2 

tgn  Sa 

3f  — <» 
1  —  3<« 

tgn  4  a 

4^  — 4f» 
1        6e>  +  ^^ 

tgn  5  a 

5i—  10<3  +  ^> 
6^        20^8  4- 6  #^ 

•'  1  —  15<»+  15<*  —  <« 

12)  Bildet  man 

so  wird 

_At—  CP^  Et^—  Gf  +••• 
*«'»"«  —    1  _£«»_)_  7) |4_2,'f«_|_...  • 

Es  ist  ferner 

ni\  /««««—  ^     (1  +  »<gtt tt)"  -  (1  -  it{fnar 
lö)  tgnna  —  -j  -  ^i  ^  i tgna)- ^  (l  -  i tgna)» 
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14)  tgn     T^      a  =  [sina  -f-  s»n2a  -j-  •••  sinna] 


:  [cosa  -(-  cos  2a  -| cos  na] 


,rN   ^     /    I  rx         tgna-\'tgnb  .  ,   Ujna-\^tgnb 

15)  ton(a  +  ft)  =  ,1-^  ~"  ^ — r   =  cotgb  -^ — T  :     r 

cof(y  6  +  co^  g    .       f^n  g  j:  f yi  6 

cotgacatgbipi  catgb^tgna 

cos2b  —  cos2a       mi2a  +  sin26  .     /    -^,x 
siM  2  0  -I-  Sin  2  a        s«n  2  a  ip  Sin  2  o    "^    ^ 

,^N   ^     /      I    1^    I    ^     /  rs  2s«n2a 

16)  tgn(a  +  5)  +  tgn(a  -  b)  =  ^^^^  _^  ^^^^ 

2  tgn  a  see*  b 
1  —  tgn^atgn^b 

I     /      \    i.\       4     r         h\  2si«2ft 

tgn(a  +  i)  -  <?n(a  -  6)  =  ..^^^^...^fc 

17^  ^«« ^^  _i_  A  _L  /.^  —  ^g^«  +  ^nb  4-  ^^nc  ■-  <gna  tgnb  tgnc 
10  rr^n^a-t-o-^cj—  i^^tgnatgnb  ^ignbtgnc-^-tgnctgna] 

18)  ^yn  (a  +  *  +  ^)  +  ^^**  («  +  *  —  ^)  +  ^♦^  («  —  ^  +  c) 

4.f^n(-a  +  J  +  c) 

2sm2(a  -[-  fe  -|- ^)  ~l~  gw4a  4-  stn46  -f-  stn4c 
1  -(-  <^os4a  +  cos46  -|-"  <^s4c  -|-  4cos2aeos2&cos2c 


=  2 


19)  ff/na  H-  tgn h  = =v^ 

^    "^       ""  '^  cos  a  cos  b 

sin  (a  izb)  ..        _^  .     .. 
=  f  (/n  b  tgn  (a  i  6)  (cotg  b  =F  /^»  «) 

«^x    .  1^71.  ^        All         «   «*^*^  (a  -|-  7>  +  c) 

20)  tgn  a  4-  ^7»  b-f-tqnc  =  ton  o  ton  btgncA ^-r 

,.x    *  I    ^     /     1    tx  sm(2rt  4-  b) 

21)  tona  +  tgn(a  ±b)  = r~ ,  ,v 

^    ^        '     «^    V    —    >'       cosacos(a±ft) 

tona  —  ton(a  ±  o)  =  ^  t — t—tk 

*^  ^    V    —    /  cosacos(a±&) 


r 
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r^^x    A    •  ^     « i        sin(a  A~  b)  sin  (a  —  6) 


cos^a  cos^b 


23)   j-^  +  tgna  =  -} 


tgna    '  sin  2  a 


24)  — tgna  =  2  cotg  2  a 


25^   tona  ianh  =  ^^  -  ^^""^  =  ^^"^^^  -  ^)  —  ^^^i^  +  &) 
^    "^      '  *^  cotg  b  ±  co^^  a       cos  (a  —  6)  +  ^<>^  (^  +  ^) 


sin  2  a  +  stn  2  6  —  sin  2  (o  +  i) 

stn  2  a  4"  ^'**  2  6  +  sin  2  (a  +  ä) 


=v' 


COS  ja  +  ft)  ^^  (^  —  ft) 
cos*a  cos«  6 


*2fi^   <Afi/'    -i-  Mf     r    /^ gos^fe  —  cos'o sin^b  —  si'n^a 

)   tgn{a  -]-    ;  gn(a         )       ^^^^^  ^  sin^a       stn«6  —  cos*  a 

cos  2  b  —  cos  2  a 

cos  2  6  -|-  cos  2  a 

27)   tgn^{a  +  c)tgn^(b  +  c) 

sin  a  +  sin  b  -|-  sin  c  —  Sf n  (a  -\-  b  -[-  c) 

sin  a  -j-  sin  b  —  sin  c  +  sin  {a  -\-  b  •\-  c) 

cos  a  -\'  cosb  —  cosc  --^  cos  (a  -|-  &  +  c) 
cosa  -\-  cosb  -{-  COS  c  -j-  cos{a  -\-  b  -\-  c) 

^  ^  tgn  a '  sinja  -f-  h)  -[-  sin{a  —  b) c(^g  b  i  tgn  a 

^  tgnb       sin(a  +  6)  —  sin(a  —  b)       cotga  i  tgnb 

cotg  b  ip  tgn  a    cos  {b  ^  a) 
co^  a  ±  ^^^*  6  cos  (6  ±  a) 

29)  f^ni(a  +  6)ffimi(a4-g)<9>»4(i+^) 

sin  a  -\-  sin  b  -{-  sin  c  —  sin  (a  -|-  6  4-  c) 

cosa  -^  cosb  "{-  cosc  -^  cos  (a  -{-  b  -]-  c) 

«rv\   Ä    «  1  —  cos  2  a 

30)  tgn^a  =  -^ — j ^r— 

^  ^  l  -{-  cos2a 

.     ,  3  stn  a  —  sin  3  a 

•^  3  CO«  a  +  cos  3  a 
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§.  149. 

Cotangens. 

,v       .  cos  a  1  stw2a 

1)  catg  a  =  —, —  =  z =  •; tt- 

'       ''  Htna       iana        1  —  cos  2  a 


1  -^  cos  2  a 


sin  2  a 


c««<  —  1 


=  Vcosec^a —  1  = 


1 


2 


(^otg  -^  —  tgn  -^^ 


Vsec^a  —  1 

^  tgnjVor  +  «)  4-  1 
f^n(45''  +  a)  —  1 


Vi  —  sin^a cosa         1 /l 

~         sina         ~  yi  _  cos^a  ~  ^  l 

2  cotg  (450  +  ^  coty  (450  -  |) 
cotf)  (450  -  2  )  ~  co^^f  (450  +  I) 
1  _  e^n2  ±       cae.9»  1  ^  1 


-f-  cos  2  a 
—  cos  2  a 


2Ujnj 


1  ,    a 

2  cotg  j 


tgn  (450  +  f )  -  «^n  (ib^  -  fj 


2)   co(^  ( —  a)  =  —  cofgf  a 


n 


3)   co(i^-  =  0 


^ 


co^2  "2  =® 


;r 


co^  3-^  =  0 


n 


4)   co^  4  n  -jr-  =  00 


co^(4n+  l)-2  =Ö 
cotg{in  +  2)-^  =  00 


Ä 


cotg4:  -2  =* 


n 


co^(7(4n  +  3)-  =  0 
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cotg  (2  —  +  a  j  =  +  cotga 
cotg  ^3 -j  ±  oj  =  +  ^^a 
coig  U  -^  ±  o  j  =  ±  cotij  a 
6)    arfy  j  4  n  -^  +  a  I  =  +  cotg  a 

cotg  Uin  -f  1)  -|.  ±  aj  =  +  tgna 
coey  [(41*  +  2)  y  ±  aj  =  ±  co/</a 
co^  r(4n  +  3)  y  ±  al  =  q:  tgna 


7)   co^</ «  a  = 


8)   cotg  2  a  = 


cotga  —  tgna 


cotg  Sa 


cotga  —  Ztgna 


cotg^a  = 


3  —  tgn^a 

cotga  —  ßtgna  +  tgn^a 
4  —  ^tgn^a 


9)  cotaia  +  6)  =  ^  ^  tgnatgnb  _  cotga  catgb  q:  1 
^    —   ;        Igfifj^  ^fgfit,  cotgb  ±  cotga 


10)  co^(a  +  6)  +  co<^(a  —  6)  = 


2  8m  2  a 


^9  (^  +  ^)  ""  ^^öiS'  («  —  b)  =  — 


cos  2  b  —  cos  2  a 
2sin2b 


cos  2  b  —  cos  2  a 


11)  ccrf^o  ±  ccrf^a  =  — r-^^ — =fV 

12)  cotga-\-colgb-\-cotgc  :=  catgacotgb  cotgc .  ^    *  j>"^"' 


tftn  a  Bin  b  stn  c 


428 


Goniometrie. 


13)   cotga  +  cotg  (a  ±o)  =  — —-7 — r^ 


co^;^  «•  — -  ccrf^  (a  i  i)  =  -T 


stni 


,stna.sm(a  i  ft) 


AI       cotgb  +  cotoa 
14)  cotga  cotgb  ^=-r^ — ,    .     .    = 

,^N       ^  «  1  4-  cos  2  a 


CQs(a  —  &)  4"  gQg(ft  +  fc) 
^n  a  ±  ^</»*  &         cos{a  —  6)  —  cos  (a  +  *) 


cotg^a 


Scosa  -\-  cos3a 

3  sm  a  —  sin  Sa 


§.  150. 

S  e  0  a  n  s. 


1)  «cc  a  = =  ,■  

cosa        Vi  —  sm»a 


=  Vi  +  tgn^a 


Vi  +  cotg^a         sec^a  cosec^a 

cof^a  cosec^a  —  sec^a 


coseca        1 /~ 

""  Vcosec^ a—  l  ~  ^   1 


2s€c2a 


4"  sec2a 
1  [^n  (450  +  I)  +  ^n  (450  -  I)] 

scc  Ub^  +  I) 
V2  [cos  a  4"  ^^^  ^] 


_.  1  /  1  4"  cotg^  a  

^  cosec^a  —  1 


2)  8€c(^  a)  =  seca 

3)  scc  -^  =  00 


SCC  2  -^  =  —  1 
scc  3  -77-  =  <» 


n 


4)   scc  4  »  -^  =  4"  ^ 


^ 


scc  (4  W  +  1)  -^5-  =    OD 


sec  (4  n  4"  2)  -^  = 


—  1 


sec  4  -^ 


=  +1 


8ee(4tn  +  3)  -^  =  « 
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5)  See  (-^  ±  a  j  =  q:  coseca 


=  —  seca 


6)  Ä«j[4n^±a] 

See    (4n  +  1)  -y  ±  a  1  =  qi  coseca 


$ec 


see 


=  ±  coseca 


=  scca 


seca 


—  seca 


secr(4»-f  2)^±al  = 

s<5c  1(4»  -f  3)  -^  +  al  =  +  coseca 


7)  s^c  (a  ±  6)  = 


S6C  a  See  h 


coseca  cosech 


o\   ^    o               sed^a 
8)  see  2  a  =  •= 


1  "^tgna  tgn  b       cotg  a  cotg  b^  l 

cosec^  a  sec  a  cosec  a 


tgn^  a       cotg^  a  —  1        cotg  a  —  tgna 
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§.  151. 

Ooseoans. 


1)   coseca  =  -: '==: 


1  1  _yi-^tgn^a  _^, 

sma        yi-cosia'^        tgna        —Vl+cotg^a 


seca         l/l  -|-  tgn'^a sec  a 

\sec^a  —  1  sec*  a  •—  1        igna 


\        a  a 

=  g-  See  5"  eosee  ^ 


2)  cosec  ( —  a)  =  —  cosec  a 
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3)   cosec  —  =  -f-  1 


cosec  2  -y 


00 


cosec  3  —  =  —  1 
■    cosec  4  —  =  00 
5)  cosec  f  —  +  o  j  =  seca 


4)   C08ee  4  «  -5-  =  00 

coscc(4n  -f-  1)  -ft-  =  +  I 
cosec  {^n-{-  2)  -^  =  od 


co5fc(4«  -f-  3)  —  =  — i  J 


=  —  seca 


cosec  (3  -—  4:  « )  = 
PC  (4—  i  aj  =  4- 


cos<?c 


cosec  a 


6)  cosec  j  4  n'  -^  ±  a  I  =  ±  cosec  a 

cosec  j  (4  n  +  1)  -rt"  ±  ^  =  ^^^  « 
cosec    (4n  -j-2)  —  +  a=:f  cosec  a 

cosec  I  (4 n  -|-  3)  -^  ±  a    ==  —  seca 

-.  /     ,    rx  seca  See b  tgna  1^  tgnb       ,    _  ,. 

7)  coseA^ia  ±  i)  =  j ^-^ — J.  =  r T  /    i  s^<?(a  T  *) 

'^  ^  '       ^n  a  +  ign  b       tgn  a  ±:  tyn  b       ^    ^    / 

o\  o  sec'^a        ^ 

8)  cosec  2  a  =  -rr-. =  2  sec  a  cosec  a 

^  2Ujna 


§.  182. 

Einige  Oleioliungen. 


1)   Ist    sinx  =  siny^  so  wird: 


y  = 


X 


2nn 


(2«  +  1)^  —  0? 


i 


r 


y  = 
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2)  lat    sinx  =  cosy,  so  wird: 

3)  Ist    cos  X  =  cos  y,  so  wird : 

y  =  2  n  Ä  ±  a? 

4)  Ist    <^f»  X  =  tgny^  so  wird : 

y  =  X  jz  nn 

5)  Ist    t//n  x  =  cotg  y,  so  wird : 

y  =  2  i  •*(  ^  —  ^ 

6)  Ist    co^rr  =:  cotgy^  so  wird: 

y  =  a;  ±  n« 

7)  Ist    secx  =  sccy,  so  wird: 

y  =  2n«  ±  a? 

8)  Ist    cosecx  =  cosecy^  so  wird: 

ix  -^  2nn 

*~  l(2nH-  l)3r  — a? 

Das  Resultat  in  Nr.  1)  und  ähnlich  in  den  anderen  wird 
erhalten,  wenn  man 

y  =  a;  +  Ä 
setzt,  wontus  aus 

sin  X  ==  sin  (x  -f-  *) 

nach  einigen  Umformungen 

sin  ^  hcos(x  -{-  -h\  =  0 
also  entweder 


sin  -  A  =  0 


oder 


cos  (x  -\-  ^  hj  =  0 
folgt,  woraus  sich  das  obige  Resultat  ohne  weiteres  ergiebt, 
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§.  153. 

Relationen  zwischen  den  goniometrlsohen  Functionen. 

n        cos (o  ^  b) catgb  +  tgna 

^        sin{a  ±6)       catgb  tgna  ±  1 

-,v     ,    sin(a±ib)        •    ,   ^  ^   , 

2)  ± ^-^=^=  l  ±tgna  catgb 

^         casastnb  ^  ^ 

3)  +  — r-^: — r—r  =14-  coto tt  cotgo 

..        ca$(a  ±b)  -   ,  _  . 

4)        V — =^  =:  ^0^ 0  T^  tgna 

^         casa  8tnb  "^      '    '^ 

6)  cosa  ±  siwa  =  V2  sin  (45»  ±  a)  =  V2cös(45^  :f  a) 

7)  sina  ±  casb  =  2sin  ß  (a  +  6)±  45ö1cösr|(a±6)q:45«l 

8)  casa  ±  sinb  =  2sin [45«  —  ^  (a  q::fc)l sin [45«  — i(a ±  b)] 

9)  sin  a  -\-  sin  b  -\-  cas  a  -{-  cas  b 

=  2cos  I  (a  —  b)  Vi  -|-,sin(a+6) 

sin a  -\-  sin b  —  casa  —  casb 

l  . . 

=  2  cas  r-  (o  —  6)  K 1  —  sin  (a  +  *) 

sin a  —  sin b  -}-  casa  -^  cas b 

=  2ca$^{a  +  b)  Vi  ^8in{a-b) 
sin  a  —  sin  b  —  casa  —  cas  b 

=  2  cos  -  (a  4"  *)  Vi  —  sin  {a  —  h) 
sina  -|-  ^i^b  -|-  cosa  —  casb 

=  —  2sin  J-  (a-f />)Vl  ^  sin{a  -  b) 


■     r 

r    •     XI' 
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10)  tgna  +  eotgb  =  ±^^^i2L^ 

C(dg b  +  tana=      — ^    T  / 
—  ^  cosßstnb 

11)  catga  +  tgn(a  ±  ft)  = 7 — r-r: 

i  j     /     I   i.\  cos  (2  a  ±  fe) 

'^°-^^^"^^)  =  ..macos(a±fe) 

13)  <^»  -^  +  cö(^  a  =  cotg  y  —  co^^  a 

14)  cotg  "2  ^ö'wa  —  1  =  fyn  ~  f^n  a  -f  1 

co^«  ±  tgnb        ^       ^    \  / 

j^.   c(4gb^:cotga  _  tgn  (o  ±  b) 
cotgb  db  ^^wa  <</wa 


18) 


19) 


20) 


cotg  b  ^  cotg  a tgn  (o  ^:  b) 

cotg  a  ±  tgnb  tgnb 

cotg  b  ±  tgn  a cos{a  if  b) 

cotg  b  ip  tgn  a        cos  {a  ±  b) 

cotg  a  +  tgn  b cos  (g  ji  b)     tgn  b 

cotgb  ±  tgna        cos(a  ^  b)     tgna 

$in(a  ±b)     1 


21)  sinaeosb  =  .^^^^^^^==  -^[sin(a-\-l)  +  sin{a-b)] 

eosastnb  =  ±  i±tgnatgnb  =  2  t"***^* +  *)-"*» <"-*>! 

22)  tanaeotab  ==  <^^^  ±  ^«  _  sm (a  +  ft)  +  «w («  -  &) 

^  co<^o±^6*     s«»(a  4"  *)  —  sin{a  —  b) 

cotaatan b  ^  '^'^  ±  <y"ft  _  sin{a  -\- b)  —  sin(a  -  b) 
^  cotg  b  ±  tgn  a       sin  (a  -\~  b)  -\-  sin  {a  —  b) 

Lftika,.]nAtham.  Formelusunmliisig.  28 
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23) 


tgna sin2a  -\-  sin2b  -^  sin2(a  —  6) 

tgn  b       st ti  2  a  -|-  sin  2  6  —  st i»  2  (a  —  b) 


tgna       ^n2a  —  stn 2 ft  -^-  stn 2 (a  4-  ft) 

tgn(a  -\-b)       stn 2 a  -f-  ^w 2 6 ^  stn 2 (a  -(-  6) 

^  .        tgna       sin 2a  -{-  sin2b  '\-  sin 2(a  —  6) 

^  tgn{a  —  6)       sin  2  a  —  st»  2  6  -j-  stn  2  (a  —  fc) 

26)  sin^a  +  tgn^a  =  sec^a  —  cos^a  = 

27)  sin'a  4"  cotg^a  =  caseosa  —  cos*a 

28)  S6€*  a  4-  cosc<?»  a  =  {tgn  a  4*  ^^  »)*  =  scc*  a  cos«?>  a 

29)  cos*a  —  sin*  6  =  cos^b  —  stn>a  =  cos^acos^b  —  stn*a  siVJ 

=  cos{a  4-  ft)  ^os(a  —  6) 

30)  stn'a  4"  sin^b  -\-  cos^(a  +  ft)  =  1  qi  2stna  stnft  eas{a  ±  b) 
sin^a  4"  stn«6  —  cos^{a  ±  6)  =  1  —  2cos  acos bcos{a  ±h) 
cos^a  4"  cos^b  4-  stn*(o  ±  6)  =  2  {1  +  stnastn6cos(a±  J)J 
cos^a  4"  cös*6  —  stn«  (a  +  6)  =  2cosa  cos  6  €Os{a  ±  6) 

31)  sin^ia  4-  6)  4-  cos^{a  —  6)  =  1  4-  stn 2 a  stn 2 6 
stn*(a  4"  *)  —  cos^(a  t-  6)  =  cos  2  a  cas  2  6 

32)  stn  2"  («  4-  c)cos  -  (a --  c) -^  sin  j  (P  —  c) cos -g-  (6  4  c) 

=  -5.  {stna  4-  «»»'l 

33)  cos a  co$(b  —  c)  ~\-  cosb  sin (c  —  a)  -}-  cosc  sin (a  —  ft)  =  0 
sinacos(b  +  c)  4"  ^^^  sin(c  —  «)  —  sine  cos(a  4-  6)  ==  ^ 
cos  o  cos  (6  4"  ^)  4"  ^'**  ^  ^***  (^  —  a)  -^  cosc  cos  (a  -\-  b)^=0 


§.  154. 

Sätze  über  die  Winkel  a,  6,  c,  wenn  a  +  64-<^  =  2Äl8t. 

1)  sin  a  4"  ^iw  6  4"  ^'^  c  =  4  cos  —  cos  —  cos  — 

A  iB  ^ 

sin  a  -{'  sinb  —  sin  c  =  4  sin  ~  stn  —  cos  — 

iu  ^  ^ 


i 


Goniometrie.  435 

2)  €08 a  -{-  cosb  -\-  cos c  =  l  -^  4 sm  —  ,sm  -^  sin  — 

^  ^  ^ 

cosa  -\-  cosb  —  eosc  =  icos  -z^  cos  —  sin  -jr  —  1 

A  iS  iS 

S)  tg»a -{- tgnb -\-tgne  =  tgnatgnbtffnc 

catga-^  cotgb-\'  cotg  e  =  cotgacotgbcotgc-\-  cosecacosecb  cosecc 

4)  tgna  tgn.b  -{-  tgnbtgnc  -^  tgnatgnc  =^  1  -^  secasecb  sec  c 
cotg  a  cütg  b  +  cotg  b  cotg  c  -f-  cotg  a  cotg  c  =  l 

5)  sin^a  +  sin^b  -(-  sin^c  =  2(1  -f-  cosa  cos6  cosc) 
stn'a  4"  sin^b  —  sirPc  =  2sina  sinb  cosc 

cos^  a  -)-  cos*  b  +  cos*c  =  1  —  2cosacosb  cosc 
cos*  a  -f-  cos*  b  —  cos*  c  =  l  —  2  sin  a  sin  b  cos  c 
sin* a  -f-  sin* b  —  cos* c  =  1  -\-  2cosacosb cosc 
sin*  a  -f-  cos*  b  -j-  cos*c  =  2 (1  —  cosa  sinb  sine) 
sin*  a  —  dos*  b  —  cos*  c  =  2  cos  a  cos  b  cos  c 

cotg  rr-  +  cotg  -- 
stna  ^  2  ^       ^2 


6) 


sinb  ^     a    I       ^     C 

cotg  j  +  cotg  - 


_x    .       a  .       b        stna  -4-  smb  —  stnc 
7)  tgn  —  tgn  ir=:  -. — r-^— j — ; — 

2    "^     2        sin  a  -f-  ^^^  fr  H~  ^^^  ^ 

^.   stn  2  a  +  st«  2  6  +  5«w  2  c       ^    .     a         6  c 

o)  — -; j — .    ,    .' — ; =  Ssin  -TT  stn  —  sm  —  • 

^       stna  -j-  stnb  -j-  stnc  2         2  2 


§.  155. 

Longlmetrisohe  Relationen. 

Sei  q>^^  fp\  q)"  die  Anzahl  von  Graden,  Minuten  und  Secun- 
den,  arcip^^  arcq)',  arap"  die  Länge  des  Bogens  von  ip%  q)\  9", 
femer  R%  R,  R'  die  Länge  des  Halbmessers  ausgedrückt  in 
Graden,  Minuten  und  Secunden.  Die  Zahlen  in  Klammem  sind 
Logarithmen. 

1)  arcq>  =  tp^  arc  P  =  9'  arc  V  =  ip"  arc  1" 

2)  arc  10  =  _,    arcV  =  j^,    arc  1"  =  -^ 

28* 


L 
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3)  arcfp  =^  =  ^  =  ^ 

4)  arcV  =  0,01745329252  =  [0,2418773676  —  2] 

arc  V  =  0,00029088804563  =  [0,4637261172072  —  4] 
arc  r  =  0.000004848136809  =  [0,6855748668235  —  C]. 

Sei  nun  q>  <  40',  so  wird 

5)  sin  9  =  arc  9  =  9'  arc  1'  =  9"  arc  1" 

6)  ©'  =  ^^^  =  sin  9 .  3437'  74677078 

_  sm9  _  g^-^y  206264" 806247096. 
^        sin  1"  ^ 

Man  merke  noch 

7)  logR^  =  loj  570  2957795131  =  1,75812263241 
logR  =  %  3437' 74677078  =  3,53627388279 
logR'  =  %  206264"  806  . . .  =  5,31442513318. 
Die  Länge  des  Radius  ist  =  1  genommen. 
Die  Zahlen  in  Klammern  sind  Logarithmen. 
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§.  156. 

Das  geradlinige  Dreieck. 

Seien  «,  /J,  y  die  Winkel ,  a,  6,  c  die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Seiten,  ferner  2s  =  a  +  6-|-*^  ^^^  f  ^®^  Flächeninhalt 

1)  a^=^hcosy  -\'  ccosß 

2)  a«  =  6«  -+-  c«  —  2  ft  c  cos  y 


sm  a       sin  ß       sin  y 

4,  ™  ? = ysi^^^P^ 


&c 


6)C»,5  =  V^5H5 


2  ~  •'         6c 


6)  t^n  ^  =  y(«-fc)(«-c) 
-^    ^     2  f        s{s  —  a) 


/j  — -_  _  —j  8)    — ^  -  j 

««  2"  ^  cos  2"  ^ 

10)  /=  ^  «»y  =  V,(«  -  ans  -  b)is  -  c)  =  I  ^H^ 

Es  bezeichne  &«)  Ab,  K  die  zu  den  Seiten  a,  6,  c  gehörigen 
Höhen,  m«,  w^,  wie  die  Mittellinien  (d.  h.  die  von  den  Spitzen  zu 
den  Halbimngspunkten  gezogenen  Geraden),  Woi  <^%  t^ü  die  die 
Winkel  ccy  ß^  y  halbirenden  Transversalen;  femer  r  den  Radius 
des  umschriebenen,  q  den  des  eingeschriebenen  Kreises,  ferner 
P«)  9t^  Qy  ^^  Radien  der  drei  Berührungskreise. 
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11N    r  2/        2  w-7 77 TTT ;  siflßsiny 

11)  ha  =  -^  =  —  vs{s  —  a){s  —  h)(s  —  c)  =^  a 


12)   r  = 


a  abc  s 


2sina         4/  .        a         ö  y 

•^  4co5  -^  cos  ^  cos  -^ 


13)  9  =  (s  —  a)  ^n  -^  =  4rse«  ^  sm  ^  stn  — 


^^         s  —  a        »^  s— -a 


=  sign  -|  =  (s  —  b)cotg  ^  =  (s  —  c) co^r/  |- 

.      .    a         ß         y 
=  ^rsm  -r-  cos  ^  CO»  —• 

Man  merke  folgende  Formeln: 


15)  a  =  |.V2(t»|  +  m|)- w5. 

Sei  2  Jf  =  Wa  +  Wft  +  f»c»  so  wird: 

16)  /=  I  VJf(Jf-  ma)(M  -  m6)(Jlf  —  We) 

Sei  2jEr=  T-  +  T-  +  T"?  80  wird: 
Es  ist  weiter 

18)  K  =  ^-^ 


V2  (mi  +  »»?)  —  »»3 


20)  i  =  l  +  -i-f  1  =  14-  1  4-4- 

P  ff«  P/J  Py  A«  ~   Äft     '      Ac 

Weitere  Relationen  findet  mstn  in  Heis,  Eschweilefs  Lehr« 
buch  der  Geometrie,  UI.  Tbl.    Köln  1875. 

21)  („+6  +  c)(l+]r  +  |)  =  (Ä.  +  Ä»+Ä,)(^4-^+^) 
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22)  ».=V|  {**  +  «* -4"* 

24)^=1(1  +  1) 

25)  9«  +  p*  +  py  —  4r  4-  p 

26)  a  =  b  ^^  z=b(oosy  +  siny  cotgß)  =  2r  sina 


sinß 


cos  y  -|-  sin  y  cotg  « 


a 

ssin  -^ 


/» 


oos  -^  cos  -^ 

COS  ^  COS  -^ 


-=^(?/i  +  p.)  = 


=/IÄ+i^H/!7-s:l  =  "(''4  +  '-l) 


== ;  wenn  tgn^w  = 

cos  9  ^     ^ 


46c        .  ^  a 


27)  sin  a  =  —  sin  y  =  T-^  /  =  sin  (/J  +  y) 


_^_Q„     VP^  Py  +  Pa  f  Pg  +  Py) 
-2r-'"''      (Pa  +   P^)  (P,  +  Pa) 


2p 


VQß  Qy  —  Q  JQß  +  Py) 

(P/9  ^  9)  (Qy  —  9) 


=  oZ  ^(Q'  -^  ^)  (*/*  +  ^>')  =  2/  ^^^'  '^  ^''*^  ^ 


2r 


a^sin(y  —  /9) 


c3  —  i« 
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28)  sin^=  Y' ^ '  = 


bc  A     '    ß    '    y 

a         .     ß     .    y 
s  —  a         2  2 


=Vt^ 


V(pa  +  9[t)  (9y  +  P") 


29)     cosa  =  ±    ^/ C^^cos{ß  +  Y)=      ^^^^ — 


6  —  o  casy 

Va^  4"  ^'  —  2  ab  cos  y 

=  —  Sin*y  ± ^  Vc^  —  b^stn^y 


c         '  c 


asiny  asinb 


30)    ign  a  =    .  '  = 


co^& 


« 
Sei  «<;  W  und  acosy  =  6stn*g>,  so  wird  tgna  =  7 — r^« 

Sei  o  >►  00^  und  —  acosy  =  btgn^(p^  so  wird 

i^n  a  =  -7-  sm  y  cos^  fp. 


§.  157. 

Das  sphärische  Dreieck« 

Seien  a,  ß,  y  die  Winkel,  a,  6,  c  die  ihnen  gegenüberliegea- 
den  Seiten,  ferner 

2(J  =  a4-/'4->' 
2  ^  =  a  +  6  +  6' 

und  /  die  Fläche  des  Dreieckes  für  den  Badius  :=  h 


TiigoDomeirie.  441 

A.  Die  vier  Grundformelü« 

1)  cosa  =  cosa  sin b  sin c  -{-  cosb  cosc 

2)  cosa  =  cosasinb  siny  —  cosß  cosy 

3)  coiga  sine  =  catgu  sinß  +  cosc  cosß 

sina       sinb        sine 

B.  Abgeleitete  Formeln. 

5)    3m-^  =  l/g^^-^jr<^-y^ 
^  2         ^  stnß  stn  y 

a  1  /sin  0  sin  (ö  —  a) 

cos  "^"  — -    y  :      /«      • 

2  '         stnß  stn y 


tm  —  =  lA^w(d  —  ß)sin(0  —  y) 
^2  '         sin  ö  sin  (6  —  a) 


^.      .     a        1  /—  cos  s  cos  (s  —  a) 
6)    sm  y  =  )/  — 


sin  b  sin  c 


a        ^/cos(s  —  b)cos(s  —  c) 

cos  -^—^  y  — 5^ — .  /  .    ' 

2         ^  stn  b. stn  c 


.       a        1  /  —  coss  Ci 


—  cos  s  cos  (s  —  a) 


cos(s  —  c) 
G.    Die  Oauss'schen  Gleichangen. 

'')  ««"»  y  («  +  *)cös  y  y  =  cos  -j-  («  —  ß)cos  y  c 
^^^  -5-  (a  —  6)sm  —  y  =  sin  —  (a  —  ß)cos  -5-  c 
cos  y  (a  +  6)cos  -^  y  =  cos  y  (a  4-  ß)sin  y  c 
cos  y  (a  —  b)  sin  —  y  =  sm  -o"  («  +  /?)  sin  —  c 

NB.     Ist  a  +  &  ^  1800,  so  muss  auch  «  +  /J  ^  180«  sein 

and  umgekehrt« 

(Gauss,  Theoria  Motus,  1809,  p.  51,  ohne  Beweis.) 
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D.  Die  Neper'schen  Gleichungen. 

1                       cos  2"  (« -  *)         1 
8)  tgnY(«+  ß)  = i ign-^y 

j  sin  y  (a  —  b)         ^ 

*J/«  Y  («  —  ^)  = i r  «Sr»  y  y 

sm  y  (a  -f  5) 

1 

1  cos  y  (a  —  /J)  j 

tgn -^  {a  -\-  b)  = ^ «%  y  c  . 

cos  y  («  +  /J) 

1 

1  •«»  2"  (« -  /»)  i 

tj/n  y  (a  —  J)  = j coigY'^ 

sin  y  («  +  /J) 

(Miiifici  logar.  canonia  descriptio  1614,  II,  6.) 

I 

E.  Andere  Gleichungen. 

V  f  —  r  X  1800 

a  -{-  b  -^  c  —  180®  ist  stets  positiv  und  wird  der  sphärische 
Excess  des  Dreieckes  genannt  und  mit  e  bezeichnet. 

10)*  tgn  -^  r=:tgn  -^  •  tgn  ~  (für  ein  rechtwinkliges  Dreieck) 

11)  ^5^j=yfflrny.e(/ny(<f--a).^n  — (tf-/l).«i(ny(<J--y) 

(die  rfluilier'sche  Formel). 

Seien  ha^  hj^  he  die  drei  Höhen  des  Dreieckes,  so  findet  man: 

2P 

12)  sin  ha  =  -: — ,  wobei 
^  stna 


P  =  y$inS'Sin(s  —  a).sin(8  —  b),sin(s  —  c) 

13)  sinha  ^=^  -^r—^. — ,  wobei 
^  sm  p  stny 

Q  =  V— cos  <J .  cos  (ö  —  a).cos(a  —  ß).€os(0  —  y) 
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Sei  r  der  Radius  des  dem  sphärischen  Dreiecke  umschriebe- 
nen, Q  der  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  wird: 


14)  tgnr 


4  « 


cos  {6  —  a) 


a 


16)  tgnQ  =  tgn  -^  8m(s  —  a). 

F.  Das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  (Fig.  1). 

Sei  h  die  Hypotenuse ;  o,  6  die  Seiten ;  a,  ß  die  Winkel. 

16)  cosh  =  cosacosb  ^  ■  pj„  1 

=  cotg  a  cotg  ß 

17)  casa  =  tgnb  cotgh 

=  cos  asinß 

18)  cotga  =  cotg a  sin  b 

19)  sina  =  sin  a  sin  h. 

G.  Das  getheilte  schiefwinklige  Dreieck  (Fig.  2). 

Sei  if  das  Perpendikel  von  der  Spitze  u 
auf  die  Seite  a,  welche  dadurch  in  zwei 
Abschnitte  M  und  N  getheilt  wird.  Der 
Winkel  a  erscheint  dadurch  in  m  und  n 
zertheilt 

20)  <ynm  =  ^^^.^-^« 

(analog  für  n) 

C05  /J  +  cos  acosy 


cotgm  =1 


sm  a  cos  y 


=  ign  y  cos  b 


c\-i\   A      %r      cos c  —  cos a  cos b  .     j 

21)   tgnM=—- — r- z =:  cos y tgnb 

'    ^  stnacosb  '  ^ 

stna 


22)  sinasinH  =^  2Vsins.3in(s  —  a).sin(s  —  b).sin(s  —  c) 


sinusinH^=s.  2  V —  cos6  cos(0  — -  a)  cos {6  —  ß)  cos (6  —  y) 
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23)  ign  -^  (m  +  n)<gn  y  (m  -  n)  =  ^.^^^  ^  ^j 

^^n  y  (w  -  n)  ^  j 

— i =  ^»  y  (^  +  y)«^w  y  (/*  —  y) 

tgn  —  (w  4-  n) 

24)  ei^nl(JM^+i^)^ny(Jf--2^  =  e</ny(4  +  c)'^^^ 
fgnl(il/-iy)^^.^^^_^^ 

tgn  Y  (^-1-  N) 

^.v    tgnm tgnM 

^    tgn  n        tgnN 

8in(m  ~f"  ^) gi'n  (Jtf  4-  ^) 

sin(m  —  w)       sm(Jf —  ^) 

oa\    ^^^  <ync 

"*  "^    €08  n        tgn  b 

07^  ^^^  ^ <gn/?     cö5  3/ cos  6 

sinN       tgny''     cosN        cosc' 

H.    Das  schiefwinklige  Dreieck. 

Alle  Winkel  sind  spitz  und  die  Seiten  kleiner  als  der  Quadrant 

28)  sinacotga  =  stnb\co8a  siny  —  cosy  catgß] 

29)  sin a  cotg  a  =  sin  ß  {cos cc  sin  c  ^  cosc  cotgb] 

30)  sin  ß  sin  y  —  cos  ß  cos  y  cos  a  =  sin  b  sin  c  -\-  cosb  cosccosa 
(Cagnoli'sche  Gleichung,  Traite  de  Trigon.,  p.  326.) 

31)  sin  —  (a-^b)  sin  —  (a  +  ß)  cotg  y  c 

=  cos  _  (a  --  i)cos  y  («  —  ß)catg  y  y 

32)  tgn  ±  o^  +  tgn  1^  ß  =  2 ~ ^ 


sin  3 .  tgn  -^  y 


oo\   1       1       1       1/1       5m  (s  —  c) 
^    •^     2        '^     2   '^  sms 
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34)-^ =  — I 

*?»»  y  («  +  ^)       *</»  y  («  +  |5) 

35)  ton  -77-  a .  tan  -r-o  = 7- ^ 

1  1  «>8  ö-  y  «>«  -5-  («  —  /*) 

36)  (gw  i- o  +  <öf» -i- 6  =  2  ^ ^ j 

cos  (y  —  <»)  catg  -^  e 

,1  ,      1    ^  Binl-YSin^ja-ß) 

«J^ya  —  ^y6  =  2 j 

cos  (ö  —  y)  co<</  -^  c 

st»  -^  c  cos  -y  (a  —  J) 

37)  cofc,  -i-  «  -f-  CO««/ -i-  ^  =  2 1 j 

sin  (s  —  c)  <</n  -jj-  y 

1  1  2^Sy  cstn  y  (a- Ä) 

«rf^  _  a  —  co^^  y  /J  = 

sin  (s  —  c)  tgn  y  y 

^  ^  2  cos  y  y  C05  y  («  —  /?) 

38)  co^  y  a  +  CO^flf  y  6  = j 

^  —  cos  (J  cotg  -jr-  c 

1                     1             2smy  ysfwy  (a  —  ^) 
eo^y«_co^yft= 

—  cos  ö  cotg  —  c 

-j> .   sin  (et  -\-  ß) cos  a  ■•}-  cosb 

^        siny  1  -|-  cos  c 

sin  (a  —  ß)       cos  b  —  cos  a 
siny  1  —  cosc 

.   sin  a  -f-  sin  b sin  a  -^  sinß 

'  sine  siny 

sin  a  —  sin  b sin  a  —  sin  ß 

sin  c  sin  y 


449  Trigonometrie, 

V   5m(a-f~6) cosa  -^  cos  ß 

^         sine  1  —  cosy 

sin  (a  —  b) cosß  —  cosa 

sine  l  -j-  cosy 

Wir  unterlassen  es,  weitere  Formeln  anzuführen,  indem  wir 
auf  Klägers  mathematisches  Wörterbuch,  -V.  Thl,  verweisen, 
woselbst  auch  die  ältere  Literatur  sich  vollständig  findet 

Differentialfortoeln. 

42)  da  =  cosy  db  -{-  co&ß  de  -j-  sinb  sinydu 

43)  cotgada  -j-  catgßdß  =  cotgbdb  '{'  cotgada 

44)  sin  adß  =  sinydb  ^  cos  asinßdc  —  sin  b  cosy  da 

45)  da  =  —  coscdß  —  cosbdy  -4-  sinb  sinyda 

§.  158. 

Bereclinung  der  ebenen  Dreiecke. 

Seien  a,  6,  (;  die  Seiten,  a,  /3,  y  die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel,  /  der  Flächeninhalt 

1.  Gegeben  a,  ß,  y.    Gesucht  a,  6,  c. 

,  sin  ß  sin  y 

b  =  a  -1—^,     c  =  a  —r-^ 

stn  a  stn  a 

a  =  1800  —  (/J  +  y) 
j,        1     „  sin  a  sin  ß 

/  =  TT  <?*  = ^ 

•^  2  stny 

da  •=  —  dß  —  dy 

,,  sinßda  —  bcosada  -^  acosßdß 

sin  a 

,    sinyda  —  ccosada  -[-  acosy dy 

a  C   — — : —  ' 

sma 

IL   Gegeben  6,  c,  a.    Gesucht  ß^  y,  a. 

Es  sei  6  >  c,  demnach  /J  >  y. 
Man  hat 

2  5«n  —  a 

tan  n  =  — r Vbc 

^  b  —  c 


r 
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b  —  C 

a  = 

eosn 

2       ""  2 

f  =  -^  be  stn  u 

,  acosvAh  4-  acosßdc  +  icsinad« 

da  = ■ 

a 

(6  —  c€Osa)db  •+-  (c  —  bcosa)dc  +  bcsinadt* 

\/fts  -f-  c*  —  2bccosa 

,«       bdb  —  bcosyda  —  bcosa  de 

«p  = : — 5 

ac  stnß 

j  i;dc  —  ccos  ßda  —  ccosa  db 

^y  z=z 

ac  sin b 

III.    Gegeben  b,  Cj  ß.    Gesucht  oe,  y^  a. 

c 
siny  =  TT  sin  ß 

CK  =  1800  —  (/3  +  y) 

a  =  — :— 5- 
S2np 

-  bdb  —  bcosa  de  —  ac  sin ßdß 

da  = 7 

bcosy 

,  sw /J  da  —  sinadb  -{-  acos  ßdß 

,     sin/J  de  —  sinydb  -f*  ecosßdß 

bcosy 

IV.   Gegeben  o,  6,  e.    Gesucht  oe,  /),  y. 

2s  =  a  -\-  b  -\-  c 

^    _  2abcda  —  (g» -f  6»  —  C'jcdft  —  (g«  +  ^^  -^  6»)ftrfc 
~~  2b€Vs(s  —  tt)(s  —  6)(s  —  c)  ^ 

/=  Vs(s  — a)(s  -  6)(s  -  c) 
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Anmerkung.  Rechnet  man  mit  n stelligen  Logarithmen 
und  bezeichnet  mit  M  den  ModuU  =  0,4342945,  sowie  mit  e  die 
Zahl  206264,8  .  .  .  (vergl.  §.  155),  so  wird  die  Winkelzunahme  in 
Secunden 


^a/'  = 


^noW^^^^'^''**'^^ 


/^j?"  =  —  -=-5 (/l  loa  cos  x) 

.   „        €8in2x    ..^     .       X 
^^  =  ^   ,^  ,^    Mlogtgnx), 

Diese  Gleichungen  zeigen,  wie  genau  man  den  Werth  eines 
Winkels  durch  Sinus,  Cosinus  und  Tangente  finden  kann.  Man 
wird  es  immer  vorziehen,  den  Winkel  werth  durch  Tangente  zu 
berechnen,  weil  in  Folge  der  Grössen  tgnx  und  cotgx  der  Fehler 
beim  Sinus  und  Cosinus  sehr  anwachsen  kann. 


§.  159. 

Bereohnong  der  reolitwinkligren  sphärisohen  Dreieoke. 

Seien  die  beiden  Seiten  a,  6,  die  ihnen  gegenüberliegenden 
Winkel  a,  /),  die  Hypotenuse  sei  H,  Gleichartig  werden  zwei 
Grössen  hier  genannt,  wenn  sie  beide  zugleich  entweder  >>  oder 
<  90«  sind.  ' 

I.   Gegeben  fl,  a.    Gesucht  a,  6,  ß. 

1 )  sin  a  =  sin  Hsin  a 

2)  tgn  b  =  tgnHcos  a 

3)  cotgß  =  cosHtffna 

Das  Gesuchte  ist  <;  90«,  wenn:  oder  >  90^  wenn: 

1)  a  <  90«  a  >  90» 

2)  H  gleichartig  mit  a  H  ungl.  mit  a 

3)  „  „ 
n.  Gegeben  H^  a.    Gesucht  6,  «,  /}. 

1)  cosb  =  cosll :  cosa 

2)  sina  z=i  $ina  :  sinH 

3)  cos  ß  =  tgn  a .  cdg  H, 
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Das  Gesuchte  ist  <;  90^,  wenn :  oder  >  90^,  wenn : 

1)  H  gleichartig  mit  a  H  ungl.  mit  a 

2)  a  <  90«  a  >  90^ 

3)  //  gleichartig  mit  a  H  ungl.  mit  a. 

III.  Gegeben  a,  ß.    Gesucht  6,  H,  a. 

1)  tgn  b  =  tgn  ß  sin  a 

2)  eotg  H  =  c(Ag  a  cos  ß 

3)  cos  a  =  cos  a  sin  ß 

Das  Gesuchte  ist  <  90^  wenn:  oder  >  90^  wenn: 

1)  /5  <  900  j  >  900 

2)  a  gleichartig  mit  ß  a  ungl.  mit  ß 

3)  a  <  90«  a  >  90<^. 

IV.  Gegeben  a,  ft.    Gesucht  /f,  a, /J. 

1)  cos  H  =  cos  a  cos  h 

2)  cotg  a  =  cotg  a  sin  h 

3)  cotgß  =  cotg  h  sin  a 

Das  Gesuchte  ist  -<  90«,  wenn:  oder  >  90^  wenn: 

1)  a  gleichartig  mit  6  «  ungl.  mit  b 

2)  a  <  900  a  >  90» 

3)  6  <  90«  &  >  90« 

V.  Gegeben  a,  j3.    Gesucht  a,  fe,  i/. 

1)  cosH  =  cotg  «  co^^  ^ 

2)  cos  a  =  cosa  :  sm/3 

3)  cos  b  =  cosß  :  sin  a. 

Das  Gesuchte  ist  <  90^,  wenn:  oder  >  90^,  wenn: 

1)  a  gleichartig  mit  /3  a  ungl.  mit  /3 

2)  a  <  90"  a  >  90" 

3)  ß  <  90»  ß  >  900. 

VI.  Gegeben  «,  «.    Gesucht  ft,  j8,  //. 

1)  sm  6  =  tgn  a  cotg  a 

2)  sinH  =  sina  :  sin« 

3)  sm/3  =  cos«  :  cosa 

Hier  ist  es  zweifelhaft,  ob  das  Gesuchte  ^  90"  ist,  dies  muss 
aus  der  Aufgabe  selbst  gefolgert  werden. 

Iiftska,  mathem.  Formelntammlung.  29 
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Anmerkung.  Vertauscht  man  Winkel  mit  Seiten  und  Seiten 
mit  Winkeln,  sowie  das  Wort  „gleichartig"  mit  „ungleichartig*^ 
und  umgekehrt,  so  gilt  das  Gesagte  von  einem  schiefwinkligen 
Dreieck,  dessen  eine  Seite  =  90^,  mit  den  Seiten  «,  j8,  den  Win- 
keln a ,  6,  wobei  zugleich  der  der  Seite  90^  gegenüberliegende 
Winkel  mit  //  zu  bezeichnen  ist. 


§.  160. 

Beredmung  der  schiefwinkligen  sphärischen  Dreiecke. 

Seien  a,  ä,  c  die  Seiten,  «,  /3,  y  die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel, 

^s  —  a-\-h  -\-  c,    2<J  =  a-|-/5-|-y. 

I.    Gegeben  a,  6,  c.    Gesucht  a,  /?,  y. 
Es  muss  die  1^,.-.         |  je  zweier  Seiten  1^1  die  dritte  sein. 

Sei  

j  1 /sm  (s  —  d)  sin(s  —  b)  sin  (s  —  c) 

'  sins  ' 

so  wird 


oder  wenn 


gesetzt  wird: 


2        sm{s  —  a) 

j     da  —  cosy  db  —  cos ß  de 

sin  c  sin  ß 

M  =  (cos  c  —  cos  n  cos  b)  sin  c 
N  —  {cos  b  —  cosa  cos  c)  sin  b 


da  r=  — 
2 


sin  a  du  Md b  -\-  Nd c 


— 1 

L  sin  s         2L  sin  b  sin  c  sin  sj 
II.     Gegeben  a,  /3,  y.     Gesucht  a,  ft,  c. 


Es  muss 

6lf>a  +  /3  +  y>  2Ji, 

femer  die  Summe  zweier  Winkel  <;  als  der  um  180°  vermehrte 
dritte 
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1  1  /    —  COS  6  COS  (ö  —  «) 

tan  -^  a  =  Y  — 7 ^  ^ 


oder  wenn 


gesetzt  wird: 
da  = 


2  ^  cos(ö  —  ß)cos{ö  —  y) 

,     d a  -j-  cos c  d ß  -\-  cosb  d y 

d  (t   : — 5 ■■  ■ 

sinb  siny 

M  =  (cos  y  -\~  cosa  cos  ß)  sin  y 
N  =  (cos  ß  -j-  cosa  cos  y)  sin  ß 

sin a  sin ß  siny  da  -\-  Md ß  -f-  Nd y 


Sei 


so  wird 


2  sin  ß  sin  yV —  cosö  cos  (ö  —  oc)  cos  (ö  —  ß)  cos  (6  —  y) 
IIL    Gegeben  i,  c,  a.    Gesucht  y,  /J,  a. 

tgn  m  =  cosa  tgn  b 
n  =  c  —  w, 

^         ,   tgn  a  sin  m      ^^ 

tgnß  =  4-  -^ — ; ,  c  ^m 

^    ^       -^       stnn      ^     ^ 

cos  b  cos  n 

cos  a  = 

cosm 

Ist  a  sehr  klein,  so  setze  man 

1 
cos  —  a 


cosp  = Vsin  b  sin  c 

sin  —  (6  -f  c) 

sodann  wird 

sin  —  a  =  sinp  sin  -^  (6  -j-  c) 

da  =  cosy  db  -\-  cosß  de  -\-  sine  sin ß  da 

,^ sin^ydb  —  cosa  sinß  siny  de  —  sincsinß  cosy  da 

sine  sin  a 

IV.     Gegeben  a,  /?,  y.    Gesucht  of,  6,  c. 

Sei 

cotg k  =  cosa  tgn ß^ 

so  wird 

cosß     ,    .  -. 

cos  a  =r  —r-^  stn  (y  —  a) 

stn  k       ^'         ^ 

sin  a  sin  ß 


sinb  = 

sina 


29* 
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da  =  sinh  sin y  da  —  coscdß  —  cosb  dy 

,,  sin^cdß  -|-  sinh  sine  cosady  -(-  sinb  cosc  sinyda 

sin  a  sin  y 

Man  kann  sich  hier  auch  mit  Vortheil  der  Ne per' sehen 
Gleichungen  bedienen,  aus  denen  b  und  c  berechnet  werden 
kann,  zur  Auffindung  von  a  dient  sodann  die  Gauss 'sehe  Glei- 
chung. 

V.    Gegeben  a,  6,  a.    Gesucht  ß,  y,  c. 

.    a       sin  b  sin  a 

stn  p  = : 

sina 

Es  muss  sin  b  sin  a  ^  sin  a  sein. 

Sodann  ergiebt  sich  y  und  c  aus  den  beiden  Gleichungen: 


s?w  IT  («  +  *) 


cotg  ^  = 


stn 


I 


(a-6) 


tgn-^i^  —  ß) 


^        sin  -2  («  +  /3)  j 

^(/n  ~  = j tffn-^(a  —  b) 

sin  -  (a  —  /3) 


Zahl  der 

I    B   t 

80  ist 

• 

Dreiecke 

1 

[6  <  900 

[6  <  a 

/J  <  90« 

1 

2 

6  >  a 

^  ^  90« 

2 

«  <  90«  1 

3 

^                 llSO«»  —  &  >  a 

/J  >  900 

1 

4 

^^900 

2 

5 

.  (a  <^-6 

^  >  900 

1 

6>  90« 

r 

6 

a  >  6 

/J^SO« 

2 

«  >  900 

7 

&  <  90«   !       . 

ß  <9V> 

1 

B 

11800  —  ft  <  a 

/?  ^  900 

2 

,  ^        sinacosbdb  A-  cosa  sinb  da  —  sinß  cosa  da 

aß  = ■ -^~, 

^  cos  ß  stn  a 


de  z^ 


dY  = 
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da  —  cosy  db  —  sin c  sin ßda 

cosß 

de  —  eosß  da  —  cosadb 
sin  b  sin  a 
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VI.    Gegeben  a,  /J,  a.    Gesucht  6,  c,  y. 

sin  a  sin  ß 


sinb  = 


Es  muss  sin  a  sin  ß  ^  sin  a. 


sma 


co^9^  = 


tgn  -^  (a  —  ß) 


tffn^c  = 


sin  -n  (ci  -\-  b) 
sin  -^  (a  —  b) 

sin  -^{a^ß)         ^ 

1 ^9^  2(^  —  ^) 

sin  ~  («  _  /3) 


Ist 


80  ist 


Zahl  der 
Dreiecke 


1 
2 

3 

4 

5 
6 

7 

8 


f/9<  90» 


a 


a  <  90« 


L>90o(«  +  ^>^^^ 
^^  U  4-  /9  <  1800 


\P  >  900 


a  >  900 


t 


<  ß 


i/^  <  ^  |„  +  ^  >  1800 


&  <  900 
&  ^  900 


5  >  900 

5  ^  900 

6  >  900 
6  ^  900 

ft  <  900 
b  ^  900 


1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
2 


db  = 


dy  = 


de  ^^ 


sin ß  cosada  +  cos ß  sin a  dß  —  cosu sin b  da 

sin  a  cos  b 

—  da  —  cos c  d ß  -{-  sin b  sin y  da 

cosb 

dy  -{-  cosbda  -{-  cosadß 
sin  a  sin  ß 


Aualytische  Geometrie  der  Ebene. 


§.  161. 

AnalTtisobe  Geometrie  des  Punktes. 

A.   Gartesische  Goordinaten. 

1)  Die  Entfernung  zweier  Punkte  (Xiffi)^  (^jj/i)  ist 

Die  Richtungscosinuse  der  Verbindenden  sind: 

cos  a  =  ^^  T  ^\    cos  ß  =  ^^  T  ^^  • 
a  a 

2)  Die  Goordinaten  eines  Punktes  (^3^3),  der  diese  Verbin- 
dende im  Verhältnisse  m  :  n  theilt : 

^  _na;i  +  mx^  _  ny^  +  wy, 

3)  Die  Punkte  {xiy^)^  (^2/2)»  (^aj/s)  liegen  in  einer  Geraden, 
wenn 

^i    Vi     1 

a;^     2/2     1    =  0. 

4)  Der  Flächeninhalt  F  des  durch  die  drei  Punkte  {xxy\), 
(^2y^i)'i  i^sifz)  gebildeten  Dreieckes  ist  gegeben  durch: 

x^    y%    1     sind. 

ö  ist  dabei  der  Goordinatenwinkel. 

5)  Der  Flächeninhalt  F  eines  beliebigen  Polygons  ist  ge- 
geben durch: 


2F=± 
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«1     Vi 

4- 

x^    y« 

+... 

^nyn 

^s   yi 

a?8       VZ 

^lyi 

2F  _ 

Ueber  die  Geometrie  des  ^umes  von  einer  Dimension  ver- 
gleiche:   Balz  er,  Analytische  Geometrie,  §.  1. 


B.    Plücker's  Liniencoordinaten. 

1)  Zu  diesen  gelangen  wir  am  anschaulichsten  auf  folgen- 
dem Wege.  Sei  irgend  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem  ge- 
geben und  eine  Gerade,  die  sowohl  die  X-,  als  auch  die  F-Axe 
schneidet.  Die  Schnittlänge  mit  der  F-Axe  nennen  wir  /*,  jene 
mit  der  X-Axe  L  Sei  ferner  Xif/i  ein  Punkt  auf  dieser  Ge- 
raden, so  wird 


Vi 


k  —  Xi 


oder 


setzen  wir 


=  iiy =  V,  SO  wird 


^1  w  +  J/i  V  +  1  =  0. 

So  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Punktes  (Xi  y,).    Hier  sind 
u  und  V  variabel.    Setzt  man  etwa 

w  =  a,    V  =  b^ 

so  erhält  man  irgend  eine  bestimmte  Gerade. 

2)  Es  ist 

u^Au']-Bv-]-C=0     die  allgem.  Punktgleichung, 
A^ati-}-bv-\-l=0       die  Normalgleichung. 

3)  *  Sind  u  und  v  die  Coordinaten  einer  geraden  Linie,  so 
ist  der  senkrechte  Abstand  des  Punktes 

au  -\-  bv  -\-  l  =  0 

von  der  Geraden  gegeben  durch: 

au  -\-  bv  -\-  l 

~      Vu^  +  t;2 
^  ^1  ist   die    Gleichung    des  oo  weiten   Punktes    der 


P 


iX 


-  Axe, 
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t;  r=  a  M  ist  die  Gleichung  eines  Punktes,  der  auf  der  oo 
fernen  Geraden  liegt. 

5)  Seien  A  =  0  und  ^^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte 
in  der  Normalfonn,  dann  ist  J.  -f"  ^-^i  =  ^  die  Gleichung  eines 
Punktes  auf  der  Verbindungslinie.    Vergl.  10). 

Wird  A  =  -|-  1 ,  so  ist  es  der  Halbirungspunkt  von  A  =Q 
und  Ai  =  0. 

Wird  k  =  —  1 ,  so  ist  es  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser 
Geraden. 

6)  Drei  Punkte  w^  =  0,  itj  =  0,  1^3  =  0  liegen  auf  einer 
Geraden,  wenn  es  drei  Factoren  Ai,  A^,  A3  giebt,  so  dass 

Ai  W|  4-  A,  U2  -j-  A3  W3  =  0. 

7)  Die  Coordinaten  der  Geraden,  welche  die  beiden  Punkte 

Ai  ^  aiii  -\-  biv  -\~  l  =0 
A2  ^  a^u  -\-  b.2V  -[-  1  =0 
verbindet,  lauten 

61  —  bq  a.i  —  «1 


eil  b'i  —  ^2  '^1 '  ^h  f^i  —  öf'i  61 

8)  Wird  der  Abstand  zwischen  ^i  =  0  und  A^  ^=  0  im 
Verhältnisse  m  :  n  getheilt,  so  ist  die  Gleichung  des  Theilpunk- 

tes  gegeben  durch 

AiH  ±  Aj  m  _ 

I  —  u. 

9)  Seien  ^1  =  0,  ^2  =  0,  -43  =  0,  die  Gleichungen  der 
Eckpunkte  eines  Dreieckes,  so  ist 

1  (^1  +  ^,  +  ^,)  =  0 

die  Gleichung  des  Schwerpunktes. 

10)  Seien  -4i  =  0,  J.2  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte, 
so  ist  Ay  —  X  J.2  =  0  die  Gleichung  eines  auf  der  Verbindungs- 
geraden liegenden  Punktes  und  es  ist  x  das  Verhältniss  der  Per- 
pendikel, welche  von  den  beiden  Punkten  auf  eine  beliebige, 
durch  den  Punkt  Ay  —  x  ^^2  =  0  gehende  Gerade  gefällt  werden. 

11)  Seien  A^  =  0,  A^  =  0,  A^  —  xA^  =  0,  ^^  —  A^j  =0 
die  Gleichungen  von  vier  Punkten  auf  einer  geraden  Linie,  so- 
dann wird 

X 

T 


X  =  1,  2,  3 
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das  Doppelverhältniss  des  zweiten  Punktepaares  zum  ersten 
genannt,  und  ist -r-  =  — -  1,  so  nennt  man  es  ein  harmoni- 

sches. 

Die  drei  Punktepaare 

Ui  —  fix  Ai  =.  0 
bilden  eine  Involution,  wenn  sich  ein  viertes  finden  lässt,  wel- 
ches zu  jedem  der  gegebenen  harmonisch  ist,  dies  findet  statt, 
wenn 

Vergl.  §.  2.    A.  9),  10). 

Siehe  Theorie  und   Anwendung   der   Liniencoordinaten  von 
Dr.  K.  Schwering.    Leipzig  1884, 


=  0. 


C.    Homogene  Liniencoordinaten. 

■ 

1)  Seien  drei  Punkte   gegeben,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen, 

Äi  ^  üiU  -\-  biV  -\-  l  =  0 

Aq  '^  a^ti  -\-  b^v  -{-  l  =  0 

A^  ^  a^u  -}-  b^v  -{-  1  =  0 

soll  die  Gleichung  des  Punktes 

A  ^  au  -{-  bti  -[-  1  =0 
in  der  Form 

Xi  Ai  4-  K^A^  -\-  9izA^  ~  0 
dargestellt  werden,  so  muss 


1 

a  a^ct-i 

1 

iii  a 

«3 

X,   = 

b  6.2  63 

,       Xg 

bibb. 

1    1  1 

1  1    1 

Xg    = 

1 

eil  «2  a 
bi  63  b 

,     ^- 

%  «2  % 

bi  62  63 

• 

1    1   1 

1 

1   1 

fuhren  wir ,  nachdem  wir  die  obige  Gleichung  durch  Vu'^  -f-  v^ 
dividirt  haben, 

Ai  _  A2  A^ 


Ml  = 


Vm2  -f  t;2' 


Mo   = 


Vm2  _|.   ^2' 


W3 


Vu^  -f  i;2' 
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ein,  so  wird 

die  Gleichung  eines  Punktes  sein.    Die  Bedeutung  der  Grössen 
X  ergiebt  sich  aus  dem  Folgenden. 

2)  Seien  ferner  di,  ä^,  ^3  die  Abstände  des  Punktes 
von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  so  wird 

3)  Ist  Xj  -|-  X2  -j-  X3  =  0,  so  ist 

Xi  iii  -{'  Xj  M.J  -f-  X3  U3  =  0 
die  Gleichung  des  00  fernen  Punktes. 

4)  Der  Abstand  des  Punktes 

Xj  Hl  +  X2  «3  -j-  ^3  %  =  0 
von  der  Geraden 

ist  gegeben  durch: 

^  _  _^  Xi  til    4-  ^2  t4  +  X3  U's 

—  Xi   +  X2   +  X3 

5)  Sollen  drei  Punkte 

^*i^i  4"  ^3^2  -f-  '^a^  =  ^?     M  =:  1,  2,  3 
auf  einer  Geraden  liegen,  so  muss 


=  0 


sein.     Vergl.  §.   162,  C.      Heger:    Elemente   der    Analytischen 
Geometrie,  Braunschweig. 


§.  162. 

Analytisclie  Geometrie  der  Geraden. 

A.    Cartesische  Coordinaten. 

1)  Gleichung  einer  Geraden. 

1)  Ax  -^  By-i-  C=  0 

2)  y  =  a^  +  ft,     «  =  —  ;ßi     ^  —  ~~'B 


^l 

xi 

*\ 

«? 

x| 

^\ 

*t 

X» 

»l 

i 
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3) 1-  -^  =  1,  m  =  — 


G 


4)  xcosa  -^  ycosß  ^  p  =  0.     (Normalform.) 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Coordinatenaxen  den  Winkel  0 
einschliessen,  so  wird  der  Winkel,  den  die  Gerade  mit  der  --|-  Rich- 
tung der  Abscissenaxe  einschliesst,  a  gegeben  sein  durch 


tgna  = 


asind  -..    ^        ^      s 


m  ist  der  Abschnitt  der  Abscissenaxe,  w  =  6  jener  der  Ordi- 
natenaxe.  p  ist  die  vom  Ursprung  auf  die  Gerade  gefällte  Senk- 
rechte, a  und  ß  in  4)  jene  Winkel,  die  sie  mit  den  Axen  ein- 
schliesst   Es  ist  immer 

«4-/3  =  0. 

Wir  haben  ferner 

A  .  B 

cosß  = 


cosa  = 


±  VA^  +  B^' 
p  = 


±  Va^  +  jßa' 


c 


±  Va^  +  £3 

Die  Länge  der  von  einem  Punkte  Xi  yi   auf  die  Gerade  ge- 
fällten Senkrechten  ist  gegeben  durch 

+  p'  =  Xi  cos  a  -\-  yicosß  —  jp 

Ax,  -\-By,-{~  C 


P  = 


■f  Va^  +  i?2 


% 


Wird  ö  =  -jr-,  so  wird  cosß  =  sina. 

Specielle  Fälle: 

Ax  '\-  By  '=^^\  die  Gerade  geht  durch  den  Ursprung 


Ax+  C  =0] 
By+C  =0\ 
x  =  0 


die  Gerade  ||  zur 


X 


-Axe 


(Y] 
X 


-Axe. 


\  Gleichungen  der 

2)  Geht  die  Gerade  durch  den  Punkt  (xiyi),  so  ist 

y  —  yi  =  a(x  —  Xi), 
geht  sie  auch  noch  durch  {x^y^)^  so  wird 

^  = oder      X,  t/i  1     =0 

y-i  —  j/i      ^-2  —  ^1 


X 

y 

1 

^1 

Ih 

1 

x*^ 

Vi 

1 
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oder  auch 
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X 


+ 


y 


—  1=0. 


y,  Xi  —  Ziffi       y,  Xt  —  Xi  y, 


y,  —  y,  a:,  —  Xi 

3)  Eine  Gerade,  die  durch  (^lyi)  geht  and  auf 

Ax-^Bif-{-  C=0 
senkrecht  steht,  ist  gegeben  durch: 

B 


y  —  ifi 


(X 


X  = 


y  = 


4)  Gleichungen  von  der  Form 

Ax-^By-{-C  =  0,    X{Ax^  By)-^  G*  =  (i 
entsprechen  parallelen  Geraden,  ist 

y  r=ax  -]-h,    y  =  ai  a:  -f  6i, 
so  wird: 

a  =  Ol,  wenn  die  Geraden  parallel, 

a  = ,  wenn  sie  auf  einander  senkrecht  stehen. 

»1 

5)  Der  Durchschnittspunkt  zweier  Geraden 
Ax  -\-  By  -\-  C=0,    AiX-{-B^y-{-  Ci  =  Q 

ist  gegeben  durch: 

B   C         A    B 

B,  Gl    •    A,  B, 

C  A         A  B 

CA,  4^1  ^1 

Der  Winkel  t?,  den  zwei  Geraden  mit  einander  einschlieesen, 
ist  für 

y  =  ax-[-b,    y  —  a^x  -\-hx 

gegeben  durch 

.  ,  (üi  —  a)  sin  ß 

^  —  l  -j-  (a  -f-  ai)cosd  -\-  aai 

Sie  stehen  auf  einander  JL  wenn 

1  -|-  (a  4-  «i)  <^osß  -\-  aai  =  0 
wird. 

6)  Wir  bezeichnen  nach  Plücker  {Analytisch  geometrische 
Entwickelungen,  1828} 

üi  =  A,xi  +  B,yi  +  Cx  =r  0 

^i  ^  xx  cos  ttx  +  yi  cos  j3x  —  |?x  =  0. 
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Dies  gestattet  uns,  statt  mit  Coordinaten  mit  Gleichungen 
zu  rechnen.  Seien  mi  und  m^  zwei  beUebige  Zahlen,  dann  geht 
die  Gerade  iiii  üi  -|-  Wj  Di  =  0  durch  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  Ui  =  0,  J7,  =  0.  Es  schneiden  sich  die  Geraden 
fTi  =  0,  f7,  =  0,  ZJj  =  0  in  einem  Punkte,  wenn  es  drei  Zah- 
len nii,  m,,  füll  giebt  von  der  Beschaffenheit,  dass 

üi  tWi  -\-  Da  W2  +  Z7s  m^  =  0. 

7)  Geht  eine  Gerade  durch  den  Punkt  (Xyyi)  und  durch 
den  Schnittpunkt  von  Ui  =0,  Di  =  0,  so  wird 

tTi  +  X  Dj  =  0, 
wobei 

Es  ist  demnach  durch  Di  -|-  x  Dj  =  0,  x  =  +  0  bis  +  oo 
ein  Strahlenbüschel  repräsentirt. 

8)  Sei  Ai  =  0^  A^  =  0,  so  ist  durch 

Ai  —  xA^  =  0 

eine  Gerade  dargestellt,  die  durch  den  Schnittpunkt  von  ^1=0 
und  A^  =  0  hindurchgeht.  Seien  o'  und  ß'  die  Winkel,  die 
diese  Gerade  mit  Ai  und  A^  einschliesst,  sowie  di  und  d^  die 
von  einem  beliebigen  Punkte  (|  17)  dieser  Geraden  auf  Ai  und  A^ 
gefällten  Perpendikel,  so  wird 

g  cos  «1  4"  ^  ^^^  ßl  ""  -Pi ^^'^»^  cZi 

~^  S  cos  «3  -f-  iy  cos  ft  —  i^2        ««Vj  /3'        dg 

Es  ist  speciell: 

Ai  +  ^2  =  0  die  Gleichung  jener  Geraden,  welche  den 
Winkel   der  beiden  Geraden  Ai  =  0,  ^2  =  0  halbirt,  in   wel- 


chem der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 


nicht  liegtl 
liegt  1 ' 


9)  Seien  0,  1,  2,  3  gegebene  Geraden,  die  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  die  wir  durch  Aq  =  0,  ^^  =  0,  A^  =  0, 
ilj  =  0  uns  gegeben  denken,  so  wird  für 

A9  ^=  An  —  A  Ai  ^=  0,       A  =r  —, —  . 

*  siw(21) 

Sei  femer 

^  =  ^0  —  ^  ^1  =  0,    f*  =  sm  ^ . 
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Alle  Winkel  in  einerlei  Richtung  gezählt,  so  wird 
k  _,9m(20),5tn(30) 

das  Doppelverhältniss  des  Linienpaares  2,3  zu  0,1,  oder  auch 

das  anharmonische  Verhältniss  (Chasles)   genannt     Wird 
X 
—  =  —  1,  so  wird  das  Verhältniss  ein  harmonisches  genannt 

Schreibweisen: 

A         sin  (02)    sin  (03)    , . .     ,  .  \ 

—  =    .  ;^-;  :    .  )^.i    (Moebius) 
ft         sin  {21)    s?w(31)    ^  ^ 

k        s?«(02)    sm(03)     ,cjx   •       N 

—  =r    .   ;^-(  :    .   ;,q:     (Steiner), 
/t         sm(12)    sm(13)    ^  ^ 

Seien  u^  —  Aq  Wi  ==  0,  Uq  —  fto  ^^i  =  0?  so  ist  dieses  Linien- 
paar harmonisch  mit 

Wo  —  ^  Wi  =  0,    Uq  —  fttii  =0, 
wenn 

^f*  —  y  (^  +  f*)(^o  +  f*o)  +  ^of*o  =  0. 

Setzt  man 

Aft  =  Ä,    A-f-/i  =  a, 
so  wird 

;?«  —  ajer  -f-  5  =  0 

eine  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  gesuchten  Grössen 
A  und  pL  sind. 

10)  Drei  Linienpaare,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
bilden  eine  Involution,  wenn  ein  viertes  Linienpaar  gefunden 
werden  kann,  welches  harmonisch  ist  zu  jedem  der  drei  Linien- 
paare. 

Seien  drei  Linienpaare 

Fo  —  A^  Fl  =  0 
gegeben,  so  bilden  sie  eine  Involution,  wenn 

(^0    —    ?*l)(^l    —  f'2)(^2  —  ^o)  +  (f*0   —  Al)(^l   —  ^)(^1  —  A«)  =  0 

ist. 

11)  Der  homogenen  Gleichung 

a^  —  aa^-^^y  -\~  haf^-^y^  —  ...    -f-  ( —  l)"<?y*  =  0 
entsprechen  n  gerade  Linien,  die  durch  den  Coordinatenurspmng 
gehen. 
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12)    Ist  für 

Ay^  +  Bxy  +  Cx^  -{-  Dy  -\-  Ex -\-  F  =-- 0 
AI^+  CD^-{-  B^F  -  BDE  -  ^ACF  =  0, 
so  entsprechen  der  erstercn  Gleichung  zwei  gerade  Linien. 

B.    Polarcoordinaten. 

1)  Sei  das  Coordinatensystem  ein  schiefwinkliges  mit  dem 
Winkel  ö,  so  ist  der  Uebergang  von  Parallelcoordinaten  x^  y  zu 
den  Polarcoordinaten  r,  q  gegeben  durch 

r  sin  (0  —  qp)         r  sin  qp 

sinO        '        "~    sin  0 

speciell  für  Ö  =  — 

X  =  rcosq>^    y  =  r sin 9?. 
Daraus  ergiebt  sich 

X  -i-  ycosO       .  ysinO     .  y  sin  0 

cos  q>  =  — ^-^ ,    stnq>  =  ^ ,    tgnq)  =  — ^ 7,, 

^  r  ^  ^     '     ^    ^        x-^-ycosO 

r  =  Vx^  -f-  y'^  -{-  2xycos0 
oder  im  zweiten  Falle 

cosq)  =  —,    sinq)  =  —^    r  =  Vx'^  -f"  ^ '?     tgnq>^=^' 


2)   Polargleichung  einer  Geraden: 

Aus  y  z=  ax  -\-  b  -=  xtgna  -\~  b  folgt  r 


b  cos  a 


sin{<p  —  a) 

Sei  ß  der  Winkel,  den  die  vom  Ursprung  auf  die  Gerade 
gefällte  Senkrechte  p  mit  der  Richtung  <p  =  0  ausmacht,  so  ist 

r  cos  (qp  —  /J)  —  j)  =  0    (Normalform). 

C.    Homogene  Coordinaten. 

1)   Seien  gegeben  die  Gleichungen  dreier  Geraden,  die  nicht 
durch  einen  Punkt  gehen 

Xi  ^  xcosui  +  ysinotfi  —  p^  =  0 

Xj  ^  xcosot^  +  ysina^  —  ^^^  r=  0 

iTs  =  xcosuji  +  ysinoi  —  jpj  =  0. 


464  Aoalytische  Geometrie. 

Wird  die  Gleichung  der  Geraden 

A  ^  xcosa  -{-  y sin a  —  p  ^=  0 
auf  die  Form 

gebracht,  so  muss 

cos  a  cos  O62  cos  a^ 
Ai  =  —     sin  «  si7i  «^  sin  «3   ,     A^  = 

P       Pi       Ihi 
costti  cosa^  cosa 
sin  «1  sin  0^  sin  a   .      -^  = 

Pi      i>2       P 


^3  —  ^ 
2)   Sei 


1 


cosai  cosa  cosa^ 
sin  «1  sin  a  sin  o- 

i>i       P      P:i 

^OS«!   COS  «2   rrOSffs    I 

sin  ai  sin  a^  sin  a^ 

Pl  i>2  Pi 


a^aiXi-]-a^x^-\-a^a^  =  0 

und  es  mögen  die  Höhen  des  Fundamen taldreiecks  mit  Äi,  ä,,  ä, 
die  Abstände  der  Ecken  von  der  Geraden  a  =  0,  mit  di^  d^,  d^ 
bezeichnet  werden,  so  ist 


ßi  :  an2  '  (h  —  TT  •  T~  •  IT 


oder  wenn 


d]_  ^  (h  ,  d^ 
hl      h^     A3 ' 


X 


dl 


d« 


dl  7^1        ^2  h^ 


d^K  h 


3 


gesetzt  wird: 


^  a=^  a:i  +  T^  ^2  +  IT  ^^ 


0. 


1       dl        _i_  ^s 

3)  Allgemeiner  ergiebt  sich  der  Begriff  der  homogenen  Coor- 
dinaten  durch  folgende  Betrachtung. 

Als  Coordinatensystem  benützen  wir  drei  Geraden,  die  sich 
nicht  in  einem  Punkte  schneiden.  Sei  M  ein  Punkt  der  Ebene, 
Pu  P^ii  P^i  <^i6  von  ihm  auf  die  Dreiecksgeraden  gefällten  Perpen- 
dikel -\-  wenn  ihr  Fusspunkt  auf  der  Innenseite  des  Dreieckes 
liegt,  —  im  anderen  Falle,  femer  arj,  X2^  x^  drei  Zahlen,  die  sich 
wie  die  Perpendikel  verhalten,  also 

Xi  :  x^  \x^  =  Pl  :p2  :p^ 

?i,  /g?  h  iiocli  später  zu  bestimmende  Grössen,  welche  der  Glei- 
chung 

Xi  :  X.2  :  x^  =  Pl  lii  p^  I2  :  2h  h 
genügen.    Seien  ferner  die  Gleichungen  der  Seiten  des  Funda- 
mentaldreieckes: 


So  wird 


und 
woraus,  wenn 

gesetzt  wird, 
folgt.     Sei 
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Gx  =  axX  -f  h^y  +  «x,    Jc  =  1,  2,  3. 
ü^  =     .       "       ,    X  ==  1,  2,  3 


QXx  =  IxPx, 
L 


An   — 


Vcurfbi 

QXx  =  i.»{axX  -f-  h^y  -\-  c) 
R  = 


«1  ftl 

Cl 

^2    ^2 

C,2 

«3    6s 

^3 

und  ^^  JB,-,  C,-  die  ünterdeterminanten,  so  wird 

^  =    7^ ,        y  = 


Aus  der  Gleichung 
folgt  sodann 

oder 

mi  a?i  -|-  >W2  a?9  -(-  m^  x^  =  0. 

Je  nach  der  Bestimmung  von  ?i,  Jj,  Z3,  giebt  es  nun  ver- 
schiedene Coördinatensysteme. 

Die  einfachsten  Coordinaten  sind  jene  von  Hesse.  Hier 
wird  einfach 

•2/1  X9 

X  =  —,      ^/  =  -i, 

damit  wird 

Ö 

wobei  d  das  vom  Ursprung  auf  x.^  =  0  gefällte  Perpendikel  be- 
zeichnet. Das  Coordinatensystem  von  Chasles  und  Moebius 
lautet 

•Z/j    I  X^   •    X^   ^^^  Sj[  ^1    l  $2  J^2    *  ^3  ^3 1 

dabei  sind  s^,  Sj,  s,  die  Seitenlangen  des  Fundamentaldreiecks. 

Laaka,  mathem.  Formelnsammlnng.  3Q 


'1   —  «2  —   1?      M    —    "F» 
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4)  Im  Folgenden  benutzen  wir  das  durch  1)  gegebene  Coor- 
dinatensystem. 

Seien  8|,  Sj,  ^^   die  Seiten,  a^,  o^,  oc^   die  ihnen  gegenüber- 
liegenden Winkel  des  Fundamentaldreieckes,  so  wird,  wenn 

eJT  =  2-  (i>i  «1  +  P2  «2  +  Ps  Sa) 
gesetzt  wird,  für  jeden  unendlichen  Punkt 

....              2  Jsinui 
a'i  stn  «1  -|-  iTj  .«?m  a^  -\-  x^  sm  a^  = 

Die  Gleichungen 

Xi  sin  tti  -f-  a:2  sin oc^  -\-  x^  sin Oj  =.0 
stellen  die  unendlich  ferne  Gerade  dar. 

5)  Ist  die  Gerade 

«i  Xi  -f-  a.2  x^  -{-  (hx^  =  0 

gegeben,  so  ist  die  Lage  der  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  des 
Fundamentaldreiecks  gegeben  durch: 

Xi   =  0,       «2  ^2   4-  «3  ^3    =  0,       «2  ^2   +  Sj  a^i   =  2  J 

^2  =  0,     ai  .ri  -|-  oj  ic.,  =  0,    Si  a;i  -f-  s^  a;,  =  2  «JT 
x^  =  0,    »1  a?!  -j-  «2  ^2  ==  Ö,    Si  a^i  4-  ^2  a*2  =  2  J. 

6)  Der  Schnittpunkt  zweier  Geraden 

(ti  Xi    -|-  «2  ^2    +   «3  ^3    =   0 

bi  Xj  -|-  ^2  a:2  4-  ^3  a-s  =  0 
ist  bestimmt  durch 


.S^,  .^1    +   .Sa  ^2    +  ^3  a^s    =   2  e/; 

7j   Die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch  die  beiden  Punkte 

fei  b2  fe3i       b  1  fe  2  b  3 

geht,  ist  gegeben  durch 

^'1  (I2  ^3  - 13  r*!  -^  .^2  (fe  r.  -  s,  i'n I  +  .^3  {ii  r*  -  s*  r. i  =  o. 


ajfts 

• 

«3  Ol 

• 

aia^2 

62*3 

• 

b,h 

m 

bi  Äj 

«1  O,   03 

61 

b. 

h 

Cl 

c» 

Cj 
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8)   Sollen  die  drei  Geraden 

^1  ^1  "f"  ^2  ^2  -f"  ^  ^3  =  0 
^i  ^1  ~f"  ^a  ^2  ~h  ^»  :i?3  =  0 

durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  so  muss 


=  0 


sein. 

9)  Zwei  Geraden 

^1  -^1  ~f~  ^2  ^2  ~f"  ^  ^3  =0 

^1  ^1  "i"  ^2  ^2  ~|~  ^8  ^  =0 

durchschneiden  sich  rechtwinklig,  wenn 

«1  61  +  Oo  ftj  -f"  ^s  ^  =  (»1  h  +  %  *i)  ^ö5  a, 

+  («2  ^3  +  «3  ^2)  ^ös  «1  -|-  («3  61  -|-  Ui  b^)  cos  OC2 
dabei  sind  «i,  «,,  ofa  die  Winkel  des  Fundamentaldreieckes. 

10)  Der  Abstand  d  des  Punktes  |i  Ij  I3  von  der  Geraden 

^i  ^i  ~\~  ^  ^*2  "h  %  ^3  =  0 
ist  gegeben  durch 

^  __  «1  li  +  ^2  fe  +  <^  fc< 

li  sin  «1  -(-  {2  sin  a^  -\-  I3  •*5?'«  «a ' 


§.  163. 

Ooordiuaten  -  Transformation. 

1)  Die  ursprünglichen  Coordinaten  seien  xy,  die  transfor- 
mirten  X  F,  so  ist  für  parallele  Transformation 

a;  =  X  +  a,    y  =  F  +  fc. 

2)  Der  Anfangspunkt  bleibt  wegen  Raumersparniss  derselbe, 
sodann  ist 


^^  ^  sinjXy)      ^  ^  sin(Yy) 
sin  (x  y)  '  sin  {x  y) 

sin(Xx)    ,         sin(Yx) 


30' 
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Speciell  wird  für   die   Transformation   eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  in  ein  anderes  rechtwinkliges 

X  =  Xcosa  —  Ysina 

y  z=  Xsina  -{-  Ycos  cl 

Für  ein  rechtwinkliges  in  ein  schiefwinkliges,  wenn 

gesetzt  wird 

X  =  Xcosa  -|-  Ycosß 

y  =  Xsina  -\-  Ysinß, 

Bei   der  Transformation   eines   rechtwinkligen   Coordinaten- 
systems in  ein  anderes  mit  demselben  Anfangspunkt  wird: 

a;»  -f  y'  =  X*  +  Y^ 
und  zugleich 

a«-|-af'  =  -f  1,    b^J^b^  =  J^l. 

ab  -]-  Oibi  =  0, 

3)   Es  Bei  ax  -\~  ßy  -\-  Y  =i  0  die  X-,  ax  -\- by  -\-  c  =  0 
die   F-Axe,  0  und  0  seien  die  Coordinatenwinkel;  man  hat 

ß  ^       f>   V   i^y—^ß       T-         Ismo  ,r,, 

a;  =  —  --  X—  --  rn ^ — r^,     A  =  --    •    ^  (ax-\-by4-c) 

Q  r      ■       aß  —  ba  r  stn^  ^        '      -^  «    ^ 

r  =Va2  +  6»  —  2abcose,     g  =Va8  +  /}«  —  2aßcosfi 
r  Q  sin  0  =  —  {aß  —  ba)  sin  0, 

rpcos®  =  aa-\'  bß  —  {aß  -f-  ba)cosß. 


Der   Kreis. 

1)  Die  allgemeine  Gleichung: 

A{x^  -\-y^)-\-  Dx-i-  Ey-\-F=0 
hat  zur  Normalform 

{X  -  «)2  +  (2/  -  /3)»  =  r«, 

dabei  sind  a  und  ß   die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  und  r 
der  Radius. 

2)  In  Liniencoordinaten  lautet  die  Kreis -Gleichung: 
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wobei  jedoch 

DE  -  2BF=0 

I)^  —  4AF=  &  —  4.  CF, 

und  die  Normalform  ist: 

(at4  -(-  6t;  +  1)«  —  r«(M«  +  v»)  =  0. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind: 

_  D-      ,         E 

"-2T"     ^  =  2F' 

Man  findet  femer 

^  _  J»  —  ^AF _E^  -^  ^CF 

3)  Die  Gleichung  des  Kreises  im  schiefwinkligen  Coordi- 
natensystem: 

{x  —  ay  +  («/  —  6)2  +  2  (x  —  a)  (y  —  6)  cosO  =  r\ 

oder  wenn 

m  =^  a  -\-  bcosO 

n  =  6  -|-  a  cos  0 

P  =  a»  +  6«  +  2  a6  60SÖ  —  r« 
gesetzt  wird, 

^*  +  2/*  +  2xycosQ  —  2 wo;  —  2ny  -f-  P  =  0. 

Die  Entfernung  des  Kreismittelpuuktes  vom  Coordinaten- 
anfang  ist: 

e»  =  a»  4-  6«  +  2 «6  cosO. 

P  ist  die  Potenz  des  Coordinatenanfangs  in  Bezug  auf  den 
Kreis. 

Unter  Potenz  eines  Punktes  0  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
versteht  man  das  Product  0  M .  ON^  wobei  M  und  N  die  Schnitt- 
punkte einer  von  0  ausgehenden  Geraden  mit  dem  Kreise  be- 
zeichnen. Diese  Grösse  ist  eine  constante.  Es  werde  von  0  eine 
Tangente  an  den  Kreis  gelegt,  welche  denselben  im  Punkte  T 
berührt,  dann  ist: 


0T=  OM.ON. 

4)   Es  sei  gegeben  ein  Kreis 

x^  -\-  y^  —  r^  =  0 
und  eine  Gerade 

X  cos  «  -f-  y  sin  a  —  j)  =  0, 
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SO  sind  die  gemeinschaftlichen  Punkte: 


Xi  =  pcosa  -\-  sin  a  V^*  —  p^ 
y^  =  p  sin  a  —  cosa  Vr^  —  p^ 


X2  =  p  cos  a  —  sin  a  Vr^ —  jp* 
y^  =  p sina  -f-  cos a  Vr^  —  ph 

Seien  Xi  yi  die  Coordinaten   d%s  Berührungspunktes,  so  ist 
die  Gleichung  der  Tangente 

^^1  +yyi  —  r2  =  0. 
Seien  Xi  1/1  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,  durch 
den  die  Tangente  geht,  so  wird: 

y  —  .Vi  _  —  ^h  yi  ±  r  Vxl  +  %jI  —  r'i 
X  —  Xy  r^  —  x^ 

die  Gleichung  der  Tangente  sein. 

5)   Die  Polare  des  Punktes  |,  ?y,  in  Bezug  auf  den  Kreis 

^'^  +  i/*^  +  "^^y  ^0^0  —  2mx  —  2ny  -|-  P  =  0 
hat  die  Gleichung: 
(S  +  *?  ^^'^ Ö  —  ni)x-^  (ri  +  ^  cos  0  —  ^0 y  -]- (P  —  m|  —  h  ly)  =  0 

Sei 

Äx  -^  JBy  -{-  C=0 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  als  Polare  von  §,  ti  an- 
gesehen wird,  so  folgt 


^=n- 


n^.h- 


Aa  -{-  Bb  +  C 
Br'^ 


Aa^  Bh-]-  C 
wenn 

(x  —  a)^  -f  (i/  -  ly  =  r2 

die  Gleichung  des  Fundamentalkreises  war.     Die  Gleichung  der 
Polare  ist: 

(X  -  a)(g  -  a)  +  (i/  -  b)(ri  -  A)  =  r'. 
6)   Sei 

Ko  =  (x  —  a^y^  -{-(y  -  hy  -  rg 
K,=(x-  a,y  +  (y  -  b,y  -  r? 
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So  stellt 

das  ganze  System  von  Kreisen  dar,  welche  sich  in  den  beiden 
Punkten  schneiden,  in  welchen  sich  die  gegebenen  Kreise  K^  =  0 
und  JTi  ■=  0  schneiden. 

Um  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  darzustellen,  setze  man 

A^  =  tto  n  -{-h^v  ~\-  1 
Ax  ^  aiU  -f-  6i  V  -|-  1, 


ferner  bezeichne  man  die  Distanz  der  Mittelpunkte  0  und  1 
mit  [0  1]. 

•Sodann  wird  für  irgend  einen  Kreis 

A^  —  XAi  =0 
die  Gleichung  des  Mittelpunktes  und 

^,  ^  rj^'  +  {[0  1]»  -  n?  -  *•/}  A  +  r^, 

(1  -  X)^ 

sein  Radius  sein. 

Die  Gleichung 

JT,  -  ÜTi  =  0 

stellt  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  dar,  also  eine 
Gerade,  die  den  Namen  der  gemeinschaftlichen  Secante 
führt  (Linie  der  gleichen  Tangenten,  Potenzlinie,  Chordale). 

Wird  r  =  0,  so  erhalten  wir  für  A  zwei  Werthe  (AJ  und 
(Aj).    Die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 

Ä,  -  (A,)  ÜTi  =  0 

mit  vei-schwindendem  Radius  nennt  man  die  Grenzpunkte  des 
Systems 

JTo  —  ^Ki  =  0. 

Ein  System  von  Kreisen,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte 
gehen,  hat  zwei  imaginäre  Grenzpunkte,  wenn  die  gegebenen 
Punkte  reell  sind,  dagegen  reelle  Grenzpunkte,  wenn  sich  die 
Kreise  in  imaginären  Punkten  schneiden. 

7)  Sei 

TT  =  (;r  —  a)2  +  0/  —  ^y  —  '•-. 


472  Der  Kreis. 

Sei  femer  die  Entfernung  des  Punktes  {xy)  vom  Mittel- 
punkte (ab)  gleich  9?  sowie  t  die  Länge  der  von  (xy)  an  den 
Kreis,  so  wird 

K=  Q^  —  r^  =  t\ 

8)  Die  Coordinaten  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes 
sind: 


X  = 


die  des  äusseren: 


X  = 


a        a' 

r  +  r' 

y  — 

b       v 

'  +  '' 

a        u' 

h        V 

r         / 

y  — 

r        / 

1          1  ' 

1      r 

r         r' 

r         r' 

Es  seien 

Kl  =  0,    K^  =  0,    Äs  =  0, 

die  Gleichungen  dreier  Kreise,  so  liegen  die  äusseren  Aehnlich- 
keitspunkte  in  einer  Geraden  (Aehnlichkeitsaxe),  deren 
Gleichung 

yA-}-  xB-^  C=  0 

ist,  wobei 

A  =  )\  (03  —  Oa)  +  r^i  (ui  —  03)  -f  rg  (oa  —  Oj) 

~  5  =  Ti  (63  -  62)  4-  r,  (bi  -  63)  +  ^3  (b,  -  bO 

Ti  cti  bi 
—  C  =     r^  «2  62 

i    »'3    ^*3    ^3 


Formen  der  Curven. 
1)   Sei  die  Curve  durch  die  Gleichung 

gegeben.     Durch  Differentiation  ergiebt  sich 

fidx-\-f^dy  =  0 
fndx^  +  2fi.,dx  dy,-\-f,,dy^  =  0. 


j 


r 
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Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 


H  = 


(Hesse'sche  Determinante.) 


wobei 

/ll  /l2 

/ai  /a« 
Diese  Gleichung  liefert  entweder 

I.    Zwei  ungleiche  reelle  Wurzeln,  wenn  i/  <;  0,  oder 
U.     Zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  H  =  0,  oder 
III.    Zwei  imaginär  conjugirte  Wurzeln  £f  >•  0. 

I.    Im  ersten  Falle  giebt  es  zwei  reellösTangenten,  der  Punkt 
ist  ein  Doppelpunkt  (Fig.  14,  18  auf  der  folgenden  Tafel). 

II.  Im  zweiten  Falle  ist  der  Punkt  entweder  ein  Rückkehr- 
punkt, oder  ein  Selbstberührungspunkt.  Welcher  von  diesen, 

das  hängt  davon  ab,  wie  sich  t— ?   für   zwei   benachbarte 

d  x^ 

Punkte  a;  =  a  +  Ä,  lim  A  =  0  verhält. 

Sei  T-^  entweder  nur  für  a;  =  a  -|-  ä,  oder  für  a; = a — A, 

reell  und  |  •    ^     ..     |  im  entgegengesetzten  Falle  imagi- 
när, so  ist  der  Punkt  ein  Rückkehrpunkt  der 
(Fig.  12  und  13  der  Tafel.) 

Ist  T-~  sowohl  für  a;  =  a  +  A,  als  auch  für  x  =  a  —  A 

dx^  '     ' 

reell,  so  ist  der  Punkt  ein  Selbstberührungspunkt  (Fig.  15). 

III.  In  diesem  Falle  ist  der  Punkt  ein  Einsiedler  oder  cori- 
jugirter  Punkt  (Fig.  17). 

2)  Wird  die  Gleichung  einer  Curve 

f{x,y)  =  0 
nach  y  aufgelöst,  so  wird 


ersten 
zweiten 


Art. 


y  =  ^a,x^^^K~ 

0  •         1  * 

Wird  2  bx  —  =  0  für  limx  =  oo,  so  ist 


^00  =  ]^  a^x'' 

0 
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die  Asymptote   der   Curve  y.     Um  die  Asymptote  zu  erhalten, 
kann  man  auch  verfahren  wie  folgt: 

Man  setze  y  =  «„a?"  und  bestimme  a»  aus 

/{x,a„Är~}  =  0     für  limx  =  oo, 
sodann 

und  bestimme  a»-!  aus 

/{x^UnX^  4"  <^n-i^~^)  =  0    für  limx  =  oo 
und  so  fort,  bis 

yoD  =  öniT«  4-  an-ix""-^  -\ •  cv 

Lässt  sich  die  Gleichung  der  Curve  auf  die  Form 

bringen,  so  dividire  durch  ar*  und   setze  y  =  aiX^limx  =  <x>^ 
es  wird 

für  tto  ergiebt  sich 

"^ " ""  ¥(^y 

sollte  aber  ^  («i)  =  0,  tp'  (aj)  =  0  sein,  so  bilde  man 

j  <<]P"(«i)  +  »0  t^'(ai)  +  X(a,)  =  0  etc. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 
y* 9 (ar)  +  yn-in^ix)  -|-  .  .  .  =  0, 

so  liefern  die  reellen  Wurzeln  von 

(p(x)  =  0 

die  zur  Ordinatenaxe  ||  Asymptoten. 

3)  Was  nun  die  gewöhnlichen  Formen  der  Curven  anbetrifft, 
so  liefert  die  folgende  Tafel  das  Nöthige.  Die  Spaltenzahlen  sind 
identisch  mit  den  Zahlen  der  Figurentafel.    Es  bedeutet 

-|-  positiv,        —  negativ. 
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n 


--^ 
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/     / 


x: 


y,v^f'^\  V 


Allgemeine  Curventheorie. 

1)  Man  nennt  die  höchste  Dimension,  in  welcher  die  Varia- 
bein x^y  in  der  Gleichung  in  Punktcoordinaten ,  die  Ordnung 
der  Curve;  in  welcher  die  Variabein  uv  in  Liniencoordinaten- 
gleichung  vorkommen,  die  Glasse  der  Gurve. 

2)  Eine  Gurve  n-ter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden  in  n 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten.  An  eine  Gurve 
**-ter  Classe  lassen  sich  von  einem  Punkte  w  Tangenten  (reelle 
oder  imaginäre)  ziehen. 
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3)   Eine  Curve  w-ter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  durch 

w  (n  +  3) 
1.2 

ihrer  Punkte  bestimmt  und  ihre  Classe  ist  im  Allgemeinen  gleich 

K=n{n  —  1). 

Sei  d  die  Zahl  der  Doppelpunkte,  r  jene  der  Rück- 
kehrpunkte, so  wird 

Ä'=  w(n  —  1)  —  2d  —  3r L 

3)  Die  Zahl  der  Wendepunkte  ist  im  Allgemeinen 

w  =  3n(n  —  2). 
Kommen  aber  Doppelpunkte  und  Rückkehrpurikte  vor,  so  wird 
u;  =  3w(w  —  2)  —  6d  —  8r IL 

4)  Ersetzt  man  nach  dem  Princip  der  Dualität 

Ordnung  (n),  Doppelpunkt  (d),  Rückkehrpunkt  (r) 
durch 

Classe  (Jf),  Doppeltangente  (t),  Wendetangente  (u?), 
so  ergeben  sich  folgende  Formeln: 

n  =  K{K— l)  —  2t  —  Sw in. 

r  =  3ir(Jr—  2)  —  6^  —  8m; IV. 

5)  Die  Zahl  der  Doppeltangenten  ist  im  Allgemeinen  für 
eine  Curve  n-ter  Ordnung  (d.  h.  für  eine  solche  ohne  Doppel- 
und  Rückkehrpunkte) 

t=  ^  n{n  —  2)(w«  —  9). 

Durch  das  Auftreten  der  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  wird 
diese  Formel  modificirt  wie  folgt: 

t  =  l.n(n  —  2)(n2  —  9)  —  [2cZ  +  3r]  [»(n  —  1)  —  6J 

+  2d(d  -  1)+  -|r(r  -  1)  +  6dr     .    .     .     .    V. 

Eine  Curve  w-ter  Classe  hat  im  Allgemeinen  n  {n  —  1) 
Asymptoten  oder  n(n  —  1)  unendlich  ferne  Punkte. 

Jede  Curve  n-ter  Classe  hat,  wenn  w  >>  2,  Spitzen.  Die- 
selben sind  also  keine  Singularität  für  diese  Curven.  Ihre  An- 
zahl beträgt  im  Allgemeinen  3w(w  —  2). 

6)  Zu  diesen  Charakteren  kommt  noch  das  Geschlecht 
der  Curve,  dasselbe  ist  definirt  durch: 


r 
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p  =  1  (n  -  1)  (w  —  2)  -  d  -  r 

Sodann  lassen  sich  die  Formeln  L  bis  IV.  übersichtlich 
schreiben  wie  folgt: 

2p  —  2=K-[-r  —  2n 

=  n-{-  w  —  2K 

=3  w(n  —  3)  —  2(d  +  y) 

=  KiK—  3)  -  2{i  +  w) 

7)  Sei  die  Gleichung  einer  Curve  n-ter  Ordnung  gegeben 
durch 

f{x^x^Xi)  =  aj  =  0. 

Man  setze 

iTx  =  «/x  +  A  £r^,    X  =  1,  2,  3, 
80  wird 

Lassen  wir  y  constant  und  g  variabel  sein,  so  wird 

eme Curve  r-ter  Ordnung,  die  sogenannte  (n  —  r)te  Polare  von 
y  in  Bezug  auf  die  Grundcurve. 

Die  n{n  —  1)  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  an 
eine  Curve  n-ter  Ordnung  gelegten  Tangenten  sind  zugleich 
Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf 
diesen  Punkt. 

Die  fc-te  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  t-te  Polare 
dieses  Punktes  nach  /  =  0  ist  zugleich  die  (i  -|-  Ä)-te  Polare 
dieses  Punktes-  nach  /  ='  0. 

Liegt  y  auf  der  fc-ten  Polare  von  jer,  so  liegt  e  auf  der 
(»  —  Ä;)-ten  Polare  von  y. 

Liegt  der  Pol  auf  der  Grundcurve,  so  gehen  alle  seine  Po- 
laren durch  ihn  hindurch  und  berühren  in  ihm  die  Grundcurve. 

Man  kann  demnach  von  einem  Punkte  der  Curve  nur  noch 

w  (n  —  1)  —  2 
Tangenten  an  dieselbe  legen. 

8)  Sei 

1  8/ 


fu  = 


n{n  —  1)  dxi  dx^' 
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ferner 

l"- 

f\  1      /l2      /l3 

/ii     fn    /as 

/si      /ii      /33 

80  wird  die  Curve  ^  =  0  die  Hesse' sehe  genannt 

Die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  der  Grundcurve  /  =  0 
sind  zugleich  Wendepunkte  der  letzteren. 

Die  Hesse' sehe  Curve  ist  gleichzeitig  der  Ort  der  Punkte, 
deren  (n  —  2)-te  Polare  einen  Doppelpunkt  hat  und  der  Ort 
der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren. 

Die  Hesse 'sehe  Curve  hat  in  einem  Doppelpunkte  der 
Grundcurve  ebenfalls  einen  Doppelpunkt,  und  zwar  sind  die  Tan- 
genten dieser  Curve  im  Doppelpunkte  dieselben. 

In  einem  Rückkehrpunkte  der  Grundcurve  hat  die  Hesse'- 
sche  Curve  einen  dreifachen  Punkt,  und  zwar  berühren  zwei 
Zweige  desselben  die  Rückkehrtangente,  während  der  dritte  von 
diesen  getrennt  verläuft. 

Die  Singularitäten  einer  Hesse' sehen  Curve,  einer  Gurre 
n-ter  Ordnung  (durch  gestrichene  Buchstaben  zu  bezeichnen)  sind: 

n'  =  3fn  —  2) 

d'  =  0 

r'  =  0 

fc'  ==  3  (w  —  2)  (3  n  —  7) 

iv'  =  9(n  —  2)(3n  —  8) 

r  r^  ^  (n  —  l)fn  —  2)fn  -  3)(3n  —  8) 

y  =  y  (3n-7)(3n-.8) 

9)  Die  linearen  Polaren  der  Punkte  der  Hesse' sehen  Cune 
umhüllen  die  sogenannte  Stein  er' sehe  Curve.  Die  Singulari- 
täten der  Stein  er' sehen  Curve  sind: 

n"  =  3  (w  —  2)2 

d"  =  i  («  —  2)Cn  —  3)(3w5  —  9n  -~  5) 

r"  =  12(w  —  2)(«  —  3) 
h"  =  3  (n  —  1)  (n  —  2) 
tr"  =rr  3(w  —  2)(4w  —  9) 
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r  =  ~  (n  —  2)(n  —  3)(3n2  —  3w  —  8) 
2)"  =  1(3)1  —  7)(Hn  —  8). 


Gartesische  Coordinaten. 

1)  Die  GleichuDg  einer  ebenen  Curve  lautet: 

y  =  /  W    o^^er    F(x,  y)  —  0, 
ihre    Differentiation  giebt 

2)  Gleichung  der  Tangente: 

Gleichung  fler  Normale: 

«  -  a:)  da:  =  (,  -  y)dy,   i^"  =  1^. 

Seien  r^,  ty,  v«,  Vy  die  Winkel,  welche  die  Tangente  resp.  die 

Normale  mit  den  positiven  Richtungen  der  x-  resp.  y-Axe  bildet, 

so  ^rd: 

dx  dx  F^ 


cos  %x  =  cos  Vy  = 


Ydx^-^dy^        ds        ]/F^  J^  jj 


dy  Fl 

COSty  =  —  cosv«  =  -^  =  —     . 

Die  Länge  des  Perpendikels  vom  Ursprung  auf  die  Tangente 
pt  und  jenes  auf  die  Normale  pn  ist  gegeben  durch: 

_  y  ~  x/  _Fia:4-F3y 
^'       Vi  +  ?/'»        V-Fi'  +  E] 

Für  eine  homogene  Function  findet  man 

_        nF 
^''  ~  VFf  +  Fl 
Für  die  Länge  der  Tangente  findet  man 

T—  ^  Vi  -I-  1/9  —  y  —  —  JL  V'fTZTjS" 
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für  jene  der  Subtangente 

"  dy  "  Ii 


für  jene  der  Normale 
für  jene  der  Subnormale 


*    5 


ds 
dx 


1 


=  4  VF»  +  Fl 


_.../_.,  ^y 


F, 


SN=yy'  =  y^  =  -^y. 

Es  ist 

ST.SN=y^. 

3)  Zwei  auf  einander  folgende  Tangenten  bilden  den  Con- 
tingenzwinkel 

dz  =  (—\  d  (^  =  ^'yd^  —  ^'^^y 

\dsj       \dsj  ds« 

4)  Ein  Kreis,  der  drei  benachbarte  Punkte  mit  der  Curre 
gemein  hat,  wird  ein  Krümmungskreis  genannt.  Man  hat,  wenn 
Q  sein  Radius  und  0  der  Coordinatenwinkel  ist, 

Qdr  =  ds 

ds^  ds 


Q  sin  0 


dxd^y  —  dy  d^x 

_  ds2 

~~  l/(d2  xy  +  {dujy^  —  {d'^sy 

=  L{F,'^F,'-2F,F,cosß\. 


V(^  ^y + {"  w 


Dabei  ist 

0  Fl  F, 

J=    F,  Fn  tu 

F2  Fl  2  F22 


=  Fn  Fi  +  F22  F?  -  2FuF,F,. 


wobei 

Fii(Za;2-f  2Fudxdy  -f  F^^dy^  =  0 

ist.    Für  rechtwinklige  Coordinaten  wird  speciell 

Q  = 


d^ 
dx^ 


d'y 

dx'^ 


r 
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und  seine  Coordinaten  |  und  r^ 

dy 

dy  f^^\^    d^ 


t  —  ^       .«2/       ^       (ds\ 
*  ^  ds  \dxj 


d^y 


dx^ 
,        dx  ,    fdsy     1 

da:« 
für  schiefwinklige  Coordinaten  hat  man: 

dy  -{■■  cosQ  dx 


i  =  X—  Q 


n  =  y  +  Q 


sinO.ds 
dx  4-  cosd  dy 


sin  O.ds 

5)   Das  BogendüFerential  ergiebt  sich  aus 
ds^  =  dx^  +  dy^  -\-  2cosedxdy 
F?^F,'^2F,F,cose  ^^/^  F^^FI--^  2F,F,eose 


Fi  J? 

daraas  für  ö  =  90^ 

ds^  =  dx^  +  dy\ 


dy^ 


Polarcoordinaten. 
1)  Die  Gleichung  der  Curve  sei 

so  wird 

dx  =  dg  cos^  —  q sin (p  d(p 

dy  =  dQ  sin (p  -\-  QCOSfpdq) 

Sei  r  der  Winkel,  den  die  Tangente  zum  Punkte  p,  9  mit 
der  Polaraxe  einschliesst,  so  wird 

Die  Polargleichung  der  Tangente  im  Punkte  pi,  (pi  ist 

\   dg        Qi cos {(pi  —  9?)  —  p 
Q  d<p  Qisin(<pi  —  9?) 

Sei  1/  der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  Polaraxe  ein- 
schliesst,  so  wird 

tgn(v  _  ,p)  =  _  A  || 

Laska,  roathem.  FonnelntammluDg.  3| 


482  Die  Curventheorie. 

und 

1    dg  pi cos (q>i  —  q>)  —  p 

Q  dq)  Qi  sin  {fpi  —  q>) 

die  Gleichung  der  Normale.  Seien  T,  N^  ST^  SN  die  Längen 
der  Polar- Tangente,  Polar -Normale,  Polar -Subtangente,  Polar- 
Subnormale,  so  wird,  wenn  r  der  Winkel  zwischen  dem  LeitstraU 
und  der  Tangente  ist, 


"^   ^        '    \  dp  /         cost        ^  dp 

^  ^     '    \d(p/         stnr        dq> 
8T=  Q^p^  =  Qtgnt 

SN  =  -r^  =  p  cotg  r, 

d<p        ^      ^ 

Für  die  Entfernung  des  Poles  von  der  Tangente  und  Nor- 
male findet  man: 

dg^ 
p2  ^  dw 


V.'+(|f)'      v^^^W 


Der  Krümmungsradius  ist  gegeben  durch 

ds 


R  = 


d*p        dq>  -^  du'* 


wobei 


ds  =  V(dp)a  +  Q^(d<py 

odw  dg      ^  gdq> 

Sinti  =      ,      ,     cosu  =  -j^      tgnu  =  ^,  ^, 
ds  ds       ^  dp 

dabei  ist  u  derjenige  Winkel,  den  die  Tangente  der  Curve  mit 
dem  Radiusvector  p  bildet.  Er  liegt  mit  der  Polaraxe  auf  der- 
selben Seite  von  p. 

Seien  y  und  ö  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes. 
Man  setze 


r 


Die  Curventheorie.  483 


80  wird 
ferner 


,      -  \äq>J    ^  '^     dtp 

tgny  =  tgn(q)  +  »), 


Hat  die  Gurve  eine  Asymptote,  so  muss 

lim  p2  -j^  =  A  für  lim  o  =  oo . 
Rechtwinklige  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 


QCOSfp   — 


♦•+K^y-.|^ 


Sei  0  der  Winkel  zwischen  Radiusvector  und  Tangente,  ^ 
jener  zwischen  Radiusvector  und  Normale,  so  wird 

dq>  Q 

Man  hat  femer 

Q  ,    .    dsinif 


Quadratur  ebener  C^urven. 
1)  Die  Fläche  zwischen  zwei  Abscissen  Xi  und  Xi  ist: 

Fl  =  sind  I  ydx,    Ö  ist  der  Coordinatenwinkel. 

31* 
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Die  Fläche  zwischen   zweien  vom   Ursprung  an  die  Punkte 
(^i^i)  und  (x^ffi)  gezogenen  Leitstrahlen  ist  gegeben  durch 

Fi  =  -^  j\xdy  —  ydar]  +  C. 

Ersetzt  man  die   rechtwinkligen   Coordinaten   durch   Polar- 
coordinaten,  also 

X  =z  rcostp^    y  =  rsin  9, 
so  wird 


F,  =  ^fr^dq>  +  a 


2)  Der  Flächeninhalt  V  des  Vierecks  zwischen  den  beiden 
Krümmungsradien,  dem  Evoluten-  und  Evolventen-Bogen,  ist  ge- 
geben durch 

^ ^ — - —  dx  -f-  Const. 


wenn  y  =  f{x)  die  Gleichung  der  Evolvente  ist 
3)  Es  sei 

so  wird  der  Flächeninhalt  zwischen  der  :z;-Axe  und  den  Ordi- 
naten  yo  •  •  •  ^x*  wenn  die  DiflFerenz  Xn  —  Xq  =  h  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  wird: 

Fi  =  ^hsine.(yo  +  yi) 

F,  =  -  hsine,(yo  +  4yi  +  y,) 

Fi  =z  ^hsinO. (yo  +  3yi  +  Syt-j-yi) 

Fa  =  ^  hsin6.(7yo  +  32 y^  +  12 y,  +  32  y,  +  7y,) 
Allgemein 

n 

Fx  —   n A  ^  A^y»]  sin Ö. 


r 
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Dabei  ist 


1 

0 


=/ 


Y  nx(nx  —  l),.,(nx  —  n) 

^  nx  —  p 


Allgemein  ist 

Ap  =  An-p-    (Methode  von  Gotes.) 
Man  hat  auch  nach  Simpson 
Fk  1  2 


smO        3  ^^"    I    i^''/    I     5 


4 

+  "3*(yi  +  y»  H —  yx-i)- 


Yergl.  Integralrechnung,  §.  97. 


Rectification  ebener  Curven. 
1)   Die  Bogenlänge  s  ist  gegeben  durch 


S  = 


oder 


^f^y  V ^  +  (^)''    wenn  x  =f{y) 


Vo 


oder 


=/^'V(^)"+(^)', 


wenn 


X  ^r^  ff  (t) 

y  =  *  (t) 


In  Polarcoordinaten,  wenn  q  als  Function  von  q)  gegeben  ist 


und  wenn  9)  als  Function  von  q  gegeben  ist: 


s 
9 
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2)  Der  zwischen  zwei  Punkten  einer  Evolute  gelegene  Bogen 
ist  gleich  der  Differenz  zwischen  den  entsprechenden  Erüimnungs- 
radien  der  Evolvente. 

3)  Sei  w  die  Sehne  und  z/s  die  Länge  des  Bogens,  welchen 
sie  unterspannt,  so  wird 

24:  Q^  48     ds 


,  JL  J 1 4    vpy  _  1    \q) 

/    720  ISp*        p»ra  ds»  ^      ds« 


ziS5  + 


Dabei  ist  ^  der  Krümmungsradius. 
Somoff,  Theoretische  Mechanik,  p.  G9. 

4)  Man  hat  näherungsweise 

Q  und  9'  sind  die  Krümmungsradien  am  Anfang  und  Ende  des 
Bogens. 

Serret,  Cours  de  calcul  diflF.  et  int.     1868,  Tom.  L,  p.  396. 

5)  Die  Länge  eines  Bogens  einer  Curve  ist  annähernd  gleich 

—  seiner  Sehne  vermindert  um  den  sechsten  Theil  der  Summe 
o 

der  Projectionen  der  Sehne  auf  die  in  den  Endpunkten  des  Bogens 

an  denselben  gelegten  Tangenten. 

6)  Sei  A  die  Sehne  des  ganzen,  B  jene  des  halben  Kreis- 
bogens, so  ist  genähert  der  Bogen 

^8^  -  ^ 
—  3 

Huyghens:    De  circuli  magnitudine  inventa. 

7)  Mit  der  Aufgabe,  rectificable  Curven  zu  finden,  hat  sich 
zunächst  Euler  (Com.  Acad.  Petr.  V  und  VI,  1730),  sodann 
Monge  (Mem.  de  Tacad.  1784),  beschäftigt. 

Lösung  von  Euler. 
Es  ist 

y  =  fdp  =  y,-fx^ 1) 


=  /..=/..V,  +  (g)' 
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=«v.+®*- 


X 


dyd^i 
dx  d  x^ 


V'  +  0 


2) 


Setzt  man 


_  r^^ 


c  ^ 

=  7^5 


x^ 


X 


Q  = 


dy    d*y 
dx    dx^ 


80  wird 


dj 
dx 


dQ 


3) 


4) 


VdP^  -  dQ^ 

Seien  P  und  ^  zwei  beliebige  Functionen  einer  Variablen  ^, 

d  \i 
80  bestimmt  man  durch  4)  -r^,  daraus  nach  2)   die   Länge   des 

Qi  X 

Bogens,  und  aus  1)  und  8)  durch  Elimination  von  t  die  Gleichung 
der  Curve. 

Lösung  Yon  Monge. 

Aus  

ds-=z]/dx^  -\-  dy^ 
folgt  wegen 

1  =  COS^  CO  +  5^***  ^ 
ds^  =  [coSGi  dx  —  sind)  dy\^  -\-  {sincn  dx  -\-  cosady]^. 

Wird  nun 

sin(odx -j- cosG)  dy  =  0 •     1) 

so  folgt: 

ds  =  cosa)dx  —  sincody 2) 

Durch  Integration  von  1)  und  2)  folgt: 

X  sin  ö  -f-  y  cos  ö  =  t/;  (o) 3) 

s  =  xcosco  —  y$incD-\-<p  (cd)     ....     4) 
wobei  if  und  q>  noch  zu  bestimmende  Functionen  sind. 

Um  diese  zu  bestimmen,  differentiren  wir  die  letzten  Glei- 
chungen und  vergleichen  das  Resultat  mit  1)  und  2),  sodann  folgt  • 

xcosco  —  ysinco  =  if'((o) 

xstnoD  -f-  ycosG)  =  q>' ((o) 


5) 
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oder  wegen  der  früheren  Beziehungen 

^  (ö)  =  9'  (g>) 
also 

*'(©)  =  <(«). 

Sodann  liefern  die  Gleichungen  5) 

.    X  =  ip'  (fij)  sin  CO  -(-  tp"  (co)  cos  oj L 

y  =  (f'  (o)  cos  €3  —  9"  (cö)  sin  0 n. 

und  damit  aus  4) 

8  =  9(0)-+-  <(«) m. 

Man  hat 

Also  wenn  H  den  Krümmungsradius  bezeichnet,  wegen 

dx 
auch  wegen  HI. 

J?  =  9'(gj)  + 9)'"(c) IV. 

wodurch  zugleich  12  bestimmt  ist.  Wählt  man  9(0})  beliebig,  so 
liefert  die  Elimination  von  o  aus  I.  und  II.  eine  Curve 

/(^y)  =  0, 
deren  Bogenlänge  durch  IIL  dargestellt  ist. 

Parallele  Curven. 

Sei 

F{xij)  =  0 

die  Gleichung  einer  Curve, 

Fidx  -{-  F^dy  =  0, 

ferner 

(I  —  x)dx  +  (1?  —  y)dy  =  0 

(I  —  xy  +  (1?  ~  y)«  =  c». 

Eliminirt  man  x^  y^  ^^  so  ergiebt  sich 

tt  X 

/(!'?)  =  0 

als  Gleichung  der  Parallelcurve.  Sie  ist  der  geometrische  Ort 
derjenigen  Punkte  der  Normalen  der  gegebenen  Curve,  welche 
von  der  Curve  gleichen  Abstand  c  haben. 
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Parallelcurven  haben  dieselbe  Evolute,  demnach  ist  die  Diffe- 
renz der  Krümmungstadien  der  entsprechenden  Punkte  gleich 
der  Entfernung  c  =  U'  —  JB. 

Die  Differenz  der  Bogen  zweier  Parallelcurven  zwischen  den- 
selben Normalen  ist  gleich  einem  Kreisbogen,  dessen  Radius  c 
und  dessen  Gentriwinkel  der  von  jenen  Normalen  eingeschlossene 
Winkel  it^  ist.    s'  —  s  =  +  c(t^'  —  ^). 

Der  Flächeninhalt  zwischen  den  Bogen  zweier  Parallelcurven 
und  zweier  Normalen  ist 

F=^  c^it'  -  ^)  ±  CS  =  ±  I  cCs  +  O- 

Trajectorien. 

Geschichte:    Johann  Bernoulli  war  der  erste,  der  sich 
.  mit   (orthogonalen)  Trajectorien  beschäftigte  (Acta  Erudit.  1697, 
p.  211  und  1698,  p.  472). 

Entstehung:  Ein  System  von  Curven  ist  gegeben,  dar- 
gestellt durch  eine  Gleichung,  in  welcher  ein  variabler  Para- 
meter enthalten  ist;  es  sollen  die  Curven  bestimmt  werden,  welche 
die  gegebenen  unter  einem  bestimmten  Winkel  schneiden. 

Ist  dieser  Winkel  ein  rechter,  so  nennt  man  die  Curven 
orthogonale  Trajectorien. 

Sei 

F(x,j/,a)  =  0 1) 

die  Gleichung  der  Curvenschaar,  aus  ihr  findet  man       ^ 

^  =  g>(:r,  y,a). 

Sei  ferner  die  Tangente  des  Schnittwinkels  £  gleich  n  und 
I,  iy  die  Coordinaten  der  Trajectorie,  so  wird 

^^^^v  —  y(^>yi«)<?g 2) 

dl  +  <p(x,y,  a)dri 
die  Differentialgleichung  derselben.  Aus  1)  und  2)  eliminire  man  a, 
setze  sodann  a;  =  |,  y  =  17  und  integrire  die  so   entstandene 
Gleichung. 

Ist  B  =  90,  also  n  =  00,  so  wird 

die  Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien. 
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Die  Elimination  des  Parameters  a  kann  manchmal  Schwierig- 
keiten verursachen.  Ueber  reciproke  Trajectorien  siehe  Klügel, 
mathem.  Wörterbuch  V.,  S.  113. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben,  also 

F(>-,  9i«)  =  0 1) 

so  sei  tgn  a  =  n  und  es  ergiebt  sich : 

/    dF         dF\  dr          /dF  .         dF\       ^  ^. 

\    dtp           dr/d(p           \8  9              dr/  ^ 


71 


Im  speciellen  Falle  6  ==  -^, 


?Z  .  ^  _  r«  —  =  0 
C<p    d<p  dr 


2!) 


Daraus  die  Gleichung   der  verlangten  Curve    durch  Elimi- 
nation des  Parameters  a. 


Einhüllende  Gurven. 

1)  Man  eliminire  den  veränderlichen  Parameter  p  aus 

2)  Die  Gleichung  enthalte  zwei  Parameter,  die  jedoch  einer 
Bedingungsgleichung  Genüge  leisten 

/(a:,y,J?i,l?i)  =  0 


Bildet  man  noch 


df       df 


dpi      dpi 
dq)       d(p 


0, 


dpi      dp^ 

so  lässt  sich  pi^  pi  aus  diesen  drei  Gleichungen  eliminiren.    Eben- 
so, wenn 

/(^,  y,  Pl,  Pi^'  "  Pn)  =  0 

^m(Pu  .  .  .  i>»)  =  0,    X  =  1,  ...  (n  —  1) 
gegeben  ist.    Man  bilde 

'V  4-  ^yi    ^y«  dq>n-i  _.  Q 

-^-   dpi    dpi     "  dpn^i 

und  eliminire  aus  allen  diesen  Gleichungen  die  Grössen  jpi,  . . .  Pn- 
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Fusspunktcurven. 

Lässt  man  von  einem  festen  Punkte  (^,  h)  Senkrechte  auf 
die  Tangenten  einer  gegebenen  Curve  JP(a:,y)  =  0,  so  bilden  die 
Fusspunkte  (u.  v)  die  Fusspunktcurve. 

Es  wird 

V  —  h  =  -^  -j-  (u  —  g). 
Dazu  kommt  noch 

dF       dydF^^ 
dx~^  dx  dy 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  muss  a:,  y,  -r^  eliminirt  werden. 


Evoluten. 

Geschichte.    Die  Evoluten  wurden  zuerst  von  Huyghens 
(Horologium  oscillatorium)  synthetisch  behandelt  (1673). 

Eine  Evolute  ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmungsmittel- 
pankte. 

Sei 

dx       ^'    dx^       ^ 
und  £,  17  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes,  so  wird 

^  —  y-i — -Ti — 

Eliminirt  man  aus  diesen  und  der  gegebenen  Gleichung 

F{x,y)  =  0 

die  Grössen  x  und  y,  so  bleibt  die  Gleichung  der  Evolute  übrig. 

Die  Tangente  der  Evolute  ist  zugleich  die  Normale  der 
Evolvente  oder  der  Grundcurve. 

Die  Länge  des  Evolutenbogens  ist  gleich  der  Differenz  der 
beiden  ihn  begrenzenden  Krümmungsradien  der  Evolvente.    Die 
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Punkte  der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  der  Evolvente  ent- 
sprechen im  Allgemeinen  den  Rückkehrpunkten  (auch  ao  fernen 
Punkten  [ausnahmsweise])  der  Evolute.  Die  Normale  in  einem 
Wendepunkte  der  Evolvente  ist  im  Allgemeinen  eine  Asymptote 
der  Evolute. 

Evolventen. 

Bewegt  sich  die  Tangente  ohne  zu  gleiten  auf  einer  Curve, 
so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  derselben  eine  Evolvente.  Eine 
Curve  hat  demnach  unendlich  viele  Evolventen^  die  einander  paral- 
lel laufen. 

Seien  x^  y  die  Coordinaten  der  Curve,.  ^,  rj  jene  der  Evolute, 
so  wird: 

'j  -  y = di  (^  -  ^> 

(,_,,^  +  ._|  =  0    oder    g§|  +  l  =  0 

dx    '    dxdy 
Aus  diesen  vier  Gleichungen  muss  x^  y,  -r^  eliminirt  werden. 

Cv  X 

Jede  Evolvente  ist  eine  Roulette.  Die  rollende  Curve  ist  eine 
Gerade,  in  welcher  der  erzeugende  Punkt  liegt. 

Den  Wendepunkten  der  Evolute  entsprechen  im  Allgemeinen 
Rückkehrpunkte  der  Evolvente, 

Tractorien. 

Geschichte:  Huyghens  war  der  erste,  der  diese  Cur- 
ven  betrachtete  (Acta  Erud.  1693,  p.  476). 

Tractorie  oder  Zugcurve  heisst  jede  Curve,  bei  welcher 
der  zwischen  dem  Berührungspunkte  und  irgend  einer  anderen 
gegebenen  Curve,  welche  Directrix  genannt  vrird,  liegende 
Theil  der  Tangente  eine  constante  Länge  hat. 

Sei 

F(^,3/)  =  0 1) 

die  Gleichung  der  Directrix  und  J,  iy  die  Coordinaten  der  Trac- 
torie, so  vrfrd 
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i/ -<?-§]  (^-5) 2) 

und   ^wenn  T  eine  Constante  bezeichnet, 

T2  =  {x^iy-\-(y-fiy 3) 

Wird  aus  den  Gleichungen  1),  2),  S)  x  und  y  eliminirt,  so 
ergebt  sich  die  Di£ferentialgleichung  der  Tractorie.     Man  findet 


^  =  1  + 


y  = ';  + 


Tdfi 


diese  Grössen  hat  man  also  in  1)  einzusetzen,  um  die  verlangte 
Gleichung  zu  erhalten. 

Rollcurven  oder  Trochoidalcurven. 

Geschichte:  Die  erste  Abhandlung  über  diese  Curven  hat 
De  la  Hire  geliefert.    Paris,  Mem.  1706.      i 

Rollt  eine  Curve  Y  ==/(X),  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  Curve 
1/ ==  F(pE;)  als  Basis,  so  beschreibt  ein  mit  ihr  fest  verbundener 
Punkt  eine  Trochoide  t^  =  ^(l). 

Seien  (c,  d)  die  Goordinaten  des  Berührungspunktes  im  An- 
fange der  Bewegung,  so  wird: 

c  c 

Seien  (a,  b)  die  Anfangscoordinaten  des  Punktes,  welcher  die 
Trochoide  beschreibt,  so  wird: 

(X  -  ay  +  {Y-hy  =  (I  - xy  +  (i?  -  vY 

Aus  1)  folgt 
macht  man  a;  =  X,  so  wird 

und  damit 

{*(X)}»  _  (s  _  X)»  4-  (»J  -  z[X])»  =  0. 

daraus  durch  Differentiation 

I  -  X  +  {1,  -  x{X)\ x'(X)  +  t(X)i,'(X)  =  0. 
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Eliminirt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  X,  so 
ergiebt  sich  eine  Beziehung  zwischen  |  und  17,  welche  eben  die 
Gleichung  der  gesuchten  Trochoide  ist 

Oft  ist  es  bequemer  zu  verfahren  wie  folgt: 

Sei 

r=f{^) 2) 

die  Gleichung  der  rollenden  Curve 

y  =  F(x) 3) 

die  der  Basiscurve,  sodann  ergiebt  sich 

(I  -  xy  +  (1  - «/)» =  »■' 
I  -  «  +  (,  -  j,)  ^  =  0. 

Setzt  man  in  diese  drei  Gleichungen  die  Werthe  für 

dy        dr 
^'  dx'  ^'  d^' 

wie  sie  aus  2)  und  3)  folgen,  so  erhält  man  drei  neue  Gleichan- 
gen.  Aus  diesen  eliminire  man  x  und  9  und  integrire  die  so 
entstandene  Gleichung.  Die  Gonstante  ist  durch  die  Anfangs- 
lage bestimmt. 

Die  Normale  in  einem  Punkte  einer  Roulette  geht  durch  den 
entsprechenden  Berührungspunkt  der  beiden  gegebenen  Curven. 

Kegelschnitte. 

1)   Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  sei: 

/  =  au  ic*  +  2  012  icj/  +  «22  y'  +  2  ai8  iCjer  4-  2  Oj,  y  j?  +  033  e^  =  0. 
Sei  femer 

au    ai2     a^g 

—  ^  =    ai2    a^i     (hz       Hesse 'sehe  Determinante 

^13       0^23        »33 

=  «11  (oIb «22  «32)  +  0^12  (a,2  «33  —  «^13  «23)  +  «13  (^1  »22  —  «32  <^\i) 

^n   =  «Is— «22Ö3S»    -^22  =  «81 «33  Ö^IH   -^88  =  «12  —   «11  «22 

-^12  =  «12  «83  — «13  «28?  -^28  =  «28  «11  —  «21  «8I1  ^18  =  «81  «22 <h%^ii' 

Sei  ö  der  Coordinatenwinkel  und  es  werde 

2Osin^0  =  Uli  +  «22  —  2«iacos0 
gesetzt. 
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2)  Clasaiiication  der  Kegelschnitte: 

I.      .  "^  <  0    Elliptische  KegelschBitte. 

an  ^  oder  «22  -^  >  0     1)  reelle  Ellipse 

<C  0     2)  imaginäre  Ellipse 
=  0     3)  Punkt 

IL   ^33  =  0    Paraholische  Kegelschnitte 
^^  ^  0    Parabel 

1-^22  >  0    4)  zwei  parallele  reelle  Gerade 
=  0    5)  zwei  zusammenfallende  Gerade 
<C  0    6)  zwei  parallele  imaginäre  Gerade. 

III.    -T-^  >  0    Hyperbolische  Kegelschnitte 

z/  ^  0    7)  Hyperbel 

z/  =  0    8)  zwei  sich  schneidende  reelle  Gerade. 

Specielle  Formen: 

an  =  0^2,    »12  =  ö^ii  cös  ö,    Kreis 
0  =  0,    gleichseitige  Hyperbel 

Der  Winkel  9  zwischen  den  beiden  Geraden  in  8)  ist  ge- 
geben durch 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  für  1)  und  7) 

^83  -^83 

3)  Die  allgemeine  Gleichung  des  Kegelschnittes  sei: 
Ax^-\-1Bxy-\-  Cy^  +  2Dx -^  2Ey -\-  F  =  0, 

so  ergiebt  sich  Folgendes: 
a)  Ist  F  =  0,  so  geht  die  Curve  durch  den  Coordinatenanfang, 
ß)  D*  —  ÄFz=zO,  so  berührt  die  Curve  die  X-Axe, 
£2—  CF=0,  „        „         „        ^       ^     r-Axe. 

4)  Seien  {XMyx)^  x  =  1,  2,  3,  4,  5  diejenigen  fünf  Punkte, 
durch  welche  eine  Curve  zweiten  Grades  gegeben  ist,  so  ist  die 
letztere  selbst  gegeben  durch 
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X* 

xi 

Xi 

^i 

x! 

^i 

xy 

a^ij/i 

XiPi 

x^y» 

a;*y4 

XiVi 

y' 

y\ 

vi 

yi 

y! 

yi 

X 

Xi 

X2 

«» 

Xt 

üh, 

y 

yi 

y* 

y» 

y* 

Vi 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

5)  Die  Gerade 

=  0 


y  =  Mx  -f-  n 
hat  mit  dem  Kegelschnitt  zwei  Punkte  gemein.    Sei 
^  =  {jBn-i-  ny^  EM{EM^  2Bn)  +  2DM{E+  Cn) 
-  Än(Cn  J^2E)  —  F(A  +  2BM+  CUP), 
so  werden  diese 

reell,  wenn  -^  >  0, 
fallen  zusammen,  wenn  ^  =  0, 
sind  imaginär,  wenn  z/  <;  0. 
6)   Sei  gegeben 
Ax^-{-  2Bxy  -^  Cy^  -{-  2Dx -^  2Ey -^  F  =  0, 
so  lautet  die  Gleichung  dieser  Curve  in  Liniencoordinaten: 


+  2 


CE 
EF 

«»  +  2 

DF 
BE 

UV  + 

AD 
DF 

BD 

CE 

M    +2 

BE 
AD 

«  + 

AB 
BC 

V' 


=  0. 


s 

D 

C 

E 

E 

F 

7)  Sei  gegeben 

Au^  +  2Buv  4-  Cv*  +  2Dm^  2Ev  -f-  F=  0. 

Sei  femer 

A 

z/=    B 

D 

so  stellt  die  gegebene  Gleichung 

«)  eine  Ellipse  dar,  wenn  JF',  ^  >  0 

ß)  eine  Parabel,  wenn  Fi  =  0,    ^  ^  0 

y)  eine  Hyperbel,  wenn  Fi  ^  ■<  0. 

Wird  z/  =  0  wnd 

^    B 

B     C 


<0, 
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SO  stellt  die  Gleichung  zwei  Punkte  dar.    Ist 


AB 
BC 


=  0, 


AB 
DE 


=  0, 


AB 
BF 


=  0, 


so  entspricht  die  Gleichung  einem  einzigen  Punkt. 


Allgemeine  Sätze  über  Kegelschnitte. 

» 

1)  In  jedem  Sechseck,  welches  einem  Kegelschnitt  umschrie- 
ben ist,  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  gegenüber- 
Hegender  Ecken  in  einem  Punkte.    (Satz  von  Brianchon.) 

(Joum.  de  l'ecoL  polyt  1806,  Cah.  13.) 

2)  In 'jedem  Sechseck,  welches  einem  Kegelschnitt  einge- 
schrieben ist,  liegen  die  drei  Schnittpunkte  gegenüberliegender 
Seiten  auf  einer  Geraden.    (Satz  von  Pascal.) 

(Essai  pour  les  coniques,  1630.) 

S)  Tangente  und  Normale  für  irgend  einen  Punkt  eines 
Kegelschnittes  halbiren  die  Winkel,  welche  von  den  beiden  Leit- 
strahlen gebildet  werden. 

4)  Durchmesser,  von  denen  jeder  die  Sehnen  halbirt,  die  mit 
dem  anderen  parallel  laufen,  werden  conjugirte  Durchmesser 
genannt 

5)  Die  Diagonalen  eines  einem  Kegelschnitte  umschriebe- 
nen Parallelogramms  bilden  zwei  conjugirte  Durchmesser. 

6)  Die  Seiten  eines  jeden  einem  Kegelschnitte  eingeschriebe- 
nen Parallelogramms  sind  parallel  zu  zwei  conjugirten  Durchmes- 
sern. Die  Diagonalen  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  der  Gurve, 
oder  anders  ausgedrückt:  zwei  Sehnen,  welche  irgend  einen  Punkt 
des  Kegelschnittes  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  ver- 
binden, sind  parallel  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  dieses 
Kegelschnittes. 

7)  Die  Berührungspunkte  des  umschriebenen  Parallelogramms 
büden  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  mit  den  Diago- 
nalen des  ersten  parallel  sind. 

8)  Die  Tangenten  in  den  Eckpunkten  eines  eingeschriebenen 
Parallelogramms  bilden  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Diago- 
nalen den  Seiten  des  ersten  parallel  sind. 
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Pole  und  Polaren  der  Kegelschnitte. 

1)  Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  sei 

f{xyz)  =  0. 
Setzt  man 

x  =  Xq  -\-  Xxi,    y  =  y^-\^  Xy^,     0  =  ^o  +  ^^1 
und  entwickelt  nach  A,  so  wird 

/oo  +  2  A/01  +  A2/„  =  0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  liefern  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitte.    Es  wird,  wegen  der  Homogeni- 
tät der  Function: 

2/00  =  2/(a;oyo^o)  =  a;o/'(iCo)  +  yo/'(yo)  +  ^0/(^0) 
2/11  =  2f(x,y,z,)  =  x,f{x,)  -f  y,f(y,)  +  ßj'(s!,) 

dabei  ist 

etc. 

2)  Zwei  Punkte  werden  harmonische  Pole  des  Kegel- 
schnittes genannt,  wenn  ihre  Verbindungslinie  den  Kegelschnitt 
in 'zwei  Punkten  schneidet,  die  harmonisch  sind  zu  den  beiden 
Punkten.  Die  Bedingung  für  ein  harmonisches  Polenpaar  0  und 
1  ist 

^/'(^o)  +  yf(yo)  +  ^fM  =  0, 

dabei  sind  xys!  die  Goordinaten  von  1.  Ist  der  Punkt  0  gegeben, 
so  müssen  die  Goordinaten  von  1  dieser  Gleichung  genügen,  sie 
stellt  eine  Gerade  dar,  auf  welcher  der  Punkt  1  beliebig  an- 
genommen werden  kann.  Diese  führt  den  Namen  Polare  des 
Punktes  0.    Es  gelten  nun  folgende  Sätze. 

1)  Die  Polaren  aller  Punkte  auf  einer  geraden  Linie  schnei- 
den sich  in  dem  Pole  der  geraden  Linie. 

2)  Wenn  eine  gerade  Linie  sich  um  einen  Punkt  in  ihr 
dreht,  so  beschreibt  der  Pol  die  Polare  des  Drehpunktes. 

3)  Wenn  der  Pol  auf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegt,  so  wird 
seine  Polare  Tangentö  des  Kegelschnittes  für  den  Pol 
selbst  und  der  Pol  der  Tangente  ist  ihr  Berührungspunkt 
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4)  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes. 

5)  Je  zwei  Linien,  welche  durch  den  Brennpunkt  gehen  und 
auf  einander  senkrecht  stehen,  sind  conjugirte  Polaren 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 

6)  Die  Directrices  eines  Kegelschnittes  sind  die  Polaren 
seiner  reellen  Brennpunkte. 


Ellipse. 
1)  Mittelpunktsgleichung 

a2  "t-  j2  —  A- 

Gleichung  in  Polarcoordinaten 

6«  a«63 


r»  = 


s  wird  die  numerische,  as  die  lineare  Excentricität  ge- 
nannt.   Es  ist 

J2  =  a»(l  —  6^)  =  ap 


/a^  —  62 


p  =  a(l  —  6>). 

Abstand  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte  =  aa\  von  einem 
der  Scheitel  a(l  ±  «)• 

Die  Directrix  ist  die  Polare  des  ihr  zunächst  liegenden  Brenn- 
punktes; ihre  Gleichung  ist  a;  = ,  ihr  Abstand  vom  Scheitel 

c 

an oder a. 

2)  Scheitelgleichung 

y«  =  2px x^. 

3)  Polargleichung  (Pol  =  Brennpunkt) 

1  -\-  E  COS(p 

Für  die  Leitstrahlen  von  den  beiden  Brennpunkten  findet  man : 

Ti  =  a  -\-  sx^    Tfi  =  a  —  sx^ 

32* 
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also 

ri  -f-  ^2  =  2  a. 

4)  Conjugirte  Durchmesser  als   Axen.     Seien  a  and  ß 
die  Winkel  der  conjugirten  Durchmesser  mit  der  a;-Axe,  so  wird: 

tgnatgnß  =  —  — . 


Sei  femer 

1         cos^a    .    sin^a 

1         cos^ß    .    stn>/j' 

also 

a6  =  ai  fti  sin (ß  —  a) 

a«  +  6»  =  o«  +  J«, 
so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  die  conjugirten 
Durchmesser : 

x^    ,     t/8 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  einen  Durchmessers 
sind  dem  conjugirten  Durchmesser  parallel.  Die  Supplementar- 
sehnen  laufen  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel 

Supplementarsehnen  sind  solche,  die  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ellipse  nach  den  Endpunkten  der  grossen  Aze  ge- 
zogen werden. 

5)  Gleichung  in  Liniencoordinaten: 

a^u^  -\-  6«t?»  —1=0. 

6)  Gleichung  der  Tangente  (beziehungsweise  der  Polare): 

O»  T^    ft»  *  —  "• 


Gleicliung  der  Normale 

y  -  ij  =  jF  j  (a:  -  ö- 
Man  findet  femer: 
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a 
Gleichung  der  Brennstrahlen  für  den  Punkt  ^t}: 

Seien  ri  und  r,  zwei  auf  einander  X  stehende  Badien,  so  wird 

r»  "^  r»  "~  a»  "^  6« 

Sind  s,    und  Sj   zwei  Sehnen,   die  durch  den  Brennpunkt 
gehen  und  auf  einander  _L  stehen,  so  wird: 

-  +  -  =  -  +  -• 

7)  Die  Coordinaten   des  Krümmungsmittel  punktes  und   der 
Krümmungsradien  q  sind  gegeben  durch: 

.       a>  —  6»  a»  —  6« 


Gleichung  der  Evolute: 

Gleichung  der  Fusspunktcurve : 

{w  (u  —  5r)  -f  V  (v  —  Ä)}a  =  a«  (w  —  ^r)«  +  6«  (v  —  Ä)». 

Rectification  der  Ellipse.    Sei 

X  =  asin(pj    y  =  h cos 9, 
die  Gleichung  dieser  Curve,  femer 

a 
80  wird  der  Bogen  0  bis  9 


a, 


1  Vi  —  ««sm«9  =aE(e,  9). 


Für  einen  Ellipsenquadranten  q  hat  man  speciell 

q  =  aE  (Sy  (p). 
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Ellipse. 


Sei 


1 


Po  =  <]p,     Pn  =  -  {(n  —  l)  Pn-i  —  sin""-^  (p  .co$(p], 
so  wird 

.  =  „{p._§.._]^^_^5,.-... 

Es  ist  näherungsweise : 

+  0 


=i{^+V^} 


0<Q< 


na       a* 


180  1  —  «» 
Die  über  einer  Abscisse  x  der  Mittelpunktsgleichung  stehende 


Fläche  ist: 


F  =  jr—  U  Va«  —  a;3  4-  a«  arc  sin  — 1 
2a  l  '  ai 


oder 


a:y    ,    ab 
"2"  "^"2" 


F  =  ^  +  "^  ^^<^  sw  — 


X 

a 


Der  Inhalt  der  ganzen  Ellipse 

J=  ah  IC. 


Hyperbel. 
1)   Mittelpunktsgleichung : 


a^        6*  "• 


Gleichung  in  Polarcoordinaten 

—  6« 


r«  = 


—  a»62 


1  —  6«cos^9        a^sin^fp  —  ft^cos*^)' 
dabei  ist 

6«  =  a^(a^  —  1)  =  pa. 

Abstand  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte  +  a« 


a 


Gleichung  der  Directrix  a;  =  ±  — 

6 


Gleichung  der  Asymptoten  y  =  ±  —  x 
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2)   Seien  a  und  ß  jene  Winkel,  die  zwei  conjugirte  Durch- 
messer mit  der  x-Axe  einschliessen,  so  wird: 

cos  a  cos  ß       sin  a  sin  ß 


oder 


Sei  femer 


a« 

6» 

tgn  a  tgnß  — 

6> 

cos^a 

sin^  cc 

1 

a» 

b^     " 

-  a} 

cos^ß 

sin^  ß 

1 

a» 

ft»     " 

bi 

=  0 


wobei 

ab  =  aibi  sin (ß  —  a) 

af  —  h}  =  a^-^b^ 

af  +  &,^  =  ^^^;;  +  ^j(a»  +  n 
^    '      ^        sm(p  —  a)  ^ 

so  lautet  die  Gleichung  der  Hyperbel  bezogen  auf  zwei  conjugirte 
Durchmesser 

3)  Polargleichung  für  einen  Brennpunkt  als  Pol 

1  -|-  «^ösy' 
Scheitelgleichung: 

t/2  =  2PX  +  ^  a;^ 
Asymptotengleichung : 

a^y  =  ^(ai  +  b^). 

4)  Für  zwei  Strahlen  ri,  rj  vom  Brennpunkte  nach  (xy)  fin- 
det man: 

ri  =  a  -{-  Bx^    ri  =  —  a  -{-  BX, 

also    ■ 

rj  —  ra  =  2  a. 

5)  Gleichungen  zweier  Suppleraentarsehnen : 
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6)  Gleichung  in  Liniencoordinaten : 

a«M>  —  63^2  —  1  =  0. 

7)  Gleichung  der  Tangente,  beziehungsweise  der  Polare: 

^        O  _  1  —  0 
Gleichung  der  Normale: 

y  —  ^  =  —  M  T  (^  —  ^^• 


6»   f 
Man  findet  ferner: 


a 

8)  Für  zwei  Sehnen,  die  sich  rechtwinklig  schneiden  und 
durch  den  Brennpunkt  gehen: 

Ij-l  _2  —  £« 

9)  Die  Goordinaten  des  Kriimmungsmittelpuuktes  sind 


y  = TT—  y- 


a»  4- 62 

Der  Krümmungsradius 

V(a*y«4-  6*a;2)8 


a*6* 
Gleichung  der  Evolute 

wobei 

a«  +  62      ^       a»  +  6« 

a  =  —^ ,    ß  =  — ^ — 

gesetzt  wurde. 

Gleichung  der  Fusspunktcurve 

{u(u  —  g)  +  v(v  —  A)}»  =  a^(u  —  gy  —  b^(v  —  hy. 
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Rectification  der  Hyperbel.    Sei 

80  wird,  wenn 

&  tgn  q> 

^  = vi • — r-Tz 

cos  q)  ^  a'  -f-  0^ 

die  Gleichung  dieser  Curve  ist, 


s 


_  6»    / djq^ 

~  p  J   cos«  9  Vi  — 


oder 

6»  / 

s  =  —  FOc,(p)  —  cE(k,(p)  +  ctgnq>Vl  —k^sin^q). 
c 

Ersetzt  man  die  Gleichung  der  Curve  durch 

ic  =r  a  scc  9,    y  =  h  tgn  q>^ 
80  wird 


oder 


Ä:  J  ^  cos*  9 


U  ^    ^         2  2    4  2.4    6 


wobei 


oder 


6o  =  9>,     -ön  =  —  {(n  —  1)  Qn^2  +  cos'»-^  qp  sin  q>\ 
s  =  o  j-r-  fjpn  9  —  A^q)  —  ^a  $m  2  9  —  -^4  sin  4  g?  —  •  4 


wobei 


^-^+Kiy*'+i(oy-+i(^y^^+ 
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Für  die  Fläche  der  Hyperbel  von  x  =  ahis  x  =  x  findet  man: 

,  / ,     X  4-  Vx^  —  a* 


F  =  ± 

2a 


a 


oder 


^       xy    .    ab  T      /x        y\ 


Wird 


xy  =  — ^ —  =  k* 


die  Gleichung  der  Hyperbel,  so  folgt: 


X, 


Xn 


Parabel. 

1)   Scheitelgleichung 

y3  =  2px. 
Polargleichung,  Brennpunkt  als  Pol 

9  = ^ —  — 


1  —  cos 9        ^    .'.  (p 

Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  und  zugleich  der 
Directrix  =  -^  p, 

Gleichung  der  Parabel  in  Liniencoordinaten: 

pv^  —  2w  =  0. 

2)  Die  Parabel  bezogen  auf  conjugirte  Durchmesser 

wobei 

dabei  ist  h  eine  beliebige  Ordinate  der  Parabel. 

Alle  Durchmesser  der  Parabel  sind  zur  Axe  parallel.  Jeder 
Durchmesser  halbirt  die  Sehnen,  welche  zu  der  durch  seinen  An- 
fangspunkt gelegten  Tangente  parallel  sind. 

3)  Gleichung  der  Tangente  und  zugleich  der  Polare: 


Parabel.  507 

oder 

Gleichung  der  Normale 

y  —  V  =  -j(3^-  ^)- 
Man  findet  femer: 


T=2'l/|(|  +  ip) 
ST=2| 

SN  =  p. 
4)  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 

der  Krümmungsradius: 

Gleichung  der  Evolute 

21  pri*  =  8 1»    (Semicubische  Parabel). 
FusspunktcurTe : 

M(tt  —  y)*  +  (m  </)(«  —  Ä)V  +  «(V  Ä)»  =  0. 

Ein  zwischen  dem  Scheitel  und  dem  Punkte  x^y  enthaltener 
Bogen  s,  wenn 

—  ^ 
die  Gleichung  der  Parabel  ist,  hat  die  Länge 


1  (a;  Vä*  +  aj«    ,    ,  ,     aj  4-  Vä»  +  a;» 
«=2  1 Ä^— +  Ä'<'i' Ä^^- 

2 
Der  Flächeninhalt  eines  Parahelsegments  beträgt  -r-  des  über 

seine  Sehne  errichteten,    dem   Segment  umschriebenen   Paralle- 
logramms. 
Sei 

\  -{-  COStp 
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die  Gleichung  der  Parabel,  so  ist  der  Flächeninhalt  zwischen  Axe, 
Leitstrahl  vom  Brennpunkte  und  Bogen: 

jy(P  +  r)  =  j  pHgn  |- .  ji  +  1  /^n»  |-  • 

Ferner  ist  der  Flächeninhalt  zwischen  Sehne  und  Bogen 

(y^  —  y^Y 

I2p 


Cyklische  Curven. 

Geschichte:  A.  Cykloide.  Mersene  und  Galilei  waren 
die  ersten,  die  sich  mit  dieser  Curve  beschäftigt  haben,  letzterer 
fand  auch  eine  geometrische  Quadratur,  welche  Roberval  1634 
analytisch  bewies. 

B.  Epicykloide.  Für  den  Erfinder  der-Epicykloiden  gilt 
der  bekannte  dänische  Astronom  Olaf  ßoemer,  der  sie  im 
Jahre  1674  bei  der  Untersuchung  der  besten  Form  der  gezähn- 
ten Räder  zur  Anwendung  brachte. 

üeber  die  cyklischen  Curven  vergleiche:  Weissenborn, 
„Die  cyklischen  Curven'',  Eisenach  1856. 

Entstehung:  Wenn  auf  einer  Geraden  ein  Kreis  mit  dem 
Radius  r  rollt,  so  beschreibt  ein  Punkt  auf  einem  Radius  q 

1)  eine  gedehnte  Cykloide,  wenn  p  <  r, 

2)  eine  gewöhnliche  Cykloide,  wenn  p  =  r, 

3)  eine  verkürzte  Cykloide,  wenn  9  >  r. 

Wird  die  Basis  nicht  eine  Gerade,  sondern  wieder  ein  Kreis, 
so  entsteht  eine  Curve,  die  Epicykloide  oder  Hypocykloide 
genannt  wird,  je  nachdem  jener  Kreis  auf  der  äusseren  oder 
inneren  Seite  des  festen  Kreises  rollt.  Diese  Curven  werden 
gedehnte  oder  verkürzte  genannt,  je  nachdem  der  beschrei- 
bende Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Peripherie  des 
bewegten  Kreises  liegt. 

Sind  die  beiden  Radien  gleich,  so  wird  die  Epicykloide  za 
einer  Cardioide. 

Ausführlicher  als  es  hier  möglich,  findet  man  diese  Curve 
in  L.  A.  Soncke's  „Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Diffe- 
rentialrechnung", Halle,  4.  Aufl.,  behandelt. 


oder 
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A.   Cykloide. 

Sei  r  der  Radius  des  rollenden  Kreises,  so  wird 

X  =  rq)  —  {r  -\-  d)  sin  q) 
y  =  (r  +  eO(l  —  cosq)) 

X  =  arc  cos  ^  ^  ,  T  ^  —  V2  (r  +  d)  y  --  j/« 


und  die  Differentialgleichung 

^^_         (y-d)dy 

V2(r  +  d)y-y« 
Wird  d  -|-,  80  entsteht  eine  verkürzte, 
d  =  0,  eine  gewöhnliche, 
d  — ,  eme  gedehnte  Cykloide. 
Man  hat 


dy  ^V2(r  +  d)y  ~y^ 
dx  y  —  d 

d^y ry-f-rd-f"^* 

d^  ~  (y--"3)^ 

Die  Gleichung  der  Tangente: 


(y  «-  d)  (7?  -  y)  =  V2(r  +  d)y-yni  -  ^), 
diejenige  der  Normale: 

V2(r  +  d)y-y»(i?  -  y)  =  -  (y  -  d)(|  -  x). 
Man  hat  ferner 


y_       yy2ry  +  d^ 
V2(r  +  d)y-y« 


ßfT=- 


V2(7+'d)7^=r72 


jy^yV2ry  +  d« 
y  —  d 


y  —  d 


Krümmungshalbmesser  q 


^       r  y  -\-  r  d  "{-  d^ 
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Die  Coordinaten  des  Krümmangsmittelpunktes 


^  _  d^  -f-  ryd  —  ry^ 
^~    ry  -{-rd  -{-d^ 


^  ^  arcos  '  +  ^  -7  y  _^  rg^-  rf)V2(r4-rfJy- y» 


Für  die  gewöhnliche  Cykloide  findet  man 


ic  =  r  arc  cos 


Flächeninhalt  eines  Stückes  zwischen  yi  und  y^ 

+  2'^'«''^^«7:^[(^-yi)(''-y>)  +  V'2ryi  — y*V2ry,-y/| 

Der  ganze  Raum,  der  bei  einer  vollständigen  Umwälzung  er- 
zeugt wird,  beträgt  3r^Ä. 

Die  Länge    des   zwischen   denselben   Ordinaten  enthaltenen 
Bogens 

=  2  V2r  1/2 r  —  yi  —  2  V^  1/2 r  —  y^. 
Die  Länge  der  ganzen  Cykloide  =  8r. 


B.   Epi-   und    Hypocykloiden. 

Das  obere  Zeichen  bezieht  sich  auf  die  Epicykloide,  das  un- 
tere auf  die  Hypocykloide. 

X  =  {r  ±  Q)cos(p  ^  Q  COS     —     q> 

y  =  (r  ±:  Q)stn  qp  —  gsm ^  9, 

dabei  ist  r  der  Radius  des  festen,  und  q  der  des  rollenden  Kreises. 
Man  findet 

dy        -^.     r  +  2p  rcosw  —  X 


d^y  _    r  ±2q 
dx^  ~~  2Q{r  ±  q) 


rstfiif  —  y 
1 


\cos 


r±2Q     V    ,      r 


2q 


9j  Sin  ^  v 


und  daraus  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Normale. 


f 
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Ferner  wird 

T=ycosec      20^ 

ST=±ycotg—^-^q> 
N  =  ysec      ^^  ^  q> 

SN=  +  ytgn—Y^  9- 

Der  Krümmungsradius  wird 

2  0  (r  ±  p)  r 

r  Hh  2p  2p  ^ 

Die  Coordinaten  des  Erümmungsmittelpunktes : 

ß  =  r±2Q  [^^  -  ^^  ^^^"^  +  ^^^^  ^~~^  '^] 

r± 

Q  V  '    "  P 

Diese  liefern  zugleich  die  Gleichung  der  Evolute. 

Wird  r  =  p,  so  entsteht  die  sogenannte  Cardioide.    Ihre 
Gleichung  lautet  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

(a;2  _[-  y2)8  _   6  f»  (O?»  +  t/»)  +  S  T^  X  —  S  T*  =  0. 

Ihre  einfachste  Gleichung 

M  =  2r  (1  -f-  sint). 

"Die    Spiralen. 

A.   Spirale  des  Archimedes. 

Entstehung.    Rotirt  eine  Gerade   gleichförmig  um  einen 
festen  Punkt,  so  beschreibt  ein   auf  ihr  sich   gleichförmig   be- 
wegender Punkt  eine  Spirale  des  Archimedes. 
Gleichung  der  Curve: 

rw 
^  =  ^^  =  21^ 


«  =  ^4^2^  [(^  ±  ^)  ^^^"P  ±  ^^^  ^^^  ^'J 


Man  findet 


Vx^  +  y^  =  a  artgn  ^ . 

dy a sin q)  -\-  u cos  q> 

dx        acosq>  —  u  sin  g? 
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und  damit  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Normale. 
Man  hat  femer: 


rp usin(pV\  -f-  y* 

sin  ip  -[-  q>cosq> 

^rp ^ sin  €p{cos(p  —  y  sintp] 

sin  ^  -\-  q>  cos^> 

^ usin  <p  Vi  -}-  g?* 

cos  q)  —  (p  sin  (p 

^^ u  sin  (p  (sin  (p  -\-  q>cosq>) 

cosq>  —  q)sin(p 

Der  Krümmungsradius  wird 

und  die  Goordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

» u  { <p  sin  y  -f-  (1  -|-  y*)  cos  tp] 

P-  9»  (9>»  +  2) 

u{<pcos<p  —  (1  -}-  tp*) sintp] 

«-  9>  (9*  +  2) 

Man  findet  femer 

Die  Polartangente        =  aq>  Vi  -|-  y'  =  m  Vi  +  w*a« 
„     Polarsubtangente  =  a 

„     Polarnormale        =  a  Vi  -f-  9^'  =  Vw'  +  a« 
„    Polarsubnormale  =  a. 

Der  Flächeninhalt  eines  z¥dschen  zwei  Leitstrahlen  enthal- 
tenen Sectors  wird 

Die  Länge  eines  zwischen   diesen  Leitstrahlen  enthaltenen 
Bogens 


=  TZ  W^VVTVt-  9.  Vi  +  w} 


43r 


-JLion  [-  y»  +  V^  +  y«'l 

4jt  "^  1_  ^j  _|_  Vi  _|_  ,p. 
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B.  Die  allgemeinen  Spiralen. 

Ihre  Gleichung:    w  =  ag?*». 
Specielle  Fälle: 

uip  =  a,      die  hyperbolische  Spirale. 
m2  ^^  a^  fp^  die  parabolische  Spirale. 
Man  findet 

j, u  sin  (p  Vn^  -\-  <p^ 

n  sin  9>  -f-  9>  cos  q> 

o  /yr w  sin  q>  \n cos  <p  ^^  fp sin q> \ 

n  sin  q)  -\-  q>cosq> 

j^ iisin  9  Vn^  +  q>^ 

n  cos  tp  —  (p  sin  fp 

a-j^ M  sin  q>  {n  sin  q)  -\-  <pcos  qp) 

ncos(p  —  q>sinip 

Der  Krümmungsradius 

9  (9*  "f"  *^^  ~h  ^) 
Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

a nu\fpsin(p  -[-  (n^  -f-  q>^)cos<p\ 

^  ~  9{g?2  +  w»  4-  w} 

(Jf    :;^ . _ . j • 

V  [^    -\-  n^  -+-  n] 
Die  Polartangente  wird  =  n  y  1  -f  w«  (7^)   =  —  9?"  l/w^-f-g?' 


Polarsubtangente     =  w^  y^  =  —  (jp~-i 


„    Polarnormale  =  |/  w«  _|_  (^—\  =  a  9?"-'  Vw^  -)-  9? 

-    Polarsubnormale      == -j— =  wacp*»--^ 

'^  d(p  ^ 

C.    Die  logarithmische  Spirale. 

Dire  Gleichung:  u  =  a^P. 
Sei  k  =  loga,  so  wird: 

Lafka»  inatb«m  Formeliifammlung.  33 
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T  = 


ST  = 


N 
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u  Vi  —  cos^tp  -\-  cos^q)  ~|-  2  X  sin  (p  cos^  ip  -^-1^(1 — cos*if) 

A  sin  (f  -^  cosip 

Icosw  —  sin  g? 

u  sm  w  -z — r—^- — I 

^  A  sin  ip  -\-  cos(p 

w  Vi  —  cos*  ip  —  2  A sm qp  cos'^ q>  -\-  A2(l  —  cos^  fp  +  €os*(p) 


SN  =  —  u  sinq) 


X  cos  q)  —  sin  (p 

A  sin  (p  -\-  cosq) 
A  cos  q>  —  sin  q) 


u 


Die  Polartangente  wird  =  y  l/l  +  A« 


„     Polarsubtaiigente      =  -r 


„     Polamormale  ^=  u  Vi  -\-  A* 

Polarsubnormale       =  kn 


rt 


Krümmungshalbmesser    =  w  Vi  -f-  A^, 
Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

a  ==  —  A  a'P  sin  tp 
ß  =  Xaf^  cos 9, 

Gleichung  der  Evolute 


log 


fVa*  +  ß' 


=  ardgn  (—  -g^) 


Demnach  ist  die  Evolute  wieder  eine  logarithmische  Spirale, 
Der  Flächeninhalt  eines  Sectors 

1  a2y«  —  a^'h 

~T         Ä 


Die  Länge  des  zugehörigen  Bogens 


=  Vi  +  A2 


[a^t  —  a^i 


\ 


Geschichtliche  Anmerkung. 

Conon,  ein  Zeitgenosse  des  Archimedes,  hat  die  archi- 
medische Spirale  entdeckt.  Archimedes  hat  eine  Schrift  über 
sie  geliefert.  Die  logarithmische  Spirale  hat  zuerst  Descartes 
betrachtet. 

Die  hyperbolische  fand  Joh.  Bernoulli,  der  sich  überhaupt 
viel  mit  Spiralen  beschäftigt  hat. 
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Die  parabolische  rührt  von  Jac.  Bernoulli  her  (Act.  Efud. 
1691). 

Quadratrix, 

Allgemeine  Definition.  Quadratrix  ist  eine  Curve,  die, 
über  derselben  Axe  mit  einer  gegebenen  Curve  beschrieben,  durch 
ihre  Ordinalen  die  Flächenräume  dieser  angiebt. 

Geschichte.  Die  älteste  Quadratrix  ist  die  des  Dinostra- 
tus,  eines  Zeitgenossen  des  Plato.  Der  allgemeine  Begriff 
stammt  von  Newton  (Opuscula  I,  p.  102). 

Quadratrix  des  Dinostratus:  Sei  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  gegeben.  Es  bewege  sich  eine  Gerade  r  um 
(las  Centrum.  Denkt  man  sich  nun  auf  dieser  Geraden  in  irgend 
einer  Lage,  die  durch  die  Coordinaten  des  Endpunktes  xy  be- 
stimmt sein  mag,  einen  Punkt  so  bestimmt,  dass  der  bis  dahin 

■ _ 

beschriebene  Bogen  sich  zum  Viertelkreis  verhält  wie  r  —  y  '•  t^ 
so  gehört  dieser  Punkt  der  Quadratrix  an. 

Gleichung  der  Curve 

2  r     qp 
n    sm  fp 

Diese  Curve  hat  unendlich  viele  Asymptoten. 

Es  wird 

2qp  , 

y  =  —2-  r,    X  =  X  tgn  g>, 

daraus  lassen  sich  leicht  die  Tangenten  und  Normalen  ableiten. 
Es  wird  ferner 

Q   A«   ff)  .  •  ■-..■■ 

T  = T-~-  Vsm*  cp  —  2  cp  s/w  cp  fos  q>  +  9>^ 

^^         2rw     .  .  . 

ST  =  — H-—  (-^^w  op  cos  w  —  w) 
nstn^q) 


2  r  9  Vsin^  y  —  2  y  sin  y  cos  y  -f-  y '^ 

7t  simp  cosfp  —  y   ' 

o  ,r       2  r  y  sin^  y 

O  xV   =  — : —  • 

7t     sintp  cos  y  —  y 
Krümmungshalbmesser  wird 

-  3 

r  [sin^fp  —  2ysmy  cosy  -f-  ^^Y 

7t  sin^  q>  (sin  (p  —  q)cos(p) 

33* 
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und  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 

r  sin^q>  —  4q>  sinq)  cosq>  -\-  (p^(l  -\-  2€0S^q)) 

7t  sin  9?  {sin  q>  —  <p  cos  q)) 

^ r  sin^q)cos(p'^-(psin^(p(l  —  tp cos^q>)~\-(p^Si'n(p cosq)(l-\-2cos^(p)'\-(p\ 

7C  sin-^  q)  (sin  q>  —  g?  cos  q)) 

Der  Flächeninhalt  eines   Sectors   zwischen  den  Amplituden 
q)i  und  q>2 


T      2r«    r    q>''     . 
n^  J    sm^q> 


fpi 


y« 


2r'r 
—  1;t  V^cotg<p- 

1      4r* 
-2q)logsmq>   + -^ 

^'i 

7t 

von  0  bis  -^  wird 

J—^"^   log2. 

.  7t 

9t 

I  log  sin  q)  dtp, 


Vi 


Aehnlich  ist  die  Quadrat  rix  von  Tschirnhausen 

2  a)  7ty 

y  =  — ^  r.    X  T=  rcos  cp,     x  =  r  cos  zr^ 
^         7t     ^  ^  2r 

zu  behandeln. 

Ueber   die   Asymptoten   der   Quadratrix  von  Dinostratns 

vergleiche  Kästner,  Geometrische  Abhandl.  II,  S.  218  bis  241. 


Conchoide. 

Geschichte.  Von  Nicomedes  etwa  im  2.  Jahrh.  v.  Chr. 
bei  Gelegenheit  des  Deli'schen  Problems  entdeckt.  Newton 
gebraucht  sie  zur  geometrischen  Auflösung  der  Gleichungen  drit- 
ten und  vierten  Grades  (Arithm.  univ.,  p.  115).  Ueber  Conchoiden 
auf  beliebiger  Basis  vergl.  De  la  Hire  (Mem.  de  TAcad.  des 
Seien.  1708). 

Entstehung.  Denkt  man  sich  eine  horizontale  Linie  und 
unterhalb  derselben  einen  Punkt,  zieht  man  durch  diesen  Pol 
eine  beliebige  Gerade  und  beschreibt  in  jenem  Punkte  der  Hori- 
zontale, in  welchem  die  Gerade  jene  trifl't,  mit  einem  Radius 
=  a  einen  Kreis,  so  trifll  dieser  die  Gerade  in  zwei  Punkten, 
der  Conchoide. 


] 
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Gleichung  der  Curve: 

(y  +  6)»  ^  ^ 

(6  ist  die  Entfemong  des  Poles  von  der  Horizontalen),  oder  auch 
y*  4-  26y'  +  (x*  -\-  b*  —  a')tf''  —  2a^by  —  a*b^  =  0 

y 

dy  y»  Va«  —  y^ 

^OT^M^       T^^^       m^^^  ■        ■     ■        «  ^^^-^  I  ■  11    ■  ■■   ■ 

dx  y^  -|-  a^h 

Wird  6  <  a,  so  hat  die  Curve  eine  Schleife.     Die  Horizon- 
tale ist  zugleich  eine  Asymptote. 

Man  hat: 

y  Va«  —  2/2 


y*  +  «*^6 

y»  -f-  ^^ 
Der  Krümmungshalbmesser  q  und  die  Coordinaten  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes aß  werden 

_  a{y^4-  26y3  +  a'^h'^Y'^ 


*        y3{2a>6  —  y^  —  3  6y2j 


_fe(2y  4-  3ft)(ag  —  y'^« 
^~"  y(2a»6  —  y^  —  3  6y2) 

_  6[a<&g  —  iß(y^  —  3a^?/  —  3a^^^^j] 
^~  y3[2a'-^6  —  y3  —  36^-»] 

Die  Bestimmung  eines  Bogens  führt  auf  ein  hyperelliptisches 
Integral;  die  zwischen  zwei  Ordinaten  yi  und  y^  enthaltene  Fläche 
wird: 

=  2-  [y  Va»  —  y»]  4-  (^b  ]^ogay  +  y  Va'^  —  y»J 

Vi 


Vi 

1     ,          .    j/»  Va«  — 
—  r^  a*  arc  sjm  ^ 

,j2  _  y^  Yai  _ 

-»/ 
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Lemuiscate. 


Lemniscate. 

Geschichte.  Zuerst  von  Jac.  Bernoulli  (Acta  Erud.  1694, 
Opera  I,  Nr.  LX)  entdeckt.  Ueber  die  Geschichte  dieser  sehr 
interessanten  Curve:    Ennepper,  Elliptische  Functionen. 

Entstehung.  Fällt  man  vom  Mittelpunkte  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  auf  die  Tangenten  Perpendikel,  so  ist  sie  der 
geometrische  Ort  der  Fusspunkte. 

Gleichung: 

p2  ==:  a^cos2q) 
dg  a sin  2q>      l    dg  .      ^ 

^9  Vcos2(p      9  »9> 


dy 
dx 


^  a2  —  2ica  —  2y2 


y  a^  -\-  2x'^  -\-2 y'^ 

Daraus  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Normale.  Die 

Curve  hat  im  Anfangspunkt  einen  Doppelpunkt  mit  den  Tangen- 

1  3 

ten winkeln :  —  7t  und  —  7t.    Die  Form  der  Curve  oo . 

4  4 

Man  findet: 


T  = 


a  sin  (p  Vcos  2  q> 

g(a2  —  2|2  —  2 1^2)  "~  cosq)\l  —  2cos2(p\ 


I  *  a2  —  2|2  —  271^ 
a  sin^  (p     l  -\-  2cos2(p 


costp       1 


Vcos  2  (p 


2  cos  2  (p 

a  Vcos  2  (p 


ai  _|-  2 12  +  2  r^2        \  -\-2cos(p 

c  AT _  H^'  -  2gg  -  2ri'^)  _  ^^  _  ^    1-2C0S9 
'^^  a2  + 2^24- 2^2    —  « 

Krümmungshalbmesser 


COSq) 


l  -{-  2cos<p 


Vcos  2  (p. 


R  = 


a 


^__^  _   0^ 

3  Vcos  2  q)         Sq 


3  VF-W' 

Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 
_  l(^^  +  l^  +  V^)  _  2 a cos^ y 

Yj  (a^  —  ja  —  1^2)  2  a  sin^  q> 


a 


ß-=- 


3  (^'  +  V') 


3  Vcos  2  <p 
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Gleichung  der  Evolute 

«8  -f  ßj)  {^as  —  ß3)2  =  2  a. 
Flächeninhalt  eines  Sectors 

\  r  1 

Der  ganze  Raum  der  Fläche  ist  =  a^. 
Die  Länge  eines  Bogens  ist 

wobei  sin  (p  =  -^  sin  i^   und   F  das  elliptische   Integral   erster 

Gattung  mit  dem  Modul  =  ]/-n  ist. 

Der  Inhalt  des  durch  die  Rotation  einer  Lemniscate  entstan- 
denen Körpers  ist  gleich 

Zur  Tangentenconstruction  beachte  man,  dass  der  Winkel, 
den  die  Normale  mit  dem  Radius vector  einschliesst,  =  2(p  ist. 
Die  Lemniscate  ist  ein  specieller  Fall  der 

Cassinoide. 

Geschichte.  Von  Dom.  Cassini  (Montucla  bist  des  Math. 
Nouv.  ed.  Tom.  II,  p.  563)  erfunden,  welcher  durch  sie  die  Be- 
wegung der  Erde  um  die  Sonne  genauer  darzustellen  glaubte. 

Entstehung.  Das  Product  der  Entfernungen  von  zwei  con- 
stanten  Punkten  in  der  Entfernung  2  a  ist  constant  und  gleich  b?. 

Gleichung: 

{x^  +  tßy  —  2  a»  (^a  —  if)  =  6*  —  a^ 
oder  in  Polarcoordinaten: 

^4  _  2  a2  ^2  cos  2  9  =  6*  —  a*, 

für  6  =  a  wird  die  Curve  zu  einer  Lemniscate. 

Discussion  in  Schlömilch's  Uebungsbuch  I,  S.  96. 


520  Cissoide. 

Cissoide. 

Geschichte.  Stammt  von  Diokles,  der  sie  bei  der  Auf- 
lösung des  Deutschen  Problems  benutzte.  Soll  nach  Geminus 
von  xtööog^  Epheu,  stammen. 

Vergleiche  Reimer:  historia  duplicationis  cubi.  Göttiügae 
1798.  Gantor,  Vorlesungen  über  Gesch.  der  Math.  1880,  I, 
S.  302,  306. 

Entstehung.  (Newton,  Arithm.  univ.,  p.  231.)  Seien  zwei 
sich  _L  schneidende  Gerade  gegeben  </i  g^.  In  der  Entfernung  a 
vom  Schnittpunkte  befinde  sich  auf  der  Geraden  gi  ein  Punkt  P. 
Durch  diesen  soll  beständig  der  eine  Schenkel  eines  rechten 
Winkels  gehen ,  dessen  anderer  Schenkel  von  der  Länge  2  a  be- 
ständig sich  auf  die  Gerade  g^  stützt.  Der  Halbirungspunkt  dieses 
zweiten  Schenkels  beschreibt  bei  der  Bewegung  die  Cissoide. 

Gleichung: 

x^  =  j/2(2r  —  x)  oder  (x^  -f  y^)x  =  2ry^. 

Setzt  man 

uy  =  x, 
so  wird 

2r  2r 


-^  =  1—1— :r,^    y 


1  +  w2'     ^        u{\  +  ti2) 

Ueber  die  Theorie  der  Cissoide  auf  Grund  eines  rationalen 
Parameters  siehe  Grunert's  Archiv,  Bd.  56,  S.  144. 
Wir  haben 

d£  _     3  a;^  4-  y^ 

dx  ~  2y{2r  —  x)' 

daraus  ergiebt  sich  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Nor- 
male. 

a;  =  0  ist  ein  Rückkehrpunkt    erster  Art,   x  =  2r  eine 
Asymptote,  die  Curve  kehrt  stets  ihre  convexe  Seite  der  a;-Axe  za 

Wir  haben  femer: 


ir  —  ^  r    2r  —  i 

sr— -lÜLzii) 

3r-| 
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-"-        (2r-|)» 

^'"-   (2r-|)» 

Für  den  Krümmungsradius  jR  und  die  Coordinaten  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes a,  /3  findet  man: 

8 
2 


rV|(8r~  3g) 
rS(12r-5g) 


3y2r-  I 

Gleichung  der  Evolute 

21  ß*  +  1152r/S3  +  4096  rs«  =  0. 

Allgemeine  Gleichung  der  Cissoidalcurven 

{ax^  -\-  b X y  '^- cy^){m X -j-  ny -]- p) --•  (m X  -^ ny)(d X ^ c y)  =  0 

oder 

OiÄJS  +  bix^y  +  Cixy^  +  diy»  +  ^i:»»  +fixy  +  örij/»  =  0. 

Eine  jede  derartige  Curve  hat  einen  Doppelpunkt. 
Der  über  der  Abscisse  stehende  Theil  der  Fläche  hat  den 
Inhalt 


3     ,  r  —  a?        1 


=  77  r* arc  cos ^  tt  (3 r  +  x)V2xr  —  x^. 

Der  gesammte  zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymptote 
liegende  Flächenraum  beträgt  das  dreifache  des  erzeugenden 
Kreises. 

lieber  einer  Strecke  -4  JB  =  2  r  beschreibe  man  einen  Kreis 
und  lege  in  B  eine  Tangente  an.  Durch  A  ziehe  xnan  eine  be- 
liebige Gerade ,  welche  den  Kreis  in  M  und  die  Tangente  in  N 
schneidet.  Wird  hierauf  von  N  auf  AMN  eine  Strecke  =  MN 
aufgetragen,  so  ist  der  so  entstandene  Punkt  P  ein  Punkt  der 
Cissoide.    Das  Wesen  des  erzeugenden  Kreises  ist  hiermit  klar. 

Wird  der  Bogen  vom  Coordinatenursprung  aus  gerechnet, 
so  ist  seine  Länge  s 

[^     r-x  -^  (2-(-V3)VF  J 
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Durch  die  Umdrehung  der  Cissoide  um  die  x-Axe  entsteht 
ein  Körper,  der  von  a;  =  0  an  gerechnet  den  Inhalt 

r=  n  [8rUog  (^^)  -  x  {ir^'  +  r^  +  i  x»]] 

hat.    Rotirt  die  Cissoide  um  ihre  Asymptote,  so  wird 

V  =  n  Ir^arc  cos y^rx  —  x^ 

\  r  3 

daraus  der  Inhalt  des  ganzen  Körpers 


Kettenlinie. 


Geschichte.  Schon  Galilei  hat  die  Gleichgewichtsform 
eines  hiegsamen  Fadens  untersucht  und  irrthiimlicher  Weise  für 
eine  Parahel  angesehen.  Die  Kettenlinie  wurde  von  Jac.  Ber- 
nouUi  1691  entdeckt. 

Ueber  ihre  Theorie  vergl.:  Theorie  der  Potentialfunctionen 
von  Gudermann,  Berlin  1833.  Kulik:  Theorie  und  Tafeln  der 
Kettenlinie,  Prag  1832. 

Gleichung: 


oder 


Man  hat 


1       {  -         --\ 


m 


X 

u  =  m  cos  hiii)  — 


dx 


X 

sinhißi)  — 


T  =  m (cos hyp  -^ j  (^cotg hjp  J j 


S  r  =  —  m  coUj  hyp 


X 


m 

2 


N  z=  mi  cos  hyp  —  j 


SN  =  -rr  m  sinhyp  — 
2  "^     m 
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Krümmongsradius  =  N^  die  Goordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes 


a  =  X  —  m  (coshyp  — j 
ß  z=z  2  m  cos  hyp  —  =  2 1/. 


X  —  -^ 
m 


Gleichung  der  Evolute 

7- \-  u  =  m  Are  cos  hyp  r^-- 

Der  Flächeninhalt  des  zwischen  zwei   Ordinaten  liegenden 
Stückes 

J  =  m^  (sin hyp  —  ]   . 
Länge  des  Bogens  zwischen  denselben  Ordinaten 

sin  hyp  —  )   . 
m  /x^ 


Logarithmische  Gurve. 

Geschichte.  Der  Erfinder  ist  unbekannt.  Huyghens  gab 
ihr  den  Namen,  sagt  aber,  dass  sie  schon  von  Anderen  unter- 
sucht sei  (Diss.  de  causa  gravitatis). 

Gleichung: 

1  dy        m  ^, 

y  =  m.logx,    ^= — ,    x  =  e»» 

ax        X 


T=  Vm^  -^x^ogx 

m 

S  T  =  —  xlogx 
N=  —  Vm2  +  x^ 

X  ' 

SN=^m. 

X 

Die  Subtangente  in  Bezug  auf  die  F-Axe  ist  constant. 
Krümmungsradius  und  Goordinaten  des  Krümmungscentrums 

mx 

2x^  A-  w»      ^  m«  +  x^ 

X  '^       ^^  m 


> 
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Die  Länge  des  Bogens  zwischen  zwei  Äbscissen  Xi  und  x^ 

=  I  Vm^  -f  x^  —  mlog  {x  Vm»  +  x»  +  mx}  1   - 

Der  Flächenraum  nach  der  X-Axe: 

=  \mxlog mx\   , 

der  Flächenraum  nach  der  Y-Axe: 

=  m{Xi  —  Xi), 


Analytische  Geometrie  des  Raames. 


§.  164. 

Anal3rtisolie  Geometrie  des  Punktes. 

Cartesische  Coordinaten. 

1)  Die  Entfernung  zweier  Punkte  (a^iyi^^i),  {x^yi^t)  ist  ge- 
geben durch 

d  =  V(x,  -  x,y  +  (y,  -  y,y  +  (^1  -  0,y 

mit  den  Richtungscosinussen 


Xl     X^         ■  n 

COS  «  =  -= — ^ — -^    cos  ß  = 


_2/l 


y» 


cosy  = 


Zi  —  e^ 


2)  Die  Coordinaten  desjenigen  Punktes,  welcher  die  Entfer- 
nung zwischen  diesen  Punkten  im  Verhältniss  m  :  n  theilt,  sind 


mxi  -I-  nx^ 

X  = j 


y 


wyi  +  nya 


z  = 


mzi  -^  nz^ 


3)  Das  sechsfache  Volumen  des  durch  die  vier  Punkte 

(Xx  yx  z^),    X  =  l,  2,  3,  4 
gebildeten  Tetraeders  ist  gegeben  durch 

Xi'   yi    Zi     1 
x%    yi    Zi    l 

^3   y^   ^s    1 
X4   yi   ^4    1 

Ist  F  =  0,  80  liegen  die  vier  Punkte  in  einer  Ebene, 

4)  Die  drei  Punkte 

{Xn  yx  ^if),     X  =  1,  2,  8 


67  = 
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Der  Pankt  im  Baume. 


liegen  in  einer  Geraden,  wenn  zwei  der  folgenden  Determinanten 
erfüllt  sind 


=  0. 


^1  Vi   1 

Xi   Zi    1 

Vi   ^1  1 

x^   2/2  1 

-0, 

X2  Z2   1 

-0, 

ya  ^a  1 

^3  Vi    1 

^3  H    1 

2/3  ^3  1 

§.  165. 

Analytische  Geometrie  der  Geraden. 

1)  Der  Winkel,  den  zwei  durch  die  Winkel 

gegebene  Richtungen  mit  einander  einschliessen,  ist 
cos  cy  =  cosa  cos  «'  -f-  cos  /3  cos  ß*  -\-  cosy  cos  y' 


sin  CO  = 


cosß  cosy 
cos  ß'  cos y 


+ 


cosy  cosu 
cos  y'  cos  a' 


+ 


cos  a  cos  y 
cos  y  cos  ß' 


Stehen  die  Richtungen  auf  einander  senkrecht,  so  wird 

cos  a  cos  OL*  -f-  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  y  =  0. 

Die  Richtungscosinusse  der  Normalen  sind 

,        cos  ß  cos  /  —  cos  ß  cos  y' 
cosA  =  — - — 


cos  II 


cos  V 


sin  d) 

cos  y  cos  a*  —  cos  a  cos  y' 

sinto 

cos  a  cos  ß*  —  cos  ß  cos  a' 

stnu} 


Geht  die  erstere  Richtung  durch   den  Punkt  {x^ifiZi)^   die 
zweite  durch  {x^y%z^\  so  ist  der  kürzeste  Abstand 

d  ^=:  {Xi  —  rra)  cos  A  -f-  (1/1  —  y.2)  cos  ft  +  (jS'i  —  ^2)  cos  v, 

2)   Gleichung  einer  Geraden : 

I.  x  =  me'\'a^    y  =  nZ'\'b 

X  —  Xi  _  y  —  Vi  _  z  —  Zi 

cos  ß 


II. 


cos  a  cos  p  cos  y 

Diese  geht  durch  den  Punkt  (Xi  y^  Zi)  und  bildet  mit  den 
Axen  die  Winkel  a,  /3,  y. 

IIL  Ax  -i-By  +  Cz  +I)  =  0 

Ax  +  B'y  +  C'g^  D  =  0. 


Die  Gerade  im  Räume. 
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Sei 
SO  sind 


B  B' 

t 

C  A 

i 

A  A' 

C  C 

+ 

CA' 

B  B' 

=  ^,'  +  ^.^  +  ^3^ 


A 


R       B       R 

die  Richtungscosinusse  dieser  Geraden. 

3)  Sei 

X  =  mz  -^  a,    y  =  ng  -j-  b 

eine  Gerade,  femer 

Ax  +  By-\-  Cz-\-  I)  =  0 
eine  Ebene.    Sei  ferner 

Li  =  Aa-^Bb+D 

Wird  L2  =  0,  so  ist  die  Gerade  der  Ebene  parallel,  wird 
auch  noch  L^  =  0,  so  liegt  sie  ganz  in  der  Ebene 

Ax  -{-  By  -[-  Cz  +  D  =  0. 

4)  Die  Gerade 

X  —  a y  —  6 z  —  c 

l  m  n 

macht  niit  der  Ebene 

Ax  -}-  By  -^  Cz  -^  D  =  0 

den  Winkel  0  und  es  ist 

$tn  0  =    ■  '     — ■     ' 

yp  _l^  ^2  _l_  ^2  y^9  _^  ija  -|.  CM 

5)  Zwei  Gerade 

x  =  m0-\-a^y  =  nz-\-b 
x  ^=  m*  z  -\-  a^    y  =  n'  z  ■-\-  b 
schneiden  sich,  wenn 

a  --  a\    m  —  m* 
b  —  b\     n  —  7i' 
und  es  ist  sodann 

(n  —  n')  {x  —  mz  —  a)  =  (w  —  m'){y  —  nz  —  b) 
die  Gleichung  ihrer  Schnittebene. 


=  0 
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6)  Gleichung  einer  Geraden  durch  zwei  Punkte 

S   —  a?i  _  1?    —  yi  _  g   —  ^1 

^2  —  a:i        i/a  —  Vi       H  —  -^i 
oder 

Dabei  ist 

A 
^_    (a^i  gl  XTi)  (jg  y  z) 

(^jys^i)  (^lyi^i)' 
V 
A 
wenn  {x^  y^  z^  {x  y  z)  die  Entfernung  dieser  beiden  Punkte  be- 
zeichnet. 

7)  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  den  Punkt  (XiyiEi) 
und  parallel  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 

ax-^by'^cz-\-d=zO 

o! X  -f-  Vy  4"  c'^  -f-  <i  =  0 


ist,  lautet: 


X  —  x^    _    y  —  yx    _    z  —  Zi 
bc*  —  cV       ca*  —  ad       aV  —  ba' 


§.  166. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Cartesische  Coordinaten. 

1)  Die  Gleichung  einer  Ebene  ist 

Ax-\-By-\'Cz'^D  =  0, 

Schneidet  sie  die  Axen  in  den  Entfernungen  a,  &,  c  vom  An- 
fangspunkte, so  ist  ihre  Gleichung 

Ihre  Normalform  lautet 

xcosa  '\-  ycosß  -^  zcosy  —  ?  =  0, 
wobei 


Die  Ebene. 
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cosa  = 


cosy  = 


a 


±     a«  +  6«  +  c2' 
c 


cosß  = 


1  = 


-  d 


Der  Abstand  p  eines  Punktes  (xi  iji  Zi)  ist 

2)  =  ±  {Xi  cos  a  -]-  yi  cos  ß  -{-  is^  cos  y  —  ?}, 

i>  ist  +,  je  nachdem  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
und  der  Punkt  {x^ijiZ^  sich  auf  verschiedenen  oder  gleichen 
Seiten  der  Ebene  befinden. 

2)  Geht  die  Ebene  durch  den   Punkt  (X\yiZi)^  so  ist  ihre 
Gleichung : 

A{x  -  ^0  +  Biy  -  2/0  +  C{z  -  z,)  =  0. 

3)  Geht  die  Ebene  durch  die  Punkte 


(XxyxZ^),     X  =  l,  2,  3, 


so  ist  ilire  Gleichung 


(x  —  Xi) 


+  0/-?/i) 


Zi  Xi  1 
Z2  X'j  1 

Z'i  X:i  1 


-i-iz-z,) 


X2  y^i  1 
^3  2/3 1 


=  0 


oder 


X 


yi^ii 

ZiX^  1 

^i^il 

a^i  2/1  ^1 

2/2  ^3 1 

+  2/ 

jsrg  a^ä  1 

+  ^ 

x^y^l 

a-2  3/2  ^2 

2/3  ^3 1 

^3  a^a  1 

^•3  2/3 1 

^3  2/3  ^3 

Ist  einer  der  Punkte  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems, 
so  wird: 

(•^3  2/2  —  2/3.^2)^  4-  (^3^2  —  ^'2^'i)y  +  (y;i^i  —  '£'32/2)^  =  0 
die  verlangte  Gleichung  sein. 

Sei  die  Gerade 

az-\-by-\-rX'-\-'[z=0 

(h^  +  biy  +  CiX  -^  \  =  0 

und  der  Punkt  Xi^  y^,  Zi  gegeben,  so  ist  die  Gleichung  derjenigen 
Ebene,  welche  diese  beiden  Gebilde  enthält: 

az   -\-  by  -\^  ex   -\-  l  üiZ  +  &i  2/   -{-  ^\  ^   +1 

azi  4-  byi  -{-  cXi-{-  l  ~  a^^z^  4"  *i2/i  +  <^i^\-\-  ^ 
4)   Gehen  zwei  Richtungen  (a/Jy),  («i  ßi  yi)  durch  den  Punkt 
(^1^1  ^iX  so  liegen  sie  in  der  Ebene 

Laaka,  mathem.  Fonneln Sammlung.  3^ 


530 


Die  Ebene. 


(X  —  Xi) 


cosß  cosßi 
cosy  cosyi 


+  (y  -  2/1) 


cosy  cosyi 
rosa  cosui 


cosa  cosai 
cos  ß  cos  ßi 


Zwei  Gerade 

X  =  ae  -\-  a\      X  =  a' z  -\-  a' 
y  =  ßj^-\-b\      y  =  ß'z-^V 
liegen  in  einer  Ebene,  wenn 

(«'  __  a)  (//  __  h)  —  {a!  —  a)  {ß'  -  ß)  =  0 

ist. 

5)   Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dreier  Ebenen 

E,  =  AyX  +  B,y  -f-  a^  +  Dx  =  0,    X  =  l,  2,  3 

sind 


=  0. 


X  =^  — 


^  =  — 


2  ±  (^1  A  f^s) 


±  (^1  ^2  c,) 


^±(A5.A) 


±  (^1  ^2  C) 


Ist  >j  4:  (-4i  B2  (\)  =  0,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  in 
parallelen  Geraden. 

Ist  2  +  {AiB<i  63)  =  0,  und  sind  ausserdem  zwei  Zähler- 
determinanten gleich  Null,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  in  der- 
selben Geraden. 

Es  giebt  sodann  drei  Zahlen  A,  für  welche 

kl  El  -j-  A2  E2  -|-  A3  ^3  =  0. 
G)   Der  Flächeninhalt  F  der  von  den  vier  Ebenen 

E^  =  0,    X  =  1,  2,  3,  4 
gebildeten  Pyramide  ist: 

62^  = 
[E±Ui  B,  C,  D,)Y 


±  {A,B, CO  .  2 ±  (^1 B, CO .  2 ± (^3 B,Ci) ,^ ± (A,  B, Q 
Demnach  schneiden   sich  die  vier  Ebenen  in  einem  Punkte, 


wenn 


2  ±  (^1  B,  C'3  A)  =  0. 
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Dann  giebt  es  immer  vier  numerische  Factoren  ^„Ay^As^Af 

für  welche 

Ai  El  -\-  X^Eq  -^  A3  i?3  -|-  A4  JS4  ^  0 
wiri 

7)  Die  Ebenen  Ei  =  0^  E^  =  0  schliessen   einen  Winkel  6 
mit  einander  ein,  für  diesen  ist: 

cose  =  A,  A,  +  B,  B, -\- C,  C, 

VA^  -H  B^  +  C*  VÄf^^BjTUi 

_  jB,  C, -  fi B,y -^(C,A,-A,  O« + jA, B, - B,  A,y 
^«  "  -  (^ »  4.  B,^  +  Q)  (4?  -+-  Bi  +  C'i*) 

Die  Ebenen  sind  demnach  zu  einander  J_,  wenn 

AiA,-^BiB,+  CiC,  =  0, 

und  unter  einander  ||,  wenn 

AiB^  —  BiA^  =  0,    £,  r,  —  C\  Bi  =  0,    6\^,  —  C^Ai  =  0. 

8)  Seien 

A  ^  xcosa  ~\-  y  cos  ß  -^  zcosy   —  p 

Ai  ^  xcosai  -\-  ycosßi  +  zcosyi  —  pi 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen  in  der  Normalform,  dann  ist 
A±Ai=:0  die  Gleichung  derjenigen  Ebene,  welche  die  Nei- 
gungswinkel der  gegebenen  halbirt.    Die  Gleichung 

^  =  ^1  —  Ai^a  =  0 

stellt  eine  beliebige  Ebene,  die  durch  die  Schnittlinie  von  Ai  und 
Ai  geht,  und  es  gilt  die  Beziehung: 

.  sinjAAi) 

sin(AA2) 

Man  vcrgl.  §.  161,  B.,  10),  11);  §.  162,  A.,  8)  bis  10). 

9)  Die  von  dem  Punkte  Xi  yi  Zi  auf  die  Ebene 

^a:  + J9y  +  C^  +  D=r  0 
gefällte  Normale  ist  durch 

X  --  Xi  _  y  —  f/i  _  z  —  Zi 

A      ~      B      ~       C 

gegeben. 

10)  Die  durch  die  zwei  (parallelen)  Linien 

X  —  a?'  y  —  y'  z  —  z' 

cosa  cosß  rosy 

X  —  X*'  y  —  y z  —  z" 

cosa  cosß  cosy 

34* 
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bestimmte  Ebene  hat  zur  tlleichung 


X 


y'  —  y"cosß 
/  —  z"  cos  y 


+  ?/ 


+ 


siz" 


cosa  -\- 


^  —  4r"  cos  y 
if  —  x"  cosa 


+  ^ 


cosß  -\- 


oi  —  x"  cos  a 
i/  —  f  cosß 


x"  ?/' 


cos  y. 


11)   Es  sei 

E,  =  A,x  4-  B^y  +  C,^  +  2)^  =  0. 
So  ist  die  durch  die  Gerade  Ei  =  0,  R^  =  0  gehende  und 
zur  Ebene  -Es  =  ö  normale  Ebene 

{A,A,  +  B,B,  +  C,  C,){Ax-^  B,y  +  C,z  +  Dy) 
=  {A,A,  +  Ifi-B3  +  Ci  C,){A,x  +  jB,t/  4-  ^^^  +  A). 
Ist  dagegen 

X' cosa  -\-  y cosß  -^  z cos y  =  p 

X  —  x' y  —  y' z  —  0* 

cosa*  cos  ß'  cosy 

gegeben,  so  wird 


{x  —  x') 


cosß  cosß* 
cos  y  cos  y' 


-\-(y-  y') 


cosy  cosy' 
cosa  cosa! 

cosa  cosa' 
cosß  cosß' 


+  {z^z') 

12)  Seien 

ax-^-hy-^cz-^d  =0 

ux  -\-  hy  -{-  cz  -\-  d'  ^=  0 

die  Gleichungen  zweier  parallelen  Ebenen,  so  ist  ihre  Entfernung 
gegeben  durch 


x  =  ± 


Va«  +  ¥  +  c« 


§.  167. 

Transformation  der  Coordinaten. 

I.  Es  gelten  folgende  allgemeine  Transformationsformeln  für 
die  Transformation  eines  rechtwinkligen  Systems  in  ein  anderes, 
mit  demselben  Mittelpunkt. 


Coordinatentransformatioii. 
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1) 


X 

y 

Z 

x* 

tn 

n 

P 

\f 

»h 

«1 

Pl 

z* 

»*2 

«2 

P2 

2)   X  =  maf  -}-  fHii/  -^  /Hj  /        3)   x'  =  mx  -\-  n  y  -\-  p  z 
z=px'  -{- piy^  -^  p^iZ'  z'  =  m.i x  -\-  n.^ y  +  jh ^ 

4)     JC^  +  y2  4-  ^2   =  :2/3  -^  2/2  -^  ^'2 


5)   w»  +  n^  + 1)3  =  1 

m/  +  H/  +  i^i^  =  1 
m./  +  w./  +  2>|  =  1 

7)   Wi  m^2  +  'h  *^'i  +  i>i  i>2  =  0 
ni2  w  +  %  w  +  p^p  =  0 


6)  ma  +  wi  2  4.  ^j  2  _  1 
n2  +  Wj^  +  H./  =  1 
i^^  +  P?  +  i>.?  =  1 

8)    np  +   **ii^i  +  ^*2i>2  =  0 

wi>  +  Pl  ^%  +  i^2  WI2  =  0 

m  n  -}-  nii  Ui  -\-  m-i  h^  =  0 

9)  K  +  ^h'  +  i>') «  +  ^'2  +  i>./)  ~  (^*i  ^^h  +  wi  %  +  p,p,y 

10)  Hh  w  =  ^1  fli  —   «1  Pi 

.     +    W  =  W?i  Pi  i>i   »W,2 

+;   _2>  =    »1   ^'^2    —  '^^h  ^*2 

11)  +  /Hl  =  ^2  w  —  «  p  12)  +  mj  =r  2>  Wi  —  n  Pl 
+  Hl  =  m.2^  —  p.2m  +  «2  =  m  2)i  —  pm^ 
+,  pl  =  n^i'm  —  in^iti               +  ^2  =  nwii  —  n%  Wi. 

Die  Grössen  m,  n,  i>  sind  Cosinusse,  und  zwar  m  =  cos  (x  x*), 
ni  =  cos(yy%  Wj  =  cos(xy')  etc.    Mau  merke  noch 

=  +  1  =  X. 


13) 


Die  Coordinatensysteme  sind  congruent,  wenn  x  =  -f"  ^^ 
symmetrisch,  wenn  x  rr=  —  1. 

II.  Schiefwinklige  Coordinaten.  Seien  nix^ni^p^  die  (xy)- 
Coordinaten  der  auf  x'  aufgetragenen  Längeneinheit,  analog 
w^,  Wa,  P2  für  y\  »I3,  W3,  p^  für  /,  so  wird 
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best 


i)  j' 


^2)   ^ 


r*  ist 


ms 


:i)  f^t 


+  ma  Jtfi  =  . . . 

+  2  Wi  Hl  cos  (x  y)  =  1 

i^^'  +  Pi  +  ^  ^^Pi  ^^^  (y^)  +  ^  ^^hPi  cos  (xz) 

-|-  2  Wj  fi.2  cos  (xy)  =  1 

^  ^  n!  +  vt  +  2n3ii3  cosiijz)  +  2 »»3 2^3 cos (a; i-) 

+  2m^fir^cos{xy)  =  1 

i)  X  -{-  ycos(xy)  -f-  zcos{xz)  =  x* cos{xx*)  +  i/ cos{x\f) 

-{-  /cos(x/) 
y  -f  xcos(xy)  +  zcos(yz)  =  x'cos(yxf)  +  !/cos(yy') 

+  z'cosiy/) 
z  -j-  a;coi>'(a;^)  4"  yoos{y z)  =  x* cos  {zoc')  +  y'cos(zy') 

-\-  zf  cos{z/). 
5)  Seien 

w«,  Wy,  H,  die  Normalen  auf  die  Ebenen  zy^  xz^  xy^ 
w«,  Wy,  ni  jene  auf  /  y',  a:*  /,  o/  y', 
80  wird 

a;  cos  {x  na»)  =  a;'  cos  {xf  »»)  +  y'  cos  {if  ««)  +  ^'  cos  (^'  ^i,) 
y  cos  (</  Wy)  =  a/  cos  (x'  /*y)  -f-  y'  cos  {y'  Uy)  +  '«^'  ^os  {z  Wy) 
^  cos  (^  n,)  =  a/  cos  (a;'  w,)  +  3/'  ^^^  (i/'  ♦**)  +  'S^'  ^^  (-8^'  w«) 
a;*  cos  (a/  n»)  =  x  cos  (x  ni)  +  V  cos  (y  n'x)  +  z  cos  (z  wl) 
y  cos  (y  ny)  =  X  cos  {x  n'y)  -\-  y  cos  (y  n'y)  +  z  cos  (z  n'y) 
z*  cos  (z*  n'g)  =  X  cos  {x  wi)  -(-  y  cos  (y  ni)  -f-  z  cos  {z  «i). 

III.  In  der  Praxis  wird  häufig  folgendes  Coordinatensystem 
angewandt.  Seien  {xyz)  und  {od  tj  z*)  zwei  rechtwinklige  Coor- 
dinatensysterae  mit  gemeinsamem  Coordinatenanfang.  Die  Schnitt- 
gerade der  Ebene  (xy)  mit  {x' y')  bezeichnen  wir  mit  y  und 
eetzeu 
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2i  (poyx!)  =  ß,    2i  (gx)  =  ^,    2i  (gx')  =  (p 

und  bestimmen  die  -j-  Axenrichtuiigen  x^  x^^  so  dass  alle  drei 
Winkel  spitz  werden.  Nehmen  wir  ferner  die  -|-  js  Richtungen 
so  an,  dass  sie  in  Bezug  auf  die  (a;y)-Ebenen  auf  denselben  Seiten 
liegen;  die  -f-  2/  Seiten  so,  dass  W  im  -f-  Theile  der  (xy) -Ebene 
sich  befindet. 

Alsdann  wird 

1)  X  ^=  x'{costi  sintp  sin  q)  -\-  cost  cosq)) 

-]-  //'  {cos  0  sin  ^  cosfp  —  cos  p  sin  q)) 

—  s'{sinO  sintl^) 

y  =  —  x'  (cos  0  cos  it>  sin  9  —  sin  ^  cos  (f) 

—  1/' (cos 0  cos if  cosq)  -{-  sin ^  sin q)) 
-\-  £  (sin  0  cos  ^) 

2  =  af  sin  0  sin  if  -\-  y"  cos  q>  sin  (i  -f-  ^'  cos  fl 

2)  x'  =  x(cosO  sintp  sinq)  -j-  cos  tif  cosq)) 

—  y  (cos  Ö  cos  ^  sin  q>  —  sin  t  cos  q)) 
-\-  z  (sin  6  sin  q>) 

1/  =  X  (cos  0  sin  ^  cos  q)  —  cos  ^  sin  q)) 

—  y(cosO  costlf  cosq)  -j-  sintj;  sinq)) 
-f-  JSsinH  cosq) 

/  =  —  X  sin  0  sin  ^l^  -j-  y  sin  0  cos  ip  -\-  z  cos  ö. 

Dies  ist  das  System  von  Lagrange  (Mec.  anal.,  p.  369j. 
Durch  andere  Wahl  der  -f-  Richtungen  ergeben  sich  die  Systeme 
von  Laplace  (Mec.  Celeste,  T.  I,  p.  59);  Poisson  (Traite  de 
Mec,  T.  II,  p.  97);  Encke  (Berliner  astron.  Jahrb.  1832).  Diese 
Art  der  Transformation  rührt  von  Euler  her  (Nov.  Com.  Petrop., 
T.  XX,  1775).  Ueber  Coordinatensysteme  vergleiche  Günther, 
Die  Anfänge  und  Entwickelungsstadien  des  Coordinatenprincips. 
Nürnberg  1877. 

Ausfuhrlicher  handelt  über  Transformation  der  Coordinaten: 
Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Raumes.    Berlin  1837,  S.  50. 
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l)   X  =^  W|  x'  4-  Wia  y  -\-  ^3  /     2)  (>x'  =  Jfi  a:  4-  ^i  y  +  ^i  -^ 

y=  Hix^ -{-  tiay'-f-  «3^'         Cy  =  Jfa^  +  J^jy  +  P,^ 

^  =  i>i^'  +  P^y'  +  Ih^  Q^  =  M^x  -f  Niy+  P^z, 

dabei  ist 

m^  m^  ms 


V  Q  = 


ni  fh  fh 
Pi  P2  Pz 


-\-  IW3  J^  =  •  •  • 
3)   wf  -(-  »j^  +  i^i*  4"  2  ^*i  i^i  cos  {yz)  -\-  2  mi  pi  cos  {x  z) 

-f-  2 mi  Wi  cos{xy)  =  1 
m./  4"  n:jl  -i-  P2  +  2  itj  p^  cos  (yz)  -j-  2  m^  Pt  cos  {x  z) 

-\- 2ni2niC0s{xy)  =  l 
W  +  ^*f  +  P^  +  2  W3  i^3  cos  (y  ^)  4-  2  t>h  i>3  cos  (a;  ^) 

4-  2m^fi^cos(xy)  =  1 

^J   -^  +  ycos(xy)  4"  zcos{xz)  =  x' cos(xx')  4"  if  cos{xiJ) 

-\-  z' cos{xz') 

y  4-  a;cos(Ay)  4-  zcos(yz)  =  x'cos(yxf}  4-  y'cos{yy') 

4-  z'cos(yz') 

z  4-  xcos(a;-2')  4"  ycos(yz)  =  jc'cos  (-^a/)  4-  y'cos(zy') 

4"  ^  cos^zs*). 
5)  Seien 

w«,  ny,  w,  die  Normalen  auf  die  Ebenen  zy^  xz^  xy^ 
wi,  Wy,  ni  jene  auf  ^'  y',  x'  /,  a/  y*, 
80  wird 

X  cos  (X  Wx)  =  Sf  cos  (X^  fix)  4"  y'  cos  (y  W«)  4"  ^'  cos  (Z*  Hx) 

y  cos  (y  ny)  =  x'  cos  {x*  Uy)  4-  y'  cos  (y'  %)  4-  -2^'  cos  {z  «, ) 
^  cos  (z  Hg)  =  a/  cos  {x'  w,)  4*  J/'  cos  (y'  n^)  4"  -^f'  cos  (-er' »,) 
a;'  cos  (a/  n«)  =  x  cos(x  n'x)  4-  2/  cos  (y  ni)  4-  ^  cos  (z  n'x) 
yf  cos  (y'  fv^  =  x  cos  {x  n'y)  4"  y  cos  (y  n'y)  4-  ^  cos  (z  n'y) 
z'  cosiz'n'g)  =  X  cos{x  ni)  4"  y  .cos(ynz)  4-  ^  cos{z  wi). 

III.  In  der  Praxis  wird  häufig  folgendes  Coordinatensystem 
angewandt.  Seien  (xyz)  und  {3^  tf  z^)  zwei  rechtwinklige  Coor- 
dinatensysteme  mit  gemeinsamem  Goordinatenanfang.  Die  Schnitt- 
gerade der  Ebene  {xy)  mit  (x'  y*)  bezeichnen  wir  mit  y  und 
setzen 


9 

CoordiDateutrausformation.  535 

-4  (>c(jj/)  =  (i,  2i  {gx)  z=  t^  2i  (gx')  =  tp 
uod  bestimmen  die  -|-  Axenrichtuugen  x,  ar*,  so  dass  alle  drei 
Winkel  spitz  werden.  Nehmen  wir  femer  die  -|-  ^  Richtungen 
so  an,  dass  sie  in  Bezug  auf  die  (a;?/)- Ebenen  auf  denselben  Seiten 
liegen;  die  -f-  y  Seiten  so,  dass  W  im  -f-  Theile  der  (a;y)- Ebene 
sich  befindet. 

Alsdann  wird 

1)  0?  =  x'{cosO  sintlf  sin  q)  -\-  cosif  costp) 

-\-  \j  {cos  0  sin  li)  cosfp  —  cos  M>  sin  (p) 

—  /  {sin  0  sin  ^) 

g  =  —  x'  {cos  0  cos  i'  sin  tp  —  sin  ^  cos  (f) 

—  y'  {cos  0  cos  i^  cosq)  -\-  sin  tp  sin  <p) 
4-  ^'  {sin  0  cos  ^) 

j3  =  x^  sin  0  sin  t  -{-  y'  (^os  (p  sin  0  -[-  z'  cos  ß 

2)  x'  :=  x{cosO  sini>  sintp  -j-  cosiff  cosq>) 

—  y{cosO  cosil^  sinq)  —  sin4>  costp) 
-|-  ^  {sin  0  sin  q>) 

%j  z=z  X  {cos  0  sin  ^  cos  q>  —  cos  ^  sin  q>) 

—  y  {cos  0  cos  ^  cos  q)  -\-  sin  ^  siti  q)) 
-\-  z  sin  H  cos  (p 

^  =z  —  xsinO  sinxl>  -\-  ysinH  cos^  -j-  zcosti. 

Dies  ist  das  System  von  Lagrange  (Mec.  anal.,  p.  369 j. 
Durch  andere  Wahl  der  -|-  Richtungen  ergeben  sich  die  Systeme 
von  Laplace  (Mec.  Celeste,  T.  I,  p.  59);  Poisson  (Traite  de 
Mec,  T.  II,  p.  97);  Encke  (Berliner  astron.  Jahrb.  1832).  Diese 
Art  der  Transformation  rührt  von  Euler  her  (Nov.  Com.  Petrop., 
T.  XX,  1775).  Ueber  Coordinatensysteme  vergleiche  Günther, 
Die  Anfänge  und  Entwickelungsstadien  des  Coordinatenprincips. 
Nürnberg  1877. 

Ausfuhrlicher  handelt  über  Transformation  der  Coordinaten: 
Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Raumes.    Berlin  1837,  S.  50. 
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§.    168. 

Die   Kugel. 

1)  Die  allgemeine  Kugelgleichung  lautet: 

(z  -  iy  +  (y  —  V)'  +  (^  -  1)2  +  2 (a:  -  g)(y  -  fi)(^os{xy) 

oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

(^  -  ty  4-  (y  -  1?)'-^  4-  (^  -  ^r  =  r^^. 

Ist  der  Mittelpunkt  zugleich  der  Anfangspunkt  des  Coordi- 
natensystems,  so  wird: 

a?«  +  //«  +  ^2  =  r«. 

Geht  die  Kugelfläche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinateh,  so  wird,  wenn  a,  &,  c  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
sind: 

^'  +  ?y^  +  -2^'^  —  2aa;  —  2  6?/  —  2c^  =  0. 

2)  Ist 

^^  +  y*  +  -2^*  +  2a-2f  +  26y  +  2cj:  +  rf  =  0 
eine  gegebene  Kugelfläche,  so  sind : 

z'  =  —  a,    j/'  =  —  6,    j;'  =  —  c 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  und 

r  =  Va^  +  ft-*  +  c2  _  d 

■ 

der  Radius  dieser  Fläche. 

3)  Wird  in  dem  Punkte  (x\  tj\  z*)  an  die  Kugelfläche 

(^  -  yy  -\-iy-  ßy  +  (^  -  ocy  =  ^^ 

eine  Tangentenebene  gelegt,  so  ist  ihre  Gleichung: 
(^'  -  y)(v  -  y)  +  (y'  -  ß)(u  -ß)-^  (x'  -  a)(t  -  «)  =  r\ 
u,  t;,  ^  sind  die  laufenden  Coordinaten  dieser  Ebene. 

§.  169. 

Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung:. 

A.    Allgemeine  Formeln. 

1)   Gleichung  einer  Curve: 

1)   t\  {x,  II,  z)  =  0,    F.,  {X,  y,  z)  =  0 

2)  ^=/i(0.  y=A{tl  ^=fM 
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2)  Die  Richtungswinkel  der  Tangente  im  Punkte  xyz  er- 
hält man  aus 

dx  /,       <i'/  dz 

cosa  =  -J-.     cosß  =  T^,     cosy  =  -r-, 
ds  '        ds  '        ds 

wohei 

ds'^  =  dx'^  +  dy^  -(-  dr^, 

daraus  folgt  die  Gleichung  der  Tangente 

^  —  X       V  —  y       t  —  2 
dx  dij  dz 

3)  Die  Gleichung  der  Normalebene  ist: 

(J  -  x)dx  +  {n  —  y)äij  +  (g  -  ^)dz  =  0. 

4)  Eine  Ebene,  die   durch  den  Punkt  xyz  und  die  beiden 
benachbarten  der  Curve  geht,  wird  Krümmungsebene  genannt. 

Sei 

X  =  dy  d'^z  —  dz  d^y,     Y  =  dzd'^x  —  dxd'^z 

Z  =  dxd'^y  —  dyd^x 

U  =  yx^+  Y^-{-Z^ 

=  ds  V(d''xy  +  (dujy^  +  {d'^zy  —  (d^sy 


=^AV^)'+m+{''iiy' 


//  ,dxV 
=  a  s*  \ 

so  wird 

X(|  -  x)  +  Yin  _  y)  +  z(g  -  ^)  =  0 

die  Gleichung  der  Krümmungsebene  (Osculations-  oder  Schmie- 
gungscbene).  Die  Winkel,  welche  die  Normale  zur  Krümmungs- 
ebene mit  den  Axen  bildet,  sind 

XYZ 

5)   Sei  dt  der  Winkel  zweier  benachbarten  Tangenten,  so  wird 

dt  =  T--    {dt  Schmiegungswinkel) 

und  der  Krümmungsradius  q 

ds        ds^ 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  |,  ly,  g  sind 

y  \      ..     ds  ,       .     ds 
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d 


dx 


i  =  X-]-Q'- 


(IH 


ds 


6)  Zwei  benachbarte  Krümmungsebenen  bilden  mit  einander 
den  Contingenzwinkel  rf^,  für  welchen 

dd^  =  V(d cos ky  -\-  (d cos fiy  +  (d cos vy 


=V(''f,5)*+(.^y+(.0. 

Der  Quotient 


ds 


wird  der  Torsionsradius  der  Curvo  genannt  (zweiter  Krümmungs- 
radius).   Ist 

dx   dy    dz 
Xdx^ -^  Ydyi  +  Zdz^  =     d^xd^yd^z    =0 

d'^x  d'^y  d^z 
für  alle  Punkte,  so  ist  die  Curve  eine  ebene  Curve. 

7)  Eine  Kugel,  die  durch  einen  Punkt  einer  Curve  doppel- 
ter Krümmung  geht,  sowie  durch  drei  ihm  benachbarte,  wird  die 
Schmiegungskugel  dieses  Punktes  genannt.  Sind  f,  ly,  5  die  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunktes,  7^  ihr  Radius,  so  wird,  wenn 

d^x  d^x  dx 

J  r=    d'^y  d^y  dy 

d^  z  d^  z  d  z 


gesetzt  wird. 


^  —  x  =  —  {dz  d'^y 


dy  d^z) 


ri  —  y  =  —  {dx  d^z  —  dz  d^x) 
i  -—  z  =  —  {dy  d^x  —  dx  d^y) 

ii  =  ^  V{d^^xy  +  {d\ijy  +  {d'^zy  -  \(d'^x)^  +  {d^-yy  +  (d^^yi 

8)  Diejenige  Normale,  die  in  der   Schmiegungsebene   liegt 
wird  die  Hauptnormale  genannt,  ihre  Gleichung  ist: 
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g  — '^  _v  —  y  _  S  —  ^ 

*■■    ■■■■  ■  ^_^^^        ^1^-^  „  ^^i^i^—  I  ■  ■  1 1        • 

,  da;  jdy  j  dz 

d  -y-  d^  d  T— 

ds  ds  .    ds 

9)  Die  Binormale  steht  auf  der  Tangente  und  der  Haupt- 
normale  j_,  ihre  Gleichung  lautet: 

6  —  ^_ V  —  y _ g  —  ^ 

X     ~      Y     ~      Z    ' 

10)  Diejenige  Ebene,  welche  die  Tangente  und  Binormale 
enthält,  also  senkrecht  zur  Hauptnormale  ist,  wird  die  recti- 
ficirende  Ebene  genannt,  ihre  Gleichung  ist: 

11)  Unter  Rectificante  versteht  man  die  Schnittgerade 
von  zwei  benachbarten  rectificirenden  Ebenen.    Sei 

as         d  s  d  s         d  s 

ds         ds  ds         ds 

ds         ds  ds         ds 

so  ist  ihre  Gleichung: 

£  —  ^_ n  —  y  _ t  —  2 

x;    -    Y,    -    Zs  ' 

12)  Sei  U  der  Winkel  zwischen  der  Rectificante  ^nd  der 
Tangente,  so  ist 

tgnll  =  — ,    sin II  =  — ,    cosH  =  —- 

13)  Man  merke  die  Relationen: 


R 


=T7r-T=y^^^m 


V-+- 

y  q2  ~  r^ 


J-  —  i_  _i_  JL 


ds^ 


=  Vx;«  +  r;»  +  z,^ 


540 


Die  Carveu  im  Räume. 


R 


14)  Unter  dem  Winkel  der  ganzen  Krümmung  versteht 
man  die  Abweichung  zweier  benachbarter  Hauptnormalen  oder 
rectificirender  Ebenen.    Sei  dJc  dieser  Winkel,  so  wird 

ds 
""dTc 
und  wir  haben  die  Relation: 

dk'^  =  dt2  4-  d-^»    (Lancret'sche  Satz). 

15)  Seien  o^  ß,  y  die  Richtungscosinusse  der  Tangente,  A.  fi^  v 
jene  der  Hauptnormalen,  ?,  m,  n  die  der  Binormalen,  so  wird: 


COSX  =  Q 


d  cos  a 
ds 


a) 


dcosß 

d  cos  y 
cos  V  =  Q  — 5 — -  =  —  r 

ds 


b) 


dcosa 
dt 

dcosß 
dt 

dcosy 
dt 


=  cosk 


=  COS[l 


=  cosv 


dcosl 


c) 


dd^ 

d  cos  m 
~~d%~ 

d  cos  n 


d  cos  l 
ds 

d  cos  m 
ds 

dcos  n 
ds 

=  —  cosk 


d% 


=  —  cos  tt 


=  —  cosv. 


d)    cos a 


COSft 

COS  m 

cosv 

COS  H 

COS 

y  — 

,     cosß  = 

cos  k   COS  l 

cos^  cosm 


cosv  cosn 
cosk  cosi 


e)    cos  k  = 


f)    cosl  = 


cosy  cosn 
cos (i  cosm 

cosv  = 

cosß    COS(l 

cos  y  cos  V 

COS  n  = 


cos 

^  — 

cos  y 

cosv 

cosa 

cosk 

cosn  cosl 
cos  y  cos  w 


,    cosm  = 

cos  a  cos  V 
cosß  cos^ 


cosy  cosv 
cos a  cos  k 


Die  Gleichungen    der  Normal  ebene,  der  Schmiegungsebene 
und  der  rectilicirenden  Ebene  lauten 
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(I  —  x)cosu  +  (^  ~~  y)cosß  -f-  (g  —  z)cosy  =  0 
g)    (S  —  x)cos  l  -{-  {rj  —  y)cosm  +  (6  —  ^)cosn  =  0 

(I  —  x)  cos  A  -f-  (^  —  .V)  (^<^^  (^  -\-  {t  —  ^)  ^os  1/  =  0. 
Man  hat  ferner,  wenn  .<?  die  unabhängige  Variable  bezeichnet : 

—  =  V{d  cos  ay  -\-  {d  cos  ßy  +  (r/  cos  y)* 

h)    —  =  V(d  ros  /)»  +  {d  cos  my  -f  (rf  f  os  n)» 

^  =  V(rf  6'os  A)2  +  (rf  cos  fi)2  +  (f/  cos  vy 


i)        = 


j) 


COSk     rUSjLt  CO.SV 

d  cos  a       dcosß       d  cos  y 
cosl 


cos  m 


cos  ß  dcos  y  —  cos  yd  cos  ß      cos  y  d  cos  u  —  cos  u  d  cos  y 

cos  n 
cos  a  d  cos  ß  —  cos  ß  d  cos  y 


cosk 
d  cos  l 


cos  jLC.      COS  V 

dcosm       dcos  71 


cos  tt 


cos  m  d  cos  n  —  cos  n  d  cos  m 

cosß 
cos nd  cosl  —  cos l  dcosn 

cos  Y 
cos  1  d  cos  m  —  cos  m  d  cos  1 


k) 


l) 


m) 


dcosl 


d  cos  m       d  cos  n 


d  cos  a       dcosß        d  cos  y 


r 


cosa 


cosa 


d  cos  ß  cos  m 
dcosy  cosn 

cosy  

cosm  dcosm 
cos  n  d  cos  n 

cosy  

r 


cos  ß    

d  cos  a  cos  l 
dcosß  cosm 

cos  ß    

r 

cosl  dcosl 
cos  m  d  cos  m 


dcosy  cosn 
dcosa  cosl 


cosn  dcosn 
cos l   dcosl 
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n) 


q) 


r) 


8) 


eosl 
9 


cosn 

,  cosl 

o) = 

cosm  

r 

cosn  

r 


p)    dcosk  = 


cosß  dcosß 
€08  y  dcosy 
cosy  dcosy 
cosa  dcosa 
cosa  dcoscc 
cosß  dcosß 
cosß  dcosm 
cosy  dcosn 
cosy  dcosn 
cosa  dcosl 
cosa  dcosl 
cosß  dcosm 
cos  l        cos a 


Q    ' 
dcosv  = 


d  cos  jLC.  = 


cosm 


cosß 


cos  n 


dcosß  d^cosß 
dcosy  d^cosy 
dcosy  d^cosy 
dcosa  d^cosa 
dcosa  d^cosa 
d  cos  ß  d^  cos  y 
dcosm  d'^cosm 
d  cos  n   d'^  cos  n 

dcosn  d^cosn 
d cos  1    d^ cos  1 

m 

d  cos  l    d^  cos  1 
dcosm  d^cosm 

cosfi  dcosn 
cosv  dcosv 

cosv  dcosv 
cosl  dcosk 

cosX  dcosk 
cos  II  dcos(i 


1    icosa    , 

_  J_  Icos  ß 
~  pM    r 


cos  y 


cosl 


+ 


cos  m  ] 

9 
cos  n 


1   jcosl    , 


1    {cosa    ,    cosh 

r2  [~       '       qT 


1      IcOSß     ,      rO»SM| 


1    ff OS  y 


cos  a    , 


r 

cosl 


+ 


cos 


9 


'-] 


cosß        cosm' 


cos  y       cos  n 

r  (f 
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Seien  j>,  g,  r  die  Richtungswinkel  der  Rectiticante,  so  wird 
cosp  cos  a        cos  1      cos  q  cos  ß  _,    cos  m 

^   ~W        ~  +  "^'    IT  ~  "T~  +  "V" 

cos  r        cos  y    ,    cos  v 

Diese  Formeln  sind  entnommen  der  lesenswerthen  Abhand- 
lung von  E.  Catalan:  „Theorie  analytique  des  lignes  a  double 
courboure",  Mem.  de  la  societ.  royale  des  scienc.  de  Liege,  IL  Ser., 
Tom.  VI,  (1877).  Daselbst  finden  sich  noch  viele  andere  Re- 
lationen. 

lieber  Curventheorie  handeln:  Joachimsthal,  Anwendung 
der  Dift-  und  Integralrechnung  etc.,  Leipzig  1881.  Salmon- 
Fi edler,  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  Leipzig  1880. 
Monge,  Applicat.  de  1' Analyse  ä  la  Geometrie,  5.  6d.  annot. 
p.  Liouville,  Paris  1850.  Viele  Theoreme  sind  auch  in  der 
analytischen  Mechanik  von  Somoff  d.  v.  Ziewet,  Leipzig  1879, 
zu  finden. 


B.    Beurtheilung  der  Ilaumcurven. 

Aendert  ein  bewegter  Punkt  in  einem  Punkte  der  Curve  den 
Sinn  seiner  Bewegung,  so  heisst  dieser  Curvenpunkt  ein  Rück- 
kehrpunkt.  Aendert  eine  Tangente  den  Sinn  ihrer  Drehung 
in  der  Schmiegungsebene,  so  heisst  sie  eine  Rückkehrtangente; 
ändert  die  Schmiegungsebene  den  Sinn  ihrer  Drehung  um  die 
Tangente,  so  heisst  sie  eine  Rückkehr  ebene  dieser  Curve. 

Hinsichtlich  dieser  Elemente  sind  acht  Combinationen  mög- 
lich. Bezeichne  r,  dass  ein  Element  ein  Rückkehrelement,  0,  dass 
dasselbe  kein  Rückkehrelquient  ist,  sei  ferner  P  =  Punkt,  T  = 
Tangente,  jS  =  Schmiegungsebene,  so  giebt  folgende  Tafel  das 
Verhalten  der  Curve: 
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^  ds       ds        ds      ds  f/.s*'    ds       ds       ds       äs 

=  d—     ^d^^^^d^  —  =  d  — 
rif.s2'    ds       ds       ds       ds  ds^ 

,ox    i.d^       dsd'^x  —  dxd^s        2dK^   ,dx 

13)     rf2  -;-   =  5— -: d  t— 

^        ds  ds'^  ds        ds 

^^dy_  dsd^y  —  dydH  _  2  —  d  ^ 
ds  ds^  ds      ds 

j^dz       dsd^z  —  dzd^s       ^d'^Sjdz 
ds  ds^  ds       ds 

14)  X«  +  72  +  Z»  =  ^' 

15)  d^a:«  +  d««/2  +  d«;?»  —  d^s«  =  ^ 

-)  (^  '^' + ("  ^y + (^  ^)' = ^'   ■ 

17)  dX  =  dyd^g  —  ded»y,  d  Y  =  dzd^x  —  da;d»«, 

dZ  =:  dxd^y  —  dyd^x 

18)  Xda;  +  Ydy  +  Zd^r  =  0 

19)  Xd*x  4-  rd«y  +  Zd^e  —  0 

20)  Xd  ^  +  Td  ^  +  Zrf  ^  =  0 

öS    '  as    '  as 

21)  X'd»«  +  Y'd*y  ■\-  Z'd^e  =  0 
X'd^x-^  Y'diy-\- Z'd^z  —  O 

22)  dXdx-\-dYdy-{-dZdz  =  0    -. 
dXd'^x  +  d  Yd^y  +  dZff»^  =  0 

23)  X'dp-\-Y-d^-^  z;d  '4^  =  0 
'  ds    '  da    '  ds 

x;d.^+r;d«^  +  z;d«^  =  o 

öS    '  ds    '  ds 

24)  da;d»a;  +  dyd'^y  +  d^d'^r  =  ds d»$  —  — 

25)  d«a;  d'a;  +  d'y  d^y  4-  d^e  d^e  =  dH  dH  +  —  d  — 

9         9 

26)  ^d.'-^  +  ^^d*^  +  ^d3^  =  _^* 
^   ds       ds        ds       ds        ds       ds  p« 
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P 


"^  d.s    '        -^      rf.s    '  ds  Q        Q 

29)   rf^d»^  +  rf^d«^^  +  r7^d^^  =  ^d^ 


30)    rd^  -  Zdy  =  ds^d 


dx 
ds' 


Zdx  —  Xd0  =  ds^d 


dy 
dz 


Xdy  —  Tdx  =  ds^d 


dz 
ds 


31)    Yd^z  —  Zd^y  =  ds^d^sd^^^^dx 

'  ^  ds  Q^ 

Zd^x  -  Xd^z  =  dsUlKs  di^-^^dy 

ds  Q^       ^ 


Xd^y  —  Td^x 


r-r    ,    dz 


j     70     1  dz        ds^  j 
dsd^s  d  r= dz 

d  s  Q^ 

dx 


dy  __       ds^ 


dz 


32)    Frf  ^  —  Zd  ^  =  —  -^  dx,    Zd  y^  -  Xd  V^ 


ds'  ,        V  1  dy        V  i  dz            ds^  j 
= dy,     Xd  v^  —  Yd  -T-  = -dz 


ds 


33)    Te/»  4^  _  2:rf«  ^  = 


dx        ^^  -.^  dz  ds^  ,  dj5/ 


Zd^  :;r:  _  Xd»  , 

ds  d  s 


Q 


9 


Xd^^-Yd^i^=.^^d'll 
as  ds  Q         (} 

34)  d  Ydz  —  dZdy  =  dsd  \ds^d  ^ 


+ 


dxds^ 


ds^  jdx    ,    Xds^        1    ij     1^         7    j,  I    I   dxds^ 

=  od  —  d ^ =  ds  [dsd^x  —  dxd^s\  -A 

Q       ds    ^       r  '  '    "^     p« 


dZdx  -  d  Xd^  =  dsd  (ds^d  ^1  +  ^1^ 

\         ds]    '       9» 

jds^jdy    .    Yds'^        i    i  j    j.,          ?     7a   .    i    dyds* 
=  od  —  d-j^  -\ =  d s  d s d'< w  —  d y d^ s    H '-^ 


rfXdy  —  drd:r  =  dsd[d.s2d  ^1  + 


9 

dzd  s* 


.ds^jdz    ,    Zds^        j    ,  I     7«         7     7»   I    I    dzds* 

=  od  —  d  T =  ds  \dsd^z—d zd^s\  -1 

Q       ds    ^       r  '  '  Q^ 

35* 
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35)   d 


ds^    ds 


dz        j    Z 

—  d 


dy J2  ^^  _i_  ^^    ^^* 


ds^    ds 


=  ''f.+ 


T  Z     dx       j  X     dz        n^dy    , 
d^«    ds  ds»    ds  ds    ' 


ds       Q^ 
dy    (W 

ds       Q^ 


d 


X     dy 


,   Y     dx ^j^    i_^^     d^^ 

^     ^  ds  '     ~ 


ds^    ds        ^  ds^    ds 
36)   Xd^x  +  Td^y  +  Zd^z  = 

ds^ 


ds 
ds^ 


Q 


37)    YdZ-  Zdr=dj: 


ds« 


„    ZdX  -  XdZ  =  dy       ,, 


XdY-  YdX  =  dz 


ds^ 


38)    rZ'  -  Zr'  =  d«a; 


dsg 


ZX'  —  XZ'  =  d«y 


XF'  -  rx'  =  d9^ 


d£« 
rp« 


39)    Xda:3  +  Fdy»  +  Zd^a  =  X'da:  +  Fdy  +  Z'dz 

=  —  (dXd^a;  +  d  rd«fy  +  dZd^;?)  =  d^Xdx  +  d*rdy 

-4-  d*Zrf^ 
=  Xd^x  -  dXd^o^H-  X'drr 

.      =  Yd^y  -  drd2«/+  Tdy 

=  Zd3^  —  dZd^ißf  -^Z'dz=  ^^' 


rp 


2 


40)  Xd3^  — dXd2i/-j-X'di/  =  0,  Xd^^  — dXd2j?  +  X'dj  =  0 
und  die  analogen  für  Y  und  Z. 

41)  Xd3s -dXd2s+ X'ds  =  ^jx  +  ^^^'j 

Yd^s  -  d  rd^s  +  Tds  =  ^'  {r+  ^^^'j 

Zd^s  -  dZd^s  +  Z'ds:=.  %  {Z  +  ^^\ 

dyds^ 


42)  x;  =  l(x  +  !^^^* 


r:  =  —  ^  F  -I- 


} 

z;  =  1  |z  +  l£if!l 

pM     '       r     J 


r 
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44)  X'  ^+r;^  +  z;^  =  ^ 

^       *    rts    '  ds  ds         Q^r 

45)  XXs+  yy:  +  zz's=^ 

V  ^?/        ^,dx_ds^^dz 
ds  ds         o*      as 


"^  rp*     ds  TQ^     ds 

rg^     ds 
,  da; 

iQ^    v^^^        7'^^y  —  ^^^  j^_ ?I 

48)  J: » »  -T Zsd  ^  =  ——  a  — ^ 

^  ds  ds         Q^  ds 

,dy 

ds  ds         Q^  ds 

d  ^ 
v^^y        vj^^       ^^^^^     ^^ 
ds  ds         Q^  ds 

49)  d  3-7  =  d    .  ^    .      ^    .        =  —  -^  d  :r-» 
^        ds»  y^c»  _|_  ya  _j_  ^2  r      ds' 

ds3  r      ds         ds^  r      ds 

^dy  j  d£  ^  dz         ^  dy 

^      ds  ds  ds        '     ds  ds^     ' 

und  die  beiden  analogen  Formeln  für  Y«,  Z,. 

d—  d  ^^ 

etx    j         ^s         Q    ^        dx      j^     ds        9     Y        du 

51)   d-  — j =  -^  -=— ,    d  — 5 —  =z  ^  —- ^^ 

'  ds  r  ds^         Q  ds  r  ds^         q 

1  — 
-.         ds  Q    Z         dz 

ds  r  ds'^        Q 
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52)  d*  Jf  =  ^  (-^  _  ^1  +    *   dl£.d  ^ 
ds         Q   \rds^         p  J    '    as       q        ds 

^2  dy  _  ds  jgY  _dy\    i9_d—.d^ 
ds         Q   \rds^         gi'^ds       g        ds 

j^  dz        ds  {  qZ        dz\    .     Q    ,ds    j  dz 
ds         Q   [rds^         g  ]    *    ds       g        ds 


53 


54 


00 


56 


57 


58 


59 


60 


61 


62 


{"•  ID+'C"'  k'+l^'  '^M"  t)'=  '^'  {}■ +7' 


ds^ 
g^r 


as       ds        ds       ds    ^    ds       ds 


^ds    ,d£ g   ^ds^ 

g        g  ds      g^ 


X   ^,  dx    ,      r  ,7,  dy    ,     ^    «  dz  _  ds^ 


d'^  +  ^.d^^+^,d 


ds^       ds    '    ds^       ds    '    ds^       ds        g^r 

d  Xd'  ^  +  dYd^p--4^d  Zd^  ^  =  2dU  ^ 
ds    '  ds    '  ds  9*r 

j    X     jodx    .     T    Y    j.,  di/    ,     ,    Z     j«d;8r         ^ 


ds*       ds    '       ds'^       ds    ^       ds^       ds 

T f-  Yd»  ^  4-  Zd^  -^  =  dsKd  — 5 

ds  ds    '  ds  rg^ 


ds    ^  ds    ^  ds         g^       r  g^r^      g 

,v       gXjds^      ds'^  jdx      ,^       gY  ^ds^      ds^  jdy 

dX  =  Vt« d-T-,    dY  =  Vrd a^n 

ds^       g  r      ds  ds^       g         r      äs 

j  r,       gZ  jds^       ds^  ^dz 
ds^       g  r       ds 

cos   j  v       dx^ds'^    ,    gX^ds^        g^X^.ds^    ,    dxds^.Q 
'^  ds     rp»    '    ds3      p8  ds»        p3     i        ps         r 

j  V'_^2/ j^s3        p  r^dsa_  g^r;  ^yds3    ,    dyds^^l 
"*  ^' -  d7  "^  ;^2  +  di?  «^ -^  -  "dTT  ^ -^  + -;^  «  r 

ds     rp3    '    ds^      ps  ds»        p3     i        ^s         r 
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64)      Y'.dZ:  -  Zsd  Y^  =  ^d^'di^ 

^  q''       r       ds 

Z*t dXf  —  XfdZi  =  — —  d^*  d  v^ 

Q^       r       ds 

X:dY:-  Y'.dZs  =  ^d^.di^ 

p*       r       ds 

Sei 

1.-1  +  1 

so  ^rd 

65)    rf.-^  =  d-^-^,  d.-^  =  d-^^, 


-)(''-^)'+(^-^)*+(4)'='"'' 


(>a  +  r7        \C>^4-r« 


67)    dx-d^i^=-il|^d^ 

r  r 


dz-d^l^  =  -X^d 


ds 


ds-d^  ^''      d£ 


r 


68)    XdX-\-  YdY-^-ZdZ=—^d  — 
-^{Xdx+ydr+zdZ}--- 

70)  dx»  +  dr«  +  dz«  =  .^4-(d^7 

71)  rf  x;»  +  d  y;«  +  dz:^  =  (d  ^)'  +  (d  ^y 
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ds  f  p  X 

ds  Q 

^^dy^ds_< 
ds  Q 

ds 


■V 


/'/t: 


/ 


fs 


:;^-- 


53)   ( 
54) 


d«? 


.....  >>•■ 


'*'rf^ 


'^  9  r      ds 

Z  dq         \    ,As 

31^  Q         r     ds 


(d  JS 


US-X  =  ll^^'-t 


7ß)^s^ds^       ds*     ds^'~  rQ^' 


Q 


/    ^  JL  x^   j    Z  d\j        -.*,^  ^, 

^  d--r-. 5-:;  a  T-^.  =  — ^,     T-::d^-^  —  — ^d 


ds3"'ds3 


rp^'    ds*     ds» 


-7—:  <*  T— : 

ds»     ds3 


76)^  = 


04)' +(4:/  ^  (ÄM^If)' 

ds^  —  dx^ 


d  s^  —  dy* 


ds^  -  de'' 

—  — +  d^^d  — 
_-v    1    ds^  ds^  ds       ds 

p2 


d«/  d;s 
ds^'ds«    •"      ds 


^  Jf         ,d£   ,dx 
ds^ds^+      ds      rf.s 
dje:  da; 


dy 
ds 


dx  dy 

Diese  Formeln  sind  entnommen  dem  Tom.  18,  Cah.  30  des 
Journ.  de  Tecole  royale  polytechnique.  (Snt-Venant  Mem.  sur 
les  lignes  courbes  non  planes.) 


I 

I 
I 
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D.    Rectification  der  Raumcurven. 
y   Das  Bogenelement  einer  Raumcurve  ist  gegeben  durch 

oder  wenn 

a:  =  M  cos  CO,    y  •=  u  sin  w 

gesetzt  wird,  durch 

ds^^dz^-^'du'  +  le^do^ 
oder  wenn 

u  =z  rcos^^    z  •=  r  sin  -9-, 
also 

X  =  rcosd"  cos  cö,    y  =  r  cos  d"  sin  (o 

gesetzt  wird: 

ds^  =  dr^  -f  r^d-Ö-a  -f  r^cos^%'dio\ 
2)   Sei 

y=<p{x\    z  =  ^{x) 

die  Gleichung  der  Raumcurve,  so  wird 

s  =  i  dxVi  +  9\xy  4-  ^'  (^)'. 

Wird 

M  =  g?  (^),     oj  =  ^  (;er) 

als  Gleichung  der  Curve  gegeben,  so  ist 

;?       ^ 

Ist  endlich  r  =  g?('ö'),  oj  =  ^ ('&•),  so  folgt: 
<?  =  Td  ^  Vqp  0^)'  +  g?'  C-^)^  +  (9  (^)  t^'  W  cos  -O-}». 

§.  170. 
Theorie  der  Flächen. 

L 

1)  Gleichung  einer  Fläche: 

I.    F{x,y,z)  =  0 
II.    z=f  {x,  y). 
III.    X  =/(u^  v),    j/  =  g? (m,  «?),    z  =  rl> (w,  t;). 
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72) 

,   X         qX  ^  ds 
ds^       ds^       Q 

ds  jdx 
r       ds 

^    Y        QY^ds 
ds^       ds^       Q 

ds  ^dy 
r      ds 

^    Z        Q^  ^^^ 
ds^       ds^      Q 

ds  jdz 

d-7— 

r      ds 

_  V    ■>  X               X    dp        1    ^dx 
73)  d  -ft_  =  —  -j—  .5iic d 

'       OS'  ds*    Q         r      ds 


d^  =  -JLi9 

ds*  ds*   Q 


dy 


--d  , 
r      ds 


ds* 


Z  dg 1  jdg 

ds*   9  r      ds 


^')  K^T^*)  +('^57.)  +(^^5^1)  =?^|7^  +  -^ 


-^  ds»     ds»       ds» 


'*J7»~i^« 


Z^  ^  X  ^  _X^  /£  •^  '^y 


d^- 


^d^ 


d^ 


ds»     ds^       ds^     ds^        tq^'    ds^     ds^       ds^     ds^        rg^ 


'6)^ 


04)' +(4:/  Q'+C"^)' 


ds^  —  dx^ 

04)' +(4)' 

ds*  —  d«» 


ds^  —  dy' 


«^x    _  J_  _  ds^  ds^ 


Z     ,     ,  d «     ,  d  ;2r 


ds 


di^dT^  +  '^dl"'* 


ds 


dy  dz 


dz  dx 


X    Xa-dl£   /7^ 

ds^'ds»"^     ds        ds 


da;  dy 

Diese  Formeln  sind  entnommen  dem  Tom.  18,  Cah.  30  des 
Joum.  de  Tecole  royale  polytechnique.  (Snt-Venant  Mem.  sur 
les  lignes  courbes  non  planes.) 
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D.    Kectification   der  Raumcurven. 

1)  Das  Bogenelement  einer  Raumcurve  ist  gegeben  durch 

ds2  =  dx^  +  dy^  -{-dz'', 
oder  wenn 

X  ^=  u  cos  ö},    y  =  u  sin  oj 

gesetzt  wird,  durch 

ds^  =  dz^-^du^  +  u^dG}^, 
oder  wenn 

u  =  rcosd^,    z  =.  r sin ^, 
also 

X  =  rcosd^  cosG),    y  =  r cos  d"  sin (o 

gesetzt  wird: 

ds""  =  dr^  +  r^d^^  -f  r^cos^d-dto\ 

2)  Sei 

y=(p(x),    z  =  il}(x) 

die  Gleichung  der  Raumcurve,  so  wird 


/ 


s  = 

Wird 

u  =  q>  {z\     ca  =  ilf(z) 

als  Gleichung  der  Curve  gegeben,  so  ist 
s 
Ist  endlich  r  r=  (p(d'),  o  =  ^(O-),  so  folgt: 


=J  <i^  Vl  +  9'(^)*+{«P(-?)i^'(-?)}» 


■/ 


s=       d  0-  Vy  (^)2  +  9'  (^)»  +  { 9  (^)  ^Z^'  (^)  cos  0-} «. 


§.  170. 

Theorie  der  Flächen. 

L 

1)   Gleichung  einer  Fläche: 

I.    F(x,y,z)  =  0 
II.    z  =f  (x,  y). 
111.   X  =f  (m,  t7),    y  =  (p  (w,  t^),    z  =  if(u^  v). 


554  Fläohen. 

2)   Bezeichnungen: 

dz  dz 

|2 


z 


dj^ d^z       . Sg b'* 

^  _dp_dg  _    d^z 
d y  '^  dx       dxdy 

3^  v-^J^^     w^^F     j,_dF 

^^  ^'-dl^   ^'-07'    ^»-37 

F     _   ^'^       TT  W  »*^ 


etc. 

4)  Gleichung  der  Tangentialebene: 

E  —  ^  =  i>(f  —  ^)  +  «(^  —  2/> 

5)  Gleichung  der  Normale: 

^  —  x  _ri  -^  y  _t  -^  z 
F,      -     F,     -     F,    ' 

Seien  A,  ft,  v  diejenigen  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den 
Axen  einschliesst,  so  wird: 

cösl  =  UFi,    cosfi  =  ÜF^,    cosv  =  UF^, 
wobei 

Jp   =  i'j    +  2*2   +  F^' 

Oder  in  zweiter  Form 

e  -  ^  =  -  -  (S  ~  o;)  =  —  -  (ly  -  y). 
Mit  den  Winkeln 

1        i>  ^  1 

X  *^  X  X 

wobei  

x  =  Vl+l>»  +  g^ 

6)  Die  Fläche  z  =  f  {x,  y)  wird   von   der  Tangentialebene 
berührt  oder  geschnitten,  je  nachdem 


rt  —  s 


2 


s»- 


Ist  die  Fläche  unter  der  Form  F  (a;,  y,  z)  =  0  gegeben,  so 
setze  man 
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Fu   ^u   ^13 

^  =       Fii    -^32    -P93 

-fl8    ^32    -^38 

sodann 

B  —  1^  1^  +  F2  ^  4-  F?  -^  4-  R  F,  -^ 

^^  8Fn^     '  8i^22  ^     '8^33  ^^*^«  dF^, 

Es  berührt  sodann  die  Tangentialebene  die  Fläche,  wenn 
B  ^  0,  schneidet  dagegen,  wenn  ü  -<  0. 

7)  Der  Meusnier'sche  Satz.  Legt  man  durch  eine  Tan- 
gente einer  Fläche  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  normal  zur 
Tangentialebene  steht,  die  andere  mit  ihr  einen  Winkel  g?  bil- 
det, so  sind  die  beiden  Krümmungsradien  q  und  Qi  durch  die 
Gleichung 

verbunden. 

8)  Der  Euler'sche  Satz.  Legt  man  in  einem  Punkte  der 
Fläche  sämmtliche  Normalebenen,  und  bezeichnet  den  grössten 
Krümmungsradius  dieser  Schnitte  mit  Ei,  den  kleinsten  mit  Ji,, 
so  ist  der  Radius  R  eines  dritten  Schnittes,  dessen  Tangente  mit 
der  x-Axe  einen  Winkel  9  bildet,  gegeben  durch 

9)  Denkt  man  sich  auf  der  Normale  eines  Punktes  einen 
zweiten  Punkt  angenommen,  welcher  von  dem  gegebenen  ernen 
unendlich  kleinen  Abstand  8  besitzt,  und  legt  durch  diesen  eine 
Ebene  JL  zur  Normale,  so  wird  diese  die  Fläche  in  einer  Curve 
schneiden,  welche  nach  Dupin  den  Namen  indicatorische 
Linie  führt. 

Sei  i2=f(xy)  die  Gleichung  der  Fläche,  seien  ferner 

^"  +  «1    y  +  ß^    ^  -^r  Y 
die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  der  Normalschnitt  und 
die  indicatorische  Linie  einander  treffen,  so  wird 

oder 


5ö6 
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ÜieKe  Gleichung  stellt  im  Allgemeinen  eine  {"lache  zweiten 
Grades  dar,  die  sogenannte  osculatorische  Fläche  zweiter 
Ordnung. 

Es  können  nun  drei  Fälle  eintreten: 

I.    r  f  ~  s*  >  0.    Indicatorische  Linie  ist  eine  Ellipse,  die 
osculatorische  Fläche  ein  elliptisches  Paraboloid. 

IL    rt  —  5*  <C  0.    Indicatorische  Linie  eine  Hyperbel,  die 
osculatorische  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

HL  rt  —  s^  =  0.  Indicatorische  Linie  degenerirt  in  zwei 
Gerade,  die  ||  sind,  die  osculatorische  Fläche  wird  eine 
C/ylinderfläche.    (Vergl.  9.) 

Wird  die  indicatorische  Linie  ein  Kreis,  so  entsteht  ein  so- 
genannter Nabelpunkt,  es  muss  sodann  die  Doppelgleichung  be- 
stehen : 

1  +p^  _p(i  _  1  +  gy 

r  s  t      ' 

In  solchen  Punkten  haben  alle  Nonnalschnitte  dieselbe  Krüm- 
mung. 

{))  Seien  nun  P  und  Pi  zwei  benachbarte  Punkte,  so  ist  die 
Gleichung  der  durch  die  Tangente  PPi  gehenden  Normalebene 


F,  dz 


+  in-y) 


F^dz 
F,  dx 


+  (S  -  ^) 


t\  dx 
F,dy 


=  0 


oder 

10)  Conjuj^irte  Durchmesser  der  indicatorischen  Linie  bilden 
coiyugirte  Tangenten.  Die  Gleichung  der  zu  PPj  conjugirten 
Tangente  ist: 

I  —  >r  _  n  —  // I  —  r 

'h\dh\  -  I\dl\  -  I\dt\  -  i\dt\  -  t\dF^  —  F,dF, 

oder 

I  —  *  _  _  '/  —  y  _      g  —  ^ 

dq  dp  P^f'i  —  9^P 

W)  Unter  Haupt  normalschnitten  versteht  man  NormAl- 
schuitto  xwoior  ix^njugirter  Tansrenten,  welche  zu  einander  _ 
stehen«  also  Axeu  der  indicatorischen  Linie  sind.  Seien  i{,  oihI 
B^  ilio  Krümmungsradien  der  l^eiden  Haaptnonnabchnitte,  und 
sei  forner. 
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K^  =  F'^  -^  F^  +  F^ 
i  =  -  F,'{F,,  +  F,3}  -  Fi{Fn  +  F,'l  -  Fi{F,,  +  JF„} 

-fll    Fl'2    ^13    -Fl 
Fjl    F22    JF23    1^2 

-^31    -F32    -^33    -^3 

Fl    F,  F3     0 
und  seien  Aj  und  A^  die  beiden  reellen  Wurzeln  von: 

so  findet  man: 


N  = 


üx  -r-i      -'^  =  1~ 

ji^,j^__jtf;    ji 1^ 


IT* 


Für  r  f  —  s*  >►  0  sind  U^  und  JB,  gleichgerichtet,  ^  ist  >  0. 
rt  —  s»  «<  0  haben  JIj  und  iZ^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. 

Wird  2^=0,  so  ist  eine  der  Radien  00  gross,  dann  hat 
die  Tangente  des  einen  Hauptnormalschnittes  mit  der  Fläche 
einen  Contact  zweiter  Ordnung.  Wird  in  jedem  Punkte  ^  =  0, 
so  ist  die  Fläche  eine  abwickelbare. 

Ist  M  =  0*  so  sind  i?i  und  jBj  gleich,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet. 

Die  Grösse  ^  .^    nennt  man  das  Maass  der  Krümmung. 


iJi  Ua 


Wird 


X  = 


P 


r  = 


Vi  +  p2  +  ^2' 


so  wird 

1     _dXdrr_dX    dY_      (rt  -  s») 
UiJij  ""  dx   dy        dy  '  dx  ^  (1  +i)>  +  q}y 
Man  hat  femer 

J_       J_  _  (1  +g')^-2i)gs  +  (l+i>^)^ 

i^i  "^  ii*  (1  +  i>-^  +  (ZV« 

Den  Krümmungsradius  für  einen  Normalschnitt,  dessen  Ebene 
nait  der  Ebene  von  R^  den  Winkel  9  bildet,  giebt  der  Euler'* 
sehe  Satz  (Nr.  8). 
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Die  Ebenen,  die  den  grössten  und  kleinsten  Krümmungs- 
radius enthalten,  stehen  auf  einander  normal. 

12)  Eine  Curve  auf  einer  Fläche,  deren  Normalen  zur  Fläche 
für-  je  zwei  benachbarte  Punkte  der  Curve  sich  schneiden,  wird 
die  Krümmungslinie  genannt.  Ihre  Differentialgleichung  lautet: 

F^      F,       F, 

dx     dy      dg       =0 

dFi   dFj     dF^ 
oder 

{(l  +i>')s  -  pqT]dx^  +  ((1  +i>')^  -  (1  +  g')r]dxdy 

-  {{^  +  q')s-pqt}df  =  0. 
Für  die  Krümmungslinien  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  Krümmungs- 
linien,  welche  sich  in  demselben  rechtwinklig  schneiden. 

ß)  Schneiden  sich  zwei  Flächen  längs  einer  Krümmungslinie 
der  einen  Fläche  unter  einem  rechten  Winkel,  so  ist  der  Schnitt 
auch  eine  Krümmungslinie  der  anderen  Fläche. 

y)  Wenn  drei  Flächen  sich  in  einem  Punkte  rechtwinklig 
durchschneiden,  und  wenn  jedes  Paar  derselben  sich  auch  in  dem 
nächstfolgenden  gemeinschaftlichen  Punkte  rechtwinklig  schneidet, 
so  sind  die  Richtungen  der  Durchschnitte  die  Richtungen  der 
Krümmungslinien  in  jeder  derselben.     (Satz  voa  Dupin.) 

ö)  Ist  eine  Krümmungslinie  eine  ebene  Curve,  so  bildet  die 
Ebene  derselben  und  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  jedem 
ihrer  Punkte  einen  constanten  Winkel  (Satz  von  Joachims- 
thal). 

£)  Längs  einer  jeden  Krümmungslinie  ist  die  Variation  in 
dem  Winkel  zwischen  der  Tangentenebene  der  Fläche  und  der 
osculirenden  Ebene  der  Curve  gleich  dem  Winkel  zwischen  den 
beiden  osculirenden  Ebenen. 

ri)  Ist  eine  Krümmungslinie  zugleich  eine  geodätische,  so 
muss  sie  eben  sein. 

13)  Die  kürzeste  (geodätische)  Linie  auf  einer  Fläche 
hat  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Schmiegungsebene  durch  die  Nor- 
male der  Fläche  geht  in  jedem  Punkte  der  Linie,  d.  h.  der 
Krümmungsradius  ist  zugleich  die  Normale  der  Fläche.  Ihre 
Differentialgleichung  ist: 


Flächen. 

F, 

F,      F, 

dx 

dy      dg 

d^x 

d^y    d^z 
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Berühren  zwei  Flächen  einander,  während  die  Berührungs- 
curve  der  einen  eine  geodätische  Linie  ist,  so  ist  sie  auch  eine 
geodätische  Linie  der  anderen. 

Wenn  die  Normalen  einer  Fläche  längs  einer  geodätischen 
Linie  einer  festen  Ebene  parallel  sind,  so  bilden  die  Tangenten 
der  Curve  mit  einer  festen  Geraden  gleiche  Winkel. 

Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  Fläche  zwei  un- 
endlich nahe  und  gleich  lange  geodätische  Linien  gelegt  sind,  so 
ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  rechtwinklig  zu  beiden. 


IL 

1)  Bisher  haben  wir  die  Gleichung  der  Fläche  unter  den 
Formen  L  und  U.  vorausgesetzt,  nun  wollen  wir  die  wichtigsten 
Formeln  der  Form  UL  zusammenstellen. 

Es  sei  also  die  Gleichung  einer  Fläche  gegeben  durch: 

Beispielsweise  für's  dreiaxige  EUipsoid: 

X  =  a  sin  u  Vi  —  x^sin^v 
y  =s  bcosu  cos  V 


e  =  c  sin  v  Vi  —  (1  —  x^)sinv. 

X  ist  dabei  beliebig,  wird  a  =  6  =  c,  so  erhält  man  die 
analogen  Gleichungen  für  die  Kugel. 

Für  die  Schraubeniläche  wird: 

z  =  d  u^    X  =  vcosu^    y  =  vsinu. 

2)   Wir  wenden  folgende  Abkürzungen  an: 

dy  dz        dy  dz  _    . 
du  dv        dv  du 

dz  dx        dz  dx  _ 
du  dv         dv  du 

dz  dy   _  dx_  dy_ .>, 

du  dv         dv  du 
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cu^    '        du^  du- 

duov  duov  dudv 


m' + (ny + (i^y = ^ 

—  —  M^    8rc,8j^     dz  ^ 

du  dv  ^  du    öv'Swöv 

Of y + (ny + (i^y = * 

so  dass 

ds''  =  dx^  J^dy'-{-  dz'  =  Edu^  +  2Fdudv'^  Gdv^ 

wird. 

3)   Wird  V  =  Constante,  so  erhält  man  eine   fJ-Cnrve,  wird 
u  =  Constante,  so  ergiebt  sich  eine  F-Curve. 

Der  Winkel,  unter  welchem  sich  diese  Curven  schneiden,  sei 

TT,  so  wird 

F 

cos  W  =    . 

Ve.g 

Wird  F  =  0^  so  durchschneiden  sie  sich  rechtwinklig. 
Sind  «,  /J,  y  die  Richtungswinkel  einer  f7-Curve,  «',  ß\  y' 
jene  einer   F-Curve,  so  wird 

dx  dy  dz 

du  a  du  du 

cosa  =  zry=^    cosp  =      . — ,    cosy  = 


Ve'      '^       Ve'  ''  Ve 

dx  dy  d£ 

/         dv             at         dv  ,  dv 

cosa'  =  -77=,  cosp'  =  "77=,  cosy  = 


Vg'       "       Vg'       '  ■*  Vg 

4)  Ein  Oberflächenelement  ist  gegeben  durch: 

dudvVEG  -  F^  =  du  dvVA^  +  B^  +  C^. 

5)  Der  Winkel,  den  eine  beliebige  Curve  C  mit  den  Cur- 
ven U  und  F  einschliesst,  ist  gegeben  durch 
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E  ^JrF 
d  V 
cos  ( C\  U)  = -5 — 

^        dv 

Ep^  +  G 
cosiC\V)=      '*Z 

VG.y- 
dv 

Die  Gleichung  der  Normale  ist 

A      ~      B     ~      C    ' 
ihre  Richtungscosinusse 

ABC 


VA^  +  5*  +  (7'    VA^  +  ^'  +  C^'    Vä^  +  B'  +  C« 
Die  Gleichung  der  Tangentialebene 

(I  -  ar)^  +  (.,  -  y)5  +  (g  -  z)  C  =  0. 


Allgemeine   Eigenschaften   der  Oberflächen   zweiter 

Ordnung. 

1)  Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
durch  neun  Punkte  im  Räume  eindeutig  bestimmt. 

2)  Jede  Ebene  schneidet  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
in  einem  Kegelschnitt. 

3)  Schneiden  sich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  einer 
ebenen  Curve,  so  schneiden  sie  sich  noch  in  einer  zweiten  ebenen 
Curve. 

4)  Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden 
in  zwei  Punkten  geschnitten. 

5)  Zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  eine  Ebene  schnei- 
den sich  in  vier  Punkten. 

6)  Drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden  sich  in  acht 
Punkten. 

7)  Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  sieben 
gegebene  Raumpunkte  gehen,  gehen  zugleich  durch  einen,  durch 
diese  sieben  Punkte  bestimmten  Punkt  hindurch. 

8)  Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  acht  be- 
liebig  gewählte  Punkte   des  Raumes   hindurchgehen,  gehen  im 

Laik»,  maüiem»  Formelnsammlung.  36 
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Allgemeinen  durch  eine  durch  die  acht  Punkte  bestimmte  Raum- 
curve,  in  welcher  sich  je  zwei  von  den  genannten  Oberflächen 
schneiden,  hindurch. 

Hesse,  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Rau- 
mes, 9.  Vorles. 

Pole  und  Polarebenen. 
1)    Wird  in  die  Gleichung 

P  =  Po  -{-  ^Pl 

eingeführt,  so  folgt: 

/oo  +  2A/„,  +AVi,  =0, 
wobei 

^/oo  =  2/(.'ro?/o^oi?o) 

2/oi  =  ^i/'(-^o)  +  yif(yo)  +  ^ifi^o)  4-  PifiPoy 
Man   nennt  zwei   Punkte   harmonische   Pole    der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  wenn  ihre  Verbindungslinie  die  Ober- 
fläche in  zwei  Punkten  schneidet,   die   harmonisch   sind  zu  den 
beiden  Punkten. 

Die  Polarebene  oder  Polare  des  Poles  TqI/oZqPq  ist 

Es  gelten  nun  folgende  Sätze: 

Wenn  ein  Punkt  eine  Ebene  durchläuft,  so  dreht  sich  seine 
Polarebene  um  den  Pol  dieser  Ebene. 

Wenn  ein  Punkt  eine  Gerade  durchläuft,  so  dreht  sich  seine 
Polarebene  um  eine  in  ihr  enthaltene  gerade  Linie. 

Diese  Sätze  lassen  sich  umkehren. 

Eine  Tangentenebene  ist  die  Polarebene  des  Berührungs- 
punktes. Der  Pol  und  die  Schnittlinie  seiner  Polarebene  mit 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmen  den  Tangentenkegel 
der  Oberfläche.  Dieser  ist  der  geometrische  Ort  aller  Tangen- 
ten, die  von  einem  Punkte  an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
gezogen  werden  können. 
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Hesse,  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes, 
10.  Vorles. 

2)  Die  Reciprokalsätze,  die  durch  Vertauschung  von  Punkt- 
in Liniencoordinaten  entstehen,  giebt  Hesse  1.  c.  in  der  11.  und 
12.   Vorlesung.     Sie  sind  etwa  folgende: 

Durch  9  beliebig  gewählte  Tangentenebenen  ist  eine  Ober- 
tiäche  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  bestimmt,  diese  dürfen 
jedoch  nicht  zugleich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  berühren. 

Wenn  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  von  demselben  Tan- 
gentenkegel ringsum  berührt  werden,  so  werden  sie  gleichzeitig 
von  einem  zweiten  Kegel  berührt. 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  sieben  gegebene 
Ebenen  berühren,  berühren  überdies  eine,  durch  diese  sieben 
Ebenen  bestimmte,  achte  Ebene. 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  des  Raumes  lassen  sich  vier 
Ebenen  legen,  welche  zwei  gegebene  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
zugleich  berühren. 

Die  Oberflächen  zweiter  Ordnung  haben  acht  gemeinsame 
Tangentenebenen. 

3)  Die  Mittelpunkte  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
acht  feste  Ebenen  berühren,  liegen  auf  einer  Geraden. 

Die  Mittelpunkte  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  w^elche 
sieben  feste  Ebenen  berühren,  liegen  auf  einer  Ebene. 


und 


Classification  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 
1)   Sei 

+  2  ai  ;r  -f-  2  «2  2^  +  2  fij  ^  -f-  a  =  0 


so  wird 


«11  ^21  «ni 

z/q   =:       «12    «22    «:12 
«13    «23    «33 

I.   ^0  2:  0 
II.    z/o  =  0. 


I.    ^. 


0. 


Es   existirt  ein   Mittelpunkt, 
dinaten,  so  wird 


Seien   iri%^   seine   Coor- 


36' 
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Sei  noch 
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^lll  +   «12^   +   «13  6   +  «1 


0 
0 
0. 


=:^, 


0^22    ^2 

«23    «33 


ri     tti     «i     «3 

«1    «11    «12    «13 

«2    «12    «22    «32 
«3    «13    a^a    «33 

«11    «31 
=  -^111 


=  A 


22  • 


,2 


+S+s->=o 


«13    «33 

So  hat  man:  {«n  >  0  vorausgesetzt} 

1)  ^0  >  0,    ^11  >  0,    -J  <  0    EUipsoid 

«*    •    0*    '     r^ 

2)  ^0  <  0,  oder  ^o  >  0,    ^n  <  0,  und 

I.    ^  <;  0:    Elliptisches  Hyperboloid  oder  das 
Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche 

^2    ^    ft2  c2 

n.    J  =  0:    Kegel 

«2    i-    ja    It    ^2    —   "• 

in.    zi  >  0:     Hyperboloid  mit  zwei  Mantelflächen 
a'        &* 


.2 


772         TT^Tä"         1^=:0. 


IL    ^0  =  0. 

Es  existirt  kein  Mittelpunkt. 

1)  z^ii  <  0  oder  ^^2  <C  0    Hyperbolisches  Paraboloid 

J2  ^2  «^  —  W 

2)  -^n  >  0  oder  ^^g  >►  0    Elliptisches  Paraboloid 


\i' 


H — 1^  —  «o;  =  0. 


Flächen.  565 

Dazu  kommen  noch  die  Cylinderflächen. 

1)  Der  parabolische  Cylinder 

z^  -^  txx  -\-  ßy  =  0 

2)  Der  elliptische  Cylinder 

^  4- 1!  -  1  =  0 

3)  Der  hyperbolische  Cylinder 

^-^- 1=0 
Anmerkung:    Jede  Gleichung  von  der  Form 

stellt  einen  Kegel  dar. 

Es  kann  endlich  der  Fall  eintreten,  dass  sich  die  Gleichung 
in  zwei  reelle  Factoren  zerlegen  lässt,  darum  stellt  sie  zwei 
Ebenen  dar.  Sodann  müssen  folgende  Bedingungsgleichungen 
bestehen. 

a  {an  o^a  —  «12}  —  «2   !«ii  «2  —  «12  «1  }  +  «i   !«J9  «3  —  «22  «1  }  =  0 

«  {«»2  «33  —  «Is}  —  «3     {^^i2  «a    —  «23  «2   }  +  «2     {«13  «3    —  «33  «2    }  =  0 
»  {»11  «33  —  «is}  —«1     {«33  «1    —  «13  «3   }  +«3     {«13  «1     —  «11  «3    1  =  0 

Muss  man  eine  Gleichung  erst  mit  —  1  multipliciren ,  ehe 
man  eine  der  dargestellten  Formen  erhält,  so  nennt  man  das 
Gebilde  ein  imaginäres,  z.  B. 


(^4.^  +  1!-.  il-o 


stellt  ein  imaginäres  EUipsoid  dar. 

Vergleiche:  Hatten dorf,  Einleitung  in  die  analytische 
Geometrie. 

Eine  andere  allgemeine  Tabelle  zur  Beurtheilung  einer  Fläche 
zweiten  Grades  ist  folgende: 

Sei 

az^  -f"  ^y^  +  '^^^  +  2aia;y  -(-  2bixjs  -}-  2ciyz  -\-  2a.2Z 

+  2  &3  y  +  2  Ca  *r  -f  rf  =  0, 
ferner 

a^^  ^  bc  =  A\    b{  —  ac  =  B\    c/  —  a6  =  C 

Oj  (a,*  —  6  c)  -|-  ^2  (c  Cj  —  ai  61)  -j-  c^  (b  hi  —  cii  q)  =  A 
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h  (b'i  —  ac)  -f  c^i(aai  —  6^)  -|-  c^icci  —  (iibi)  = 

a  6  c  —  aal  —  hb*{  —  c cf  +  *^  ^i  ^i  ^i  =  -D 
a|^'  +  A,^i?'  +  c:}  C  +  2  a.,  i,(cc,  —  %  b,)  +  2a3C,(6ii 

-f  2  62  6*2  (a  ai  —  fci  6*1)  +  d  D  =  -^ 

dC"  +  a6./  —  2ci  0,63  -h  ft«2  =  A 
so  wird: 


—  «iC,) 


7)<  0 

oder 

C"  >  0  und  D  >  0 


I. 

^  >  0  hyp.  Hyperboloid 
und  {J=zO  Kegel 

^  <<  0  ellipt.  Hyperboloid, 


II. 


f^  <  0  Ellipsoid 
C  <  0  und  D  >  0  und  {^  =  0  Ein  Punkt 

^  >  0  Keine  geom.  Bedeutung. 


HI. 


I) 


|6"  >  0  oder  5'  >  0  hyp.  Paraboloid 
^  '^^^  [c  <0     „      2?'  <  0  ellipt.  Paraboloid. 


IV. 

C  =  0  und  D  =  0, 

ferner: 


6" 

>  0  und  B' 

>  0 

und  L  ^ 

0  hyperb.  Cylinder 

6" 

<o 

W 

B' 

<o 

» 

/>^ 

0  ellipt.  Cylinder 

r7' 

—  0 

?? 

£' 

—  0 

parab.  Cylinder 

c 

>o 

« 

I?' 

>o 

n 

L  — 

0  zwei  Ebenen 

c 

>o 

n 

J?' 

<o 

») 

L  — 

0  eine  Gerade 

c 

<o 

?? 

jr 

<o 

n 

L  <  0  keine  geom.  Bedeutung 

V. 
C  =  0  und  2)  =  0,  ferner  C"  =  0  und  B'  =  0  und 


Ci    ^2 

a    «2 


=  0, 


a, 


a    Oo 


=  0 


Flächen.  567 

[  >  0  zwei  parallele  Ebenen 
a|  —  rt  d  -  =0  eine  Ebene 

<;  0  keine  geom.  Bedeutung. 

Diese  Discussion  gilt  nur  für  s  ^  0  und  a  wesentlich  -f-* 
Um  auch  dann  sie  benutzen  zu  können ,  wenn  ^r  =  0,  haben  wir 
z  mit  X  oder  y  zu  verwechseln,  wodurch  wir  eine  neue  Gleichung 
erhalten,  in  welcher  z  ^  0, 

Die  obige  Tafel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn 

a  =  b  =  c  =  0 
wird.    Es  wird  sodann: 
2aixy  -\-  2bixz  -\-  2ciyj3  -^  2 o.^ ^  -|-  2 62 y  +  2 c^ x  -|-  ^^  =  0. 

Diese  Gleichung  drückt  sodann  immer  eine  reelle  Fläche 
aus,  und  zwar  im  Allgemeinen  ein  Hyperboloid,  oder,  wenn  /J:=0, 
einen  Kegel  aus. 

Das  Hyperboloid  wird  ein 

hyperbolisches,  wenn  ^  >  0, 

elliptisches,  „      .^  <C  0. 

Werden  Ui  oder  61  cJder  Ci,  oder  auch  zwei  von  diesen  Grössen 
gleich  Null,  so  haben  wir  ein  hyperbolisches  Paraboloid  vor  uns. 
Sei 

6j  =  0  und  bi  &.2  —  aj  a^  =0, 

so  entsteht  ein  hyperbolischer  Cylinder. 

Ist  Cj  =  0  und  bib.2  —  Ui  o^  =  0,  und  b^d  —  2  a^  c.^  =  0, 
so  haben  wir  zwei  Ebenen,  die  parallel  werden,  wenn  iii  =  0  ist. 

Magnus:  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus 
der  analytischen  Geometrie  des  Raumes,  Berlin  1837. 

I.    Cylinder  flächen. 

Differentialgleichung:    ap  4-^^=1. 
Allgemeine  Gleichung:    ^{x  —  az,  y  —  bz)  =  0. 
Specielle  Fälle: 

1)   Die  Cylinderfläche  soll  durch  die  Curve 
(p  (x,  //,  z)  =  0,     i^(^,  y,  z)  =  0 
gehen.    Man  setze 

X  —  az  =  u^    y  —  bz  =  V. 
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Eliminire  z  aus 

qp  {m  -|-  a^,  V  -\-  bz^  z\  =0 

^{w  +  ^Z'^  «^  +  6-2^,  ^}  =  0, 
wodurch  sich 

«F(M,t;)=rO 
oder 

W{x  —  az^  y  -^  hz)  =:  0 

als  die  verlangte  Gleichung  ergiebt. 
2)  Der  Cylinder  soll  der  Fläche 

qp  {x,  y,  z)  =  0 

umschrieben  sein.  Um  diesen  Fall  auf  den  früheren  zurück- 
zuführen, haben  wir  die  Berührungscurve  zu  suchen.  Diese  ist 
bestimmt  durch  die  Flächengleichung  und  durch 

dx    *        dy         dz 

U.   Kegelflächen. 

Differentialgleichung:  p(x  —  Xq)  -(-  q(y  —  i/o)  =  z  —  z^^ 
dabei  ist  XQy^iZo  die  Spitze  des  Kegels.    . 

Allgemeine  Gleichung: 

X  —  Xq     y  —  yo 


0 


Z  —  Zq        Z  Zq. 


=  0. 


Diß  Spitze  des  Kegels  wird  auch  sein  Mittelpunkt,  die  Er- 
zeugende kurz  Erzeugende  genannt.  Die  Kegelflächen  sind  ab- 
wickelbar. Von  beliebigen  Ebenen  wird  die  Kegelfläche  in  col- 
linearen  und  collinear  liegenden  Curven  geschnitten. 

Die  speciellen  Fälle  werden  wie  oben  durch  die  Substitutionen 


oder 


behandelt. 


X  —  Xo  y  —  «0 

z  —  ^Q  z  —  ^0 


X  =  uz  —  {uz^  —  X^) 
y=oz  —  (vzo  —  2/o) 


III.    Rotationsflächen. 

Differentialgleichung,  wenn  angenommen  wird,  dass  das  Coor- 

dinatensystem  ein  rechtwinkliges  und  die  ^-Axe  die  Rotations- 

axe  ist: 

py  —  qx  =  0, 


r 
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Das  allgemeine  Integral: 
oder 

oder  die  allgemeinste  Form 

(x  -  ay  +  (y  -  6)2  -^  ^2  =  g>  {Ax  4-  By  +  ^}- 
Soll  die  Umdrehungsfläche  durch  die  Rotation  der  Curve 

/i (xyxf)  =  0,    /, (a;y^)  =  0, 
so  hat  man  vier  Gleichungen: 

/i  (^y^)  =  0,    /a  (x  «/-sr)  =  0 

Ax  +  -Bj/  -\-  JS  =  a 

(^  _  a)»  4-  (y  _  J)»  4-  ^«  =  <p  («). 

Aus  diesen  ist  x^  y^  js  zu.  eliminiren,  wodurch  sich  eine  Rela- 
tion zwischen  a  und  9(oe)  ergiebt 

Die  Gleichung  der  Fläche  wird  sodann: 

F{Ax  +  By  -h  ^,  q>[(x  -  ay  +  (y  -  6)^  +  ^^}  =  0. 

Die  willkürliche  Function  kann  auch  dadurch  bestimmt  wer- 
den, dass  die  Rotationsfläche  eine  gegebene  Fläche 

X  (^,  y,  ^)  =  0 

einhüllen  soll.    Diese  Aufgabe  lässt  sich  auf  die  frühere  zurück- 
führen, wenn  man  die  Berührungscurve  bestimmt     Man  bildet 

aus  7  =  0  die  Werthe  -y-,  77-  und  substituirt  sie  in 
'^  ax   oy 

(y  _  j- J8^)-f  —  (x  —  a'-Az)^  =  B(x  —  a)'-A(y  —  b), 
dadurch  ergiebt  sich  eine  zweite  Gleichung: 

wodurch  die  Lösung  auf  den   früher  behandelten  Fall  zurück- 
geführt ist. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades 

aiiX^4-a22y^  +  «33^^  +  2aa3y'3^  +  2ai3^'2f4-2ai3a;yH =  0 

wird  eine  Umdrehungsfläche  bezeichnen,  wenn 

«11 —  «29 —  033 ~       • 

(hz  ^13  "i-i 
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Hat  daher  eiue  von  den  drei  Grössen  033,  a^^,  aij  den  Werth 
Null,  so  muss  noch  eine  zweite  verschwinden,  wenn  die  Fläche 
eine  Rotationsfläche  sein  soll. 


IV.    Conoidflächen. 

Dieselben  werden  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie 
erzeugt,  die  eine  feste  Axe  stets  schneidet  und  zu  einer  Ebene 
immer  parallel  bleibt 

Sei  die  gerade  Linie  die  ^-Axe,  und  die  gegebene  Ebene 
die  ^y-Ebene,  so  wird  die  Differentialgleichung  der  Conoidflächen 

px-{-  qy  =  0, 
und  ihr  Integral 

Die  allgemeinere  Gleichung  lautet 

|i(a^-x)+|i(6^-j/)=0 
und  ihr  Integral 

^  \x  —  az] 

Cono-cuneus  (Wallis  opera,  Tom.  IL,  p.  683  —  699)  a^y^  4-  x^z^ 
—  r*x2  r=  0,  auch  Conoid  genannt.  Weitere  Conoide:  Schrauben- 
fläche z  =  ardagn  — . 

x^ y^  —  a^y^  --  r^z^  =z{)     Keilconoid, 

±^l,^YE±Z±V^±ZZl    Kettenconoid. 

c  "^  c 


V.   Fusspunktflächen. 

Fällt  man  von  einem  festen  Punkte  auf  alle  Berührungs- 
ebenen einer  gegebenen  Fläche  Perpendikel,  so  bilden  die  Fuss- 
punkte  eine  Fläche,  die  sogenannte  Fusspunktfläche. 

Seien  y,  Ä,  k  die  Coordinaten  des  Punktes, 
Xy  y,  z  die  Coordinaten  der  Fläche, 
u,  y,  w  jene  des  Fusspunktes, 

so  hat  man  xyz  zu.  eliminiren  aus 
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-i(u  -  x)  -\-  ^  (v  -  y)  -  {w  -  g)  =  0 

wobei  9  (x,  y,  ^)  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  ist. 
Vergl.  Schlömilch,  Uebungsbuch,  I,  S.  157. 

VI.    Einhüllende  Flächen. 

Sei  die  Gleichung  einer  Fläche 

9  {a?,  2/,  ^,  p\  =  0, 
wobei  p  ein  willkürlicher  Parameter  ist,  so  findet  man  die  Glei- 
chung der  einhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  p  aus: 

9  (^,  y,  ^.  P)  =  0    ^- —  0. 

Aehnlich  wenn  zwei  Parameter  vorkommen.    Die  Curve 

,  =  <,   |£  =  o 

wird  nach  Monge  die  Charakteristik  genannt. 
Eliminirt  mau  p  aus 

.  =  «,    |f  =  0, 

so  ergiebt  sich 

/(Ay.^)  =  0 1) 

Eliminirt  man  dieselbe  Grösse  aus 

dp      ^'    dp^      "' 

so  ergiebt  sich 

F(x,y,;s)  =  0 2) 

Sodann  stellen  die  Gleichungen  1)  und  2)  eine  Raumcurve 
dar,  die  den  geometrischen  Ort  der  Schnittpunkte  zweier  auf  ein- 
ander folgender  Charakteristiken  darstellt  und  Rückkehrkante 
(arete  de  rebroussement)  genannt  wird. 

Vergl.  Monge:  Application  de  l'analyse  ä  la  geometrie, 
V.  Ed.,  p.  29  —  34  Allgemeines  wie  bei  den  einhüllenden 
Curven. 
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VII.    Kegelflächen. 
Sei  a  ein  veränderlicher  Parameter,  so  wird: 

die  allgemeine  Gleichung  der  "Regelflächen.     Eliminirt    man  «, 
so  folgt 

Es  können  zwei  Fälle  eintreten,  entweder  schneiden  sich 
zwei  auf  einander  folgende  Gerade  in  einem  Punkte,  oder  sie 
schneiden  sich  nicht. 

Im  ersteren  Falle  nennt  man  die  Flächen  abwickelbar, 
im  letzteren  windschief. 

Soll  die  Fläche  abwickelbar  sein,  so  muss 

/(«)a:'(a)-9''(«)t^'(«)  =  o 

sein.    Für  diese  Flächen'  wird 

rt  —  s2  =  0, 

und   folglich    ist  jeder  Punkt   dieser   Fläche   ein   parabolischer 
Punkt. 


Sei 


so  wird: 


§.  171. 

Transfonnationsgleioliungeii. 

X  =3  rsinO  cosi> 
y  =  r  sin  0  sin  t 
z  =  rcos  fl, 


1)  r  =  Vx^  +  y2  -f  zS    cos 8  =  —,     fgnt  =  — 

w  X 

2)  dr  =  ^dx-\-^dfj-^  ~dz 

j ,,        cos  0  cos  t^  j       ,    cos  (i  sin  #>   ,  sin  H   , 

d fj  = dx  -i du d z 

r  r  r 

j   .  COS^  ^  r      1  j     V  1    N/H  (^    ,        ,1    cos  ^  j 

d!^  =  — —-{xdy  —  ydx)=  —  —  -^—.dx-\ ^dy 

a;*     ^  ^  r  sind         '    r  smb     ^ 


r 


TranftformAtionsgleichungen.  573 

3)  dx  =  sin  ß  cos tl^  dr  -{-  rcosO  cosif  dO  —  rsinO  sin  ^  d t/; 
dy  =  sind  sin  t  dr  -(-  rcosO  sini^dO  +  rsinOcosil^dt 
dz  =  cos (j  dr  —  r  sin 0  dO 

4)  dx^  +  dy^  -f  d-sr«  =  dr*^  +  r^dd^  +  r^sinUidil;^ 
Sei 


;r 


«  +  *=2' 


so  wird 


5) 


d^ t*  dT  d iL* 

dt^        dp  dt    dt 

^dr  d%    .    ^        .     .    ^d^  dO^      •    o.    •     . 

dt  dt  ^        dt     dt 


—  -37^  **  Stn  -&  cos  ^ 

dt'        dt^  '       dt    dt 

df  dt  dt    dt 


H-TTT  t'coS'ö*  cos^  —  rcosu  sin 
'    d^3 

df2 


■■»♦K^y+c^yi 


dt 

d 


z      d^r       .  .  „dr  d»       .      /d*V     •    *  i  ^*^ 
it  j  dfj  ~  df  dt^dt^d^)^  dP  di> 

t  r-dt] + ^'^«^*  *'«*  w)  =  d7?  8¥  +  dF  jl 


dt 
d 


+ 


d«£    8£ 

dt'  8» 


7) 


Sei  u  eine  Function  von  r,  0  und  ?(^.    Sodann  wird : 

d  u  sin  tlf 


du       du    .    ,.        ,     .    du  cosO  cosil^ 
ox       ör  ör         r 


d^f  rsinO 
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du       du    .,,.,.    du  cos 0  sin  ^    ,    du   cos  i* 

—  =  —  siufj  sin  ilf  -\- 

dy        dr  ^    dr         r  'ö^  rsinO 

du        du        .,        du  sin 0 
dz        er  oö      r 

^^   d'^u        d^u     .  ,.^       Ol     I    n    8'^*^    sind  cos  tt  cos^t* 
^   dx^        dr^  '        drdO  r 

drdi>  r  *"  öF  r» 

_-  o     ^^^^    cosO  sint  cost    ,    d'^ti    sm«^ 


.du  cos^  0  cos^  V'  +  s/w'  ^ 

d  u  (sin^  ^  —  2  sm'  Ö  cos*  ^)  cosO  _.^du  sin  ^  ro,"?  i» 
dH  r^sinO  *"    ä^    r^^«««« 

c^u  8'w    .  „..   .    .        .    1  r^    8«w    sinO  cosd  sintco^i^ 

=  7T-7  sen'Ö sm  i/;  cos ^  +  2 


+ 


dxdy        er'  ^      drdH  r 

,      d^u     cos^  ilf  —  sin^  il;  _.    d^u  cos^Osinif  cost 
'    äTF^  r  ^  80^  r« 

3'  u    (cos'  ^  —  sm'  ^)  cos  Ö       8'  u  st n  ^  cos  ^ 
8Ö8*  r' sin Ö  ä^^    r'sin'Ö 

ö  u  sin^  H  sin  i)  cos  ^ 
""  dr  r 

du  (1 4-2sm'ö)cosösm^cosi^     r)  i«  cos^ilf—sin^ 
"~  8^  r'smö  8^      r^sin^H 

d^u         8'M    .   ^       ,,        ,     ,      8'M  (cosUi  —  sin^ti)cosfl! 

^T— ;t-  =  ^-T  senö  cosß  cos  t  +  ^-— - ' ^- 

dxdz        8r'  ^    drdO  r 


8'  w    cos  0  sin  ^       8'  u  sin  Ö  cos  6  cos  if 


+ 


8r8((;      rsmrt  8Ö»  r« 

8'  M   stn  ^       8  m  stn  Ö  cos  0  cos  ^ 
808^  ~r^  dr  r 

8  M  (cos'  6  —  sin^  Ö)  cos  t 
dH  r^ 


8'ti        8't*    .  o/i    •  «^    I    o    <^***    stnöcosesm'* 

r-7  =  77-5*  sin^Osin^ *  +  2  — -— 

8//'        8r'  '       8r8Ö  r 

^^       8'  w    stn  ^  cos  ^    ,    8' «  cos'  0  si«'  t 
"•"     8r8^         r  '"80^  r» 
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.    ^^    d^u    cos  6  sin  t  cos  ijf  j^  d"^  u    cos^  ^ 


dOdt         r'^ Sinti  '    di^^r^sin^O 

^^  du  cos^ti  sin^il;  -(-  co.s^?^ 
'    c)r  r 

,    8«  (cos^t  —  2sin^6sin^t)cos6       ^  du  sinüf  cos^ 
"*■  ÖÖ  r^miÖ  dt    r^sin^O 

a»ii         ö2|4    .    .,       ^,    .    .    ,     ö^w    (cos^ti  —  sin^e)sin'p 

_,     8*  ti    cos  ö  cos  V'       ö*  w  sm  6  cos  0  sm  ^ 
'    dr'dt     f sin Ö  ^  r« 

9«M    cos^       9m  sind  cosO  sin  ^ 
"~  dOöt    r«     ""-97  r 

8  u  (eos^  6  —  sni*  Ö)  sm  t/^ 

8^  _  8«w  9«ti    Sinti  costi    .    eatism^Ö 

Jz^  ~dr^^^  drdti         r         "•"  80«     r« 

,    8w  sm'#  _\    ()du  Sinti  costi 
"^8r  ~r       '       80        r» 

9)    ^^ — :  4-  TTs  +  ■;t-t  =  rr-  I  f^sm  0  77—  1  +  £t;  (  Sinti  :r7l ) 
^    8 a?«    '    8 2/*  ^  8 ^2        ör  \  drj    ^    dti  \  dtij 


_d_  /    1      8m\ 
'    8if^  VsmÖ  8^ 
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§.  172. 

Die  Maasssysteme. 

A.    Allgemeines. 

Die  physikalischen  Messungen  beziehen  sich  entweder  auf 
eine  Länge  (L)  oder  eine  Masse  (M)  oder  endlich  auf  die  Zeit  (T). 

Das  Resultat  der  Messung  hängt  nicht  nur  von  den  gewählten 
Maasseinheiten,  sondern  auch  von  vielen  anderen  Umständen  ab, 
insbesondere  aber  von  der  Veränderlichkeit  der  Instrumente. 
Unveränderliche  Instrumente  giebt  es  nicht.  Gauss  führte  das 
sogenannte  absolute  Maass  ein,  indem  er  sich  durch  passende 
Gombination  der  Beobachtungen  von  der  Veränderlichkeit  der 
Instrumente  frei  machte. 

In  der  Natur  giebt  es  mehrere  absolute  Einheiten.  Die 
wichtigsten  sind: 

I.    Die   Wellenlänge   einer  bestimmten   Stelle  im 
Sonnenspectrum   {ist  jedoch  nicht  auf  0,000025  mm 
sicher}.    Vergl.  Everett,  phys.  Einheiten,  S.  48. 
II.    Die  Gauss'sche  Constante  der  Gravitation. 

IIL  Das  Weber'sche  c  in  der  Elektricitätslehre. 
[Diese  beiden  Grössen  sind  jedoch  nur  den  Sachverstän- 
digen bekannt.] 

Laska,  mathem.  Formeliuammlang.  37 
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IV.    Die  Länge  des  Secundenpendels  für  einen  bestimm- 
ten Ort   {ist  von  der  Veränderlichkeit  der  Schwerkraft 
abhängig}. 
Maxwell  stellt  die  drei  Grössen  £,  M^  T  mit  Exponenten 
versehen  in  eine  Klammer  und  nennt  den  Ausdruck 

eine  Dimension.     Man  kann  pft  mit  Hilfe  dieser  Dimension 
physikalische  Formeln  ableiten.    Beispiele: 

1)  Angenommen,  wir  wissen,  dass  die  Schwingungsdauer  eines 
Pendelsr  {deren  Dimension  [T]  ist}  abhänge  nur  von  der  Länge I 
{mit  der  Dimension  [L]}  und  der  Beschleunigung  g  {von  der 
Dimension  [Lr—*]},  so  wird,  die  Masse  =  1  genommen, 

(r)  =  {l-gy). 
Nun  ist 

(r)  ==  [T]  =  (l'0y)  =  [L^  Iß  T-^^l 
also 

[rj  -■=:  [Z'+vT-«y], 
woraus 

-  2y  =  1 

X  -\-  y  =  0, 

also 

_  1        _         1 

^  —  "2 '  y  —  ""   2" 

folgt,  wir  haben  daher: 

oder  _ 

,  =  Vi 

^  9 
die  gewöhnliche  Formel. 

2)  Würde  die  Schwingungsdauer  einer  Saite  r  von  der 
Länge  a,  der  Masse  n»,  und  der  Spannung  t  abhängen,  so  hätte  man 

(r)  =  {a'myt^) 
und  zur  Bestimmung  von  x,  y,  z  die  Werthe 

[T]  =  [Jär*+vi/+'r-«*], 

woraus  sich 

1  ,1  .1 


ergiebt,  man  hat  also 


=  l/£^. 
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In  allen  Fällen  können  noch  numerische  Cönstanten  hinzu- 
treten, deren  Dimension  jene  einer  Zahl,  d.  h.  Null  ist 

Bei  derartigen  Bestimmungen'  ist  es  aber  wichtig,  alle  Grössen 
aufzuzählen,  von  denen  die  eine  abhängt. 

Es  ist  die  Dimension 

des  Weges  gleich  [L] 
der  Fläche  „  [L^] 
des  Raumes      „       [L'*]. 

Der  Winkel  als  Kreisbogen  getheilt  durch  den  Halbmesser 
hat  die  Dimension  Null,  d.  h.  er  ist  unabhängig  von  den  gewähl- 
ten Grundeinheiten.    Dasselbe  gilt  von  jeder  Constante. 

B.    Mechanische  Maasse. 

Geschwindigkeit  =  Weg:    Zeit,  [LT-^]    . 
Beschleunigung  =  Geschwindigkeit:  Zeit,  [LT~^] 
Kraft  =  Masse  X  Beschleunigung,  [ML  T-^] 
Arbeit  =  Kraft  X  Weg,  [ML^  T-«] 

Bewegungsgrösse  =  Masse  X  Geschwindigkeit,  [MLT-^] 
Antrieb  =  Kraft  X  Zeit,  [MLT-^] 

Lebendige  Kraft  oder  Energie  =  Masse  X  -^  (Geschwin- 
digkeit)», [ML^  T-2] 
Drehungsmoment  =  Kraft  X  Länge,  [ML^T"^] 
Trägheitsmoment  =  Masse  X  [Länge]^  [ML^] 
Statisches  Moment  =  Kraft  X  Länge,  [ML^T-^] 
Elasticitätsmodul  =  (Gewicht  X  Länge):   (Querschnitt 

X  Verlängerung),  [Jtf  L-^  J-^J 
Torsionscöefficient  =  (Länge  X  Radius  X  Kraft):  (Win- 
kel X  [Halbmesser]*),  [ML-^  T-^] 
Druck  =  Kraft,  [ML  T-»]. 

C.    Magnetische  und  elektrische  Maasse. 

In  der  Elektricität  haben  wir  zwei  Systeme  von  Einheiten. 

L   Das  elektrostatische  Maasssystem,  gegründet  auf  die 
Kraft,  welche  zwischen  zwei  Elektricitätsmengen  wirkt. 

IL  Das  elektromagnetische  Maasssystem,  gegründet  auf 
die  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Magnetpolen  thätig  ist. 

87* 
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Der  Quotient  der  elektrostatischen  Einheit  in  die  dg 
magnetische  ist  immer  eine  Potenz  einer  Oe8chiriDdigkfit.fa 
Werth  nach  Weber  ^' 

=  310740  5^, 

bec. 

also  nahezu  gleich  der  Lichtgeschwindigkeit  im  leetesk 
Diese  Grösse  ist  das  früher  genannte  Weber' scher. 

I.    Statisches  Maass. 

Elektricitätsmenge,  [it  ilfa  2^i]. 

Die  elektrostatische  Einheit  der  Elektricität  ist  jene  ^ 
citätsmenge,  welche  eine  gleichnamige  Menge  in  der  Einl^i 
Entfernung  mit  der  Einheit  der  Kraft  abstösst. 

Elektrische  f Elektricitätsmenge :  Raum,  |_i~**'^"'. 
Dichtigkeit  j  ^  Fläche,  [i-t  Iflr-'l 

Das  Potential  und  die  Potentialdifferenz, 
\l\  :M^  r-0  =  Arbeit  :  Elektricitätsmenge 

Elektrische  Kraft,  {iT^  MJ  T-^- 
Es  ist  dies  die  von  gewissen  elektrischen  Massen  «ßp»* 
auf  die  Einheit  der  positiven  Elektricität  wirkende  Kn/l 

Elektrische  Verschiebung,  \ir^  Jtf*  T^^ 
Ist  jene  Menge  der  positiven  Elektricität,  welche  beiml* 
gang  aus  dem  indifferenten  in  den  elektrischen  ZustaDii.^ 
die  Einheit  der  Fläche  von  der  einen  Seite  der  Flacbe  ii" 
andere  übergeht  in  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft  »* 
Kraft  erzeugt  in  den  Leitern  einen  Strom,  in  dieleWn** 
Medien  nur  eine  Verschiebung. 

Elektrische  Spannung  (Polarisation),  [i'^JT"!  J 

Inductionscoefficient  (Capacität),  [i]  =  0«^ 

menge  :  Potential 
Dielektricitätsconstante  =  Capacität :  Capacital, ['^l 

Stromstärke  =  Elektricitätsmenge  :  Zeit,[i^^^^  ^ 
Widerstand  =  Potentialdifferenz  :  Stromstarte, [/  '" 
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II.    Elektromagnetisches  Maass. 

Menge  des  Magnetismus,  [l»  Jfa   T-*]. 

Einheit  ist  diejenige  Menge  des  freien  Magnetismus,  welche 
gleiche  Menge  in  dem  Abstände  Eins  die  Kraft  Eins  ausübt. 

Magnetisches  Moment,  [L^  M^  T~0  =  freier  Magnetis- 
mus X  Länge 

Magnetisches  Potential,  [i»  M^  T-^J  =  Arbeit :  Menge 
des  freien  Magnetismus 

Magnetische  Intensität  (Stärke  des  magnetischen  Fel- 
des) [L"«  Jf3  T-0. 

Einheit  der  magnetischen  Intensität  ist  dort,  wo  auf  einen 
r  Kraftrichtung  senkrecht  stehenden  Magnet  vom  Moment  Eins 
3  Einheit  des  Drehungsmoments  ausgeübt  wird. 

Elektricitätsmenge  =  Stromstärke  X  Zeit,  [l/ä  J(f  2] 

Stromstärke  =  Magnetisches  Moment : Fläche, [LaJf»  T-^J. 

Die  elektromagnetische  Einheit  der  Stromstärke  hat  jener 
xom,  welcher  die  Fläche  Eins  umfliessend  in  die  Ferne  so  wirkt, 
le  ein  durch  die  Mitte  der  Fläche  gehender,  zur  Stromebene 
inkrechter  Magnet  von  der  Einheit  des  magnetischen  Moments. 

Elektrisches  Potential    {Potentialdifferenz,   elektromoto- 
rische Kraft}  =  Arbeit :  Elektricitätsmenge,  [iäJlf  a  T-^J 
Widerstand  =  Potentialdifferenz  :  Stromstärke,  [LT-^] 
Capacität  =  Elektricitätsmenge  :  Potential,  [L-^  T^] 
Specifischer  Widerstand  [L^T-^]. 

Derjenige  Leiter  hat  die  Einheit  des  specifischen  Wider? 
tandes,  welcher  als  Säule  von  der  Länge  und  dem  Querschnitte 
lins  den  Widerstand  Eins  ergeben  würde. 

Bemerkung.     Die  elektrodynamische  Einheit  (von 

Lmpere  eingeführt)  ist  l/2mal  grösser  als  die  elektromagne- 
ische,  in  Bezug  auf  die  Dimensionen  sind  daher  beide  Maass- 
lysteme  gleichwerthig. 
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D.    Das  praktische  Maasssystem. 

I.  Das  praktische  Maasssystem  (Elektrikercongress  1881) 
basirt  auf  dem  elektromagnetischen.  Es  beruht  auf  den 
Einheiten 

Erdquadrant,  Masse  von  10"-"  Gramm  und  Secunde. 

II.    Gauss  und  Weber,  welche  das  dynamische  System  ein- 
geführt haben,  wählten  als  Grundeinheiten 

Milligramm,  Millimeter  und  die  Secunde. 

III.    Die  Britisch  Association  wählte  auf  den  Vorschlag  von 
William  Thomson 

das  Gramm,  das  Centimeter  und  die  Secunde. 

Die  folgende  Tafel  giebt  das  Verhältniss  dieser  Systeme. 


Grössen 

Dimension 

I. 

1 
IL                    ilL 

1 

Länge    

Zeit 

Masse 

Capacität  .... 
Elektricität .    .   . 

Strom 

Widerstand  .    .   . 
Elektromotoinsche 
Kraft 

Arbeit 

L 
T 
M 

C 
E 

W 

K 

A 

1 

{JA 

[T] 
[M] 

[L-i  r«] 
[L  r-»] 

rat         T 

Erdquadrant 
Secunde 
10-»  g 

Farad 

Coulomb 

Ampere 
Ohm 

Volt 
Watt 

1 
10-^®  [L]  (mm) 

l(^[M](mg) 
10-^®  C 

* 

10  J5 

10/ 
XO^^W 

10*  A 
lOM 

10-'  [X] 

[T] 
[10"  M] 

\0~^  C 

10  ^  E 

10-'  J 
10»  W 

10«  A 
lOM 

Man  merke  insbesondere: 

1)  Ein  Coulomb  ist  jene  Elektricitätsmenge,  welche  durch 
einen  Querschnitt  des  Leiters  in  der  Secunde  Üiessend  ein  Am- 
pere erzeugt. 

2)  Ist  in  einem  geschlossenen  galvanischen  Element  die 
elektromotorische  Kraft  gleich  1  Volt  und  der  Widerstand  gleich 
1  Ohm,  so  ist  die  Stromstärke  gleich  1  Ampere,  oder 

1  Ampere  =  y-^ —    (Ohm's  Gesetz). 
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3)  Ein  Condensator,  der  die  Capacität  von  1  Farad  hat, 
¥rird  durch  die  Ladung  von  1  Coulomb  auf  das  Potential  von 
1  Volt  gehoben. 

4)  Ein  Watt  =  Ein  Ampere  X  Ei^  Volt  (Joule'sches 
Gesetz). 

Für  die  Verwandlung  beachte  man  folgende  Tafel,  die  durch 
die  angeführten  Beispiele  sofort  verständlich  wird. 


Bei  der 

auf 

VerwftTifilung 

I 

m 

11. 

III. 

1 

I. 

10» 

100 

10-10 

10"^ 

10» 

10-" 

von  l 

IL 

101« 

10» 

10® 

10» 

101 

10-» 

l 

III. 

10-» 

101 1 

10-^ 

103 

100 

10» 

ist  z 
pl: 

a  multi- 
Lciren 

L 

M 

L 

M 

L 

M 

Beispiel.  Bei  der  Verwandlung  von  II.  auf  III.  hat  man 
die  Länge  (L)  zu  multipliciren  mit  lOi,  und  die  Masse  (M)  mit 
10~»,  so  dass  z.  B. 

[iJ'My]  im  System  II.  gleich  wird: 
10*- 8»  [L'My]  im  System  IIL 

Die  Zeiteinheit  ist  in  allen  Systemen  dieselbe. 

Fernere  Beispiele.  Nehmen  wir  an,  wir  hätten  in  III. 
für  die  Kraft  (mit  der  Dimension:  [LMT-^])  die  Zahl  1  erhal- 
ten, so  erhalten  wir  in  I. 

10-»  X  10»!  =  100. 

Umgekehrt  hätten  wir  in  I.  für  die  Arbeit  (mit  der  Dimen- 
sion [LaJfT-^])  die  Zahl  10"'  erhalten,  so  erhalten  wir  in  III. 
10-'  X  10»-^  X  10-"  =  10-7+18-11  =  1. 

Unter  einer  Sie  mens -Einheit  versteht  man  den  Widerstand 
einer  Quecksilbersäule  von  1  m  Länge  und  1  qmm  Querschnitt. 

Jacobi's  Einheit  entspricht  der  Stärke  des  Stromes,  wel- 
cher beim  Durchgang  durch  das  Wasser  in  einer  Minute  1  ccm 
Knallgas  liefert. 

Die  Stromstärke  1  Ampere  =  0,1  [cm,  g]  =  10 [mm,  mg] 
zersetzt  in  einer  Secunde  0,0933  mg  Wasser. 

Die  Literatur  findet  man  ziemlich  vollständig  in:  Everett's 
Physikalischen  Einheiten  und  Constanten.    Leipzig  1888. 
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§.  173. 

Sphärische  Astronomie. 

Die  Erde  bewegt  sich  um  die  Sonne  in  einer  Ellipse  und 
dreht  sich  um  eine  Axe,  die  gegen  die  Ebene  dieser  Ellipse 
(Ekliptik)  geneigt  ist.  Demzufolge  erhalten  wir  zur  Fbdrung 
der  Objecte  ein  dreifaches  Coordinatensystem. 

Die  Fundamentalebene  des  ersten  ist  der  Horizont  des 
Beobachtungsortes,  sein  Culminationspunkt  das  Zenith.  (Fig.  1.) 

Fig.  1. 


Ort  der  Beobachtung. 


Ebene 


Die  Fundamentalebene  des  zweiten  ist  die  Ebene  des  Aequa- 
tors  und  sein  Culminationspunkt  der  Pol,  d.  b.  der  Schnitt- 

Fig.  2. 


SrÜaehte. 
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punkt  der  scheinbaren  Himmelskugel  mit  der  Verlängerung  der 
Rotaüonsaxe  der  Erde.    (Fig.  2.) 

Das  dritte  Coordinatensystem  bat  zur  Fundamentalebene  die 
Ebene  der  Ekliptik,  und  zum  Culminationspunkt  den  Pol  der 
Ekliptik.    (Fig.  3.) 

Fig.  3. 


EkUptik 


BeobaOUungsort. 


Ebtnt  der  Brdbahn, 


Schiefe  der  Skliptüi. 


Um  den  Zusammenhang  der  einzelnen  Coordinatensjsteme 
zu  übersehen,  haben  wir  sie  auf  der  Fig.  4  vom  Beobachtungs- 
orte B  aus    auf   die    scheinbare   Himmelskugel  projicirt.     Die 


Fig.  4. 


Zenüh 


Ortsbestimmung  eines 
Himmelsobj  ectes  ge- 
schieht durch  eine  ho- 
rizontale und  eine  ver- 
ticale  Componente. 

Die  horizontale  Com- 
ponente des  Systems  I. 
vrird  das  Azimuth(a) 
genannt  und  vom  Süd- 
punkte des  Horizontes 
aus  über  den  West- 
punkt gerechnet.  Ver- 
steht man  unter  Meri- 
dian jenen  grössten 
Kreis,  der  durch  den 
Pol  und  das  Zenith 
geht,  so  kann  man  sagen,  das  Azimuth  wird  vom  Südpunkte  des 
Meridians  aus  über  West  gerechnet  In  der  Figur  ist  a  =  J.  C. 
Die  verticale  Componente  wird  die  Höhe  (h)  genannt  und  vom 
Horizont  aus  gegen  das  Zenith  gerechnet.  In  der  Figur  ist 
h  =  ÄS.   Statt  der  Höhe  wird  manchmal  die  Zenithdi stanz  (js) 
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gebraucht,  .es  ist  dies  der  Bogen   zwischen  dem  Stern  und   dem 
Zenith.    Wir  haben  also  die  Beziehung: 

^  4-  A  =  900. 

Bevor  wir  zu  den  übrigen  Systemen  übergehen,  müssen  wir 
noch  einige  Begriffe  erläutern.  Wie  aus  der  Figur  ersichtlich 
ist,  durchschneidet  die  Ebene  der  Ekliptik  den  Aequator  in  zwei 
Punkten.  Diese  werden  die  Aequinoctialpunkte  genannt.  In 
dem  einen  befindet  sich  die  Sonne  am  21.  März,  dieser  wird  der 
Frühlingspunkt  (F)  genannt  und  mit  dem  Zeichen  des  Stern- 
bildes Widder  T  bezeichnet,  in  dem  anderen  befindet  sie  sich 
am  23  September. 

Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  die  Coordinaten  des  zweiten 
Systems  einfuhren.  Sie  sind  die  Rectascension  oder  gerade 
Aufsteigung  (a)  als  Horizontalcomponente,  und  die  Declination 
(S)  als  Verticalcomponente.  Die  Rectascension  wird  vom  Früh- 
lingspunkt, und  zwar  von  W.  nach  0.  gerechnet  In  der  Figur 
ist  «  =  360«  -  VÄ\  d  =  Ä'S. 

Die  Coordinaten  des  IIL  Systems  sind  endlich  die  Länge  (1) 
mit  gleicher  Zählung  wie  Rectascension  und  die  Breite  (/5).  In 
der  Figur  ist  X  =  VA\  ß  =  A'  S. 

Die  Coordinaten  des  Systems  I.  ändern  sich  in  Folge  der 
Erdbewegung  beständig,  ihre  Messung  ist  aber  die  bequemste. 
Sie  sind  in  demselben  Augenblicke  für  verschiedene  Orte  der 
Erde  verschieden. 

Die  Coordinaten  des  Systems  II.  sind  für  jeden  Stern  fast 
constant,  weil  der  Pol  und  die  Ebene  des  Aequators  nahezu  un- 
veränderlich sind. 

Zu  den  Coordinatensystemen  fügen  wir  noch  folgende  Be- 
merkungen bei.    (Fig.  5.) 

Den  Bogen  zwischen  dem  Declinationskreise  des  Sterns  und 
dem  Meridian  nennt  man  den  Stunden winkel  (t).  Er  wird 
gezählt  im  Sinne  der  täglichen  Bewegung,  d.  h.  von  0.  naeh  W. 
vom  Meridian  angefangen.  Der  Stundenwinkel  ist  veränderlich. 
Den  Stunden  winkel  des  Frühlingspunktes  nennen  wir  die  Stern- 
zeit (ö).     Wir  haben  also  die  Beziehung: 

Wird  t  =  0,  so  wird 

a  ==  e. 
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Das  Gestirn  befindet  sich  im  Meridian,  wir  sagen  es  cul- 
minirt.  Kennt  .man  also  a  eines  bestimmten  Sterns,  welcher 
im  Augenblicke  im  Meridian  ist,  so  hat  man  auch  die  .Sternzeit 
des  Augenblickes. 

Fig.  5. 


ZenUh 


Sord 


Slufuienunnkel 


Süd 


Wut 


Um   die   gegebenen  Coordinaten  in  ändere   zu  verwandeln, 
hat  man  folgende  zwei  Fundamentaldreiecke  zu  betrachten. 


Fig.  6. 


Zenith 


Pol 


Pol  der 
EJdfpin: 


Stern 


Pcü.  de»  Aeq 


9^ 


Stern 


Dabei  ist  s  Schiefe  der  Ekliptik  und  ip  die  geographische 
Breite  des  Ortes.  Die  Verwandlung  selbst  ist  eine  Aufgabe  der 
sphärischen  Trigonometrie.  Die  Entstehung  der  beiden  Dreiecke 
mögen  die  Figuren  7  und  8  (a.  f.  S.)  versinnlichen. 

Durch  die  Anwendung  der  Fundamentalformeln  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  ergiebt  sich: 

L    sin  ß  =  sin  d  cos  8  —  cos  ö  sin  s  sin  u 
cos  ß  sin  X  =  sin  d  sin  b  -\-  cosS  cos  b  sin  u 
cos  ß  cosX  =  cosS  cos  a. . 
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II.   sind  =  sinß  cosa  -\-  cosß  sina  sink 
cos ö  sina  =^  cos ß  sin a  sin X  —  sinß  sin a 
cos  8  cosa  =  cos  ß  cos  L 


SOi. 


Fig.  8. 

FM  der  Ekliptik 


PM  dn  Aequatart 


Um  diese  Formeln  für  trigonometrische  Berechnung  bequemer 
zu  gestalten,  setzen  wir  das  eine  Mal 

X  sin  q)  =  cosd  sin e«,    xcosq>  :=  sind^ 
also 

tgtp  •=.  cotg  8  sin  a , 
das  zweite  Mal 

xcosip  =  sin  /S,    X  sin  q)  =  cosß  sin  Xy. 
demnach 

tgq)  =  cotgß  sinXy 


P" 
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80  ergiebt  sich: 

8m(y  +  0^      1) 

^  stmp        ^  ^ 

tgß  =  cotg  (ip  -\-  B)sink 2) 

tgS  =1  €otg(q>  —  £)sinu 4) 

Diese  Formeln  drücken  (a  d)  darch  (ß  k)  und  umgekehrt  aus. 
Die  Betrachtung   des   zweiten    Fundamentaldreieckes  liefert 
die  Formeln: 

III.  sin d  =  sin ip  sink  —  cosq>  cos h cos a 
cosd  sint  =  coshsina 

cos 8  cost  =  sin hcosq)  -\-  cosh  sin tp  cos a 
und 

IV.  sin  h  =  sin  q>  sin  8  -{-  costp  cos  8  cost 
cos  h  sin  a  =  cos8  sin  t 

cosh  cos a  =  —  costp  sin 8  -(-  sin  tp  cos 8  cos t. 

Wir  setzen  analog  wie  früher 

xcosi^  =  sin  Ä,    X  sin  if  =  cos  h  cos  a, 

also 

tgif  =  cotghcosa 

und 

xcosif  =  cos8  costj    xsinif  =  sin8 

tg^  =  tgn8  cost 

und  erhalten: 

-   - sin  a  cos  h 

^    ~~  xcos{q)  —  if) ^ 

sin8  =  xcos(9)  —  V') 6) 

.               cosiftgt  „. 

tga=    .    .       ^^v 7) 

,   1  cosa  ^. 

^g*  =  ^(y-») 8) 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  sind  wir  im  Stande,  mehrere 
Aufgaben  zu  lösen. 

I.  Es  soll  der  Auf-  und  Untergang  eines  bestimmten  Sterns 
für  einen  Ort,  dessen  geographische  Breite  (p  ist,  bestimmt  werden. 
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Für  diesen  Fall  ist  oflFenbar  ä  =  0,  also  in  IV. 
sin  A  =  0  ==  sin  ip  sin  d  ~|-  cos  9.  cos  d  cos  fo, 
und  daraus 

costo  ^=  —  tgq)  ,tgd 9) 

^0  ist  der  Stundenwinkel  des  Auf-  und.  Unterganges  des  Ge- 
stirnes oder  der  halbe  Tagesbogen.  Kennt  man  die  Recta- 
scension  a  des  Sternes,  d.  h.  die  Stemzeit,  zu  welcher  der  Stern 
durch  den  Meridian  geht,  so  kann  man  die  Stemzeit  des  Auf- 
oder Unterganges  ausdrücken  durch 

Aus  der  obigen  Gleichung  folgt: 

1  —  Costa  =  l  -]-  tg (p .tg 8 

1-^-008(0  =  1  —  tgg),tgd^ 
daraus  folgt: 

,,h^cos(q>-^5) 

^    2        cos  (<p  -f  d)  "^ 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  erklären  alle  Erscheinangen 
des  Auf-  und.  Unterganges. 

Die  Gleichung  9)  ist  nur  möglich,  wenn 

tg^tgd  ^  1, 
d.  h. 

9  +  *  ^  90« 
ist,  also 

ö  >  900  —  fp^ 

so  geht  das  Gestirn  nie  unter,  für 

berührt  es  den  Horizont 

Um  den  Ort  zu  finden,  wo  ein  Stern  auf-  oder  untergeht, 
braucht  man  bloss  in  der  Gleichung 

sin S  =  sin (p  sin h  —  cosfp  cosh  cos a 

Ä  =  0  zu  setzen,  so  wird 

cosa^  =  —  sin  d  sec  q). 

Der  negative  Werth  von  oo  ist  das  Azimuth  des  Aufganges, 
der  positive  jenes  des  Unterganges. 

Lehrbücher  der  sphärischen  Astronomie  sind:  Brünnow, 
Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie,  Berlin  (4.  Aufl.  1881). 
Herr,  Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie,  Wien  (1887);  fer- 
ner:   Sawitsch,   Abriss    der  praktischen   Astronomie,  übersetzt 
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von  Peters  (1879).-  Souchon,  Traite  d'astrouomie  pratique, 
Paris  1883.,  Von  den  älteren  bleibt  noch  recht  brauchbar:  Lit- 
trow.  Theoretische  und  praktische  Astronomie,  Wien  1821,  3  Bäe. 
In  Bezag  auf  die  Coordinatensysteme  sind  jedoch  folgende 
Bemerkungen  zu  machen: 

L  Die '  Fundamentalebenen ,  auf  die  wir  unsere  Goordinaten 
gegründet  haben,  ändern  sich  ebenfalls  mit  der  Zeit.  Die  grösste 
diesbezügliche  Veränderung  fuhrt  den  Namen  der  Präcession. 
Diese  wird  durch  die  folgende  Rechnung  berücksichtigt. 

Sei  «0  und  Sq  die  Rectascension  beziehungsweise  die  Decli- 
nation  eines  Sternes  im  Jahre  1750, 

I    da      ^-      ^     .da 

jene  zur  Zeit  1750  -(-  ^,  so  wird 

dcc  ,      X  *    • 

-jj  =  m -\- ntgö  stna 

dd 

-=-  =  ncostt, 

dt        . 


wobei 


m  =  46"  02824  -f  0"  0003086450 1 
n  —  20''  06442  —  0"  0000970204 1 


Diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  so  lange,  so  lange  der 
Stern  nicht  in  der  Nähe  des  Poles  sich  befindet  Ist  dieses  der 
Fall,  80  rechne  man: 

ig  j  {e'  +  a)  =  cos  -^  {e'o  +  Bo)  tg -^  (V,  -  h) 

1                        1                    ^^^^  2"  ^'^  ""  ^'^ 
~  (/  —  ^)  =  ^  (fi  —  6^) 

sin  2"  (fi  +  «o) 
^12^  =  ^-2  (*^  +  ^^)  ^^^  2  ^^  +  ^^ 

"  p  ^=1  sind  VtgS  -^ig  -k  BcosAV 
wodurch  man 
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tg  (^A' -  A)  =  ,r£^^ 

^^  '       1 — pcosA 

*i/ 1  («'  - «)  =  ^i/ 1  ö-  — i 

cos  -^  {A!  —  -4.) 

findet    Dabei  wird  a  und  9  als  für  1750  -{-  f  gegeben  betrach- 
tet,   a'  und  8'  sind  die  Werthe  für  1750  -(-  f. 

Femer  ist  für  1750  -f  e 

€o  =  23»  28'  18"0  +  f«0",0000098423 
^  \  =  50"37572f  —  0"0001217945  ^« 
a  =  0"17926  —  0"0002660393 1\ 

Dieselben  Grössen  für  1750  -|-  f  sind  «i,  l\^  ol. 

Ausser  dieser  nichtperiodiscben  Aenderung  giebt  es  eine  aber 
ungleich  kleinere  periodische,  die  man  Nutation  nennt  Die 
hierzu  gehörigen  Formeln  sind  aber  zu  complicirt,  als  dass  sie 
hier  mitgetheilt  werden  könnten.  Man  findet  sie  in  dem  oben 
citirten  Werke  von  Oppolzer. 

IL  Die  astronomischen  Tafeln  beziehen  die  Oerter  der  Ge- 
stirne auf  den  Erdmittelpunkt.  Die  Beobachtungen  geschehen 
aber  auf  der  Oberfläche.  Man  versteht  nun  unter  der  Parallaxe 
denjenigen  Winkel  am  Gestirne,  welcher  durch  die  beiden  Ge- 
sichtslinien vom  Mittelpunkte  der  Erde  und  dem  Orte  auf  der 
Oberfläche  nach  demselben  gebildet  ¥rird.  Dieser  ist  für  die 
Fixsterne  fast  Null.  Bei  den  Angehörigen  unseres  Sonnensystems 
muss  aber  auf  die  Parallaxe  Rücksicht  genommen  werden.  Dies 
geschieht  durch  folgende  Daten: 

Sei  a  die  halbe  grosse  und  h  die  halbe  kleine  Axe  der  Erde 
(welche  als  ein  Umdrehungsellipsoid  betrachtet  wird)  und 

a  =  6377398m,    %a  =  6,8046436     ,^ 

(Bessel^ 
6  =  6356080  m,    %6  =  6,8031894     ^  ^' 

ferner  p  der  Erdradius  für  die  Polhöhe  9,  so  dass,  wenn 

g^  —  ft«  _  a  —h  _ 

a2  +  6«  -  ^^    ^-475 -♦» 

gesetzt  wird, 

_  ^izL^.  Vi  4-  2  m  cos  2  y  +  m^ 

~   0  +  *  '  Vi  +  2w  COS29)  -f  n> 
oder 

log  ff  =  9,9992747  +  0,0007271  cos  2  9  —  0,0000018  cos  4  9 
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die  verbesserte  Polhöhe 


9>   =  9  — 


2n        .    _       ,     1   /    2n    V    .    . 


Dabei  ist  die  Polhöhe  q>  der  Winkel  zwischen  dem  Horizont 
und  der  Weltaxe  am  Beobachtungsort  oder  der  zwischen  dem 
Aequator  und  der  Normale  des  Beobachtungsortes,  tp'  dagegen 
jener  zwischen  q  und  dem  Aequator.    Man  findet 

Sei  die  Lage  des  Beobachtungsortes,  bezogen  auf  den  Erd- 
mittelpunkt, gegeben  durch 

X  =  Qcos  9'  cos  0 

y  =z  Qcos  9'  sin  0 

z  =  Q  sin  (p\ 

so  sind  die  anzuwendenden  genäherten  Formeln: 

,  ng  cos  q)'    sin  (0  —  a) 

a  —  a  = -; •  5 

^  coso 

^^  ~  cos{ß  —  a) 

^f ^ 3r  Q  sin  (p*    sin(y  —  S) 

^1  sin  y 

n  ist  die  sogenannte  Aequatorial- Horizontalparallaxe  der 
Sonne,  d,  h.  der  Winkel  8"  84;  J  ist  die  Entfernung  des  Gestirns 
Yon  der  Erde  (Halbmesser  des  Aequators  =  1  gesetzt).  Für  den 
Mond  müssen  die  strengeren  Formeln  angewendet  werden.  Man  hat 

QCOStp'     .     ,  ^. 

^ — -^  sin  (a  —  ö) 
.   /  ,  V  J  cos6        ^  ^ 


tg{ß'-S)  = 


wobei 


.-  QCOS(p'         f  ^. 

1  —  ^ — ^  f^os  (a  —  0) 
Jcoso        ^  ' 

BA  sin(y  -  d) 
l-^ro5(y-«)' 


ß  sin  y  =  sin  9' 


ßcosy  =  cos  fp' 


cos  [ö  -  1  («'  +  «)] 
cos  yr  (a  —  a) 


Laska,  mathem.  Formelnsainmlung.  3g 
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IIL  Da  die  Lichtstrahlen  durch  den  Durchgang  durch  die 
Atmosphäre  modificirt  werden,  so  muss  an  die  Beobachtungen 
eine  Correction  wegen  Refraction  angebracht  werden.  Man 
hat  sie  empirisch  bestimmt.  Eine  Tafel  der  mittleren  Refraction 
findet  man  im  Anhange. 

IV.  Das  angebbare  Verhältniss  der  Lichtgeschwindigkeit  zur 
Geschwindigkeit  der  Erde  bedingt  ferner  eine  Correction  wegen 
Aberration. 

Man  findet  für  die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  die 
Formeln : 

a'  —  a  =  —  20"  4451  {cos  ©  cos  £  cos  a  -f-  sin  ©  sin  a]  secö 
ä'  —  d  =  -{-  20" 4451  cos  ©  {sin a  sin d  cost  —  cos d  sine] 
—  20"  4451  sin  ©  cos  a  sin  8. 
Dabei  ist  ©  die  Länge  der  Sonne  von  der  Erde  aus  gesehen, 
und  für  die  tägliche  Aberration,  wenn  tp  die  Polhöhe  bezeichnet: 

a'  —  a  =  0" 3113  cos 9  cos(ß  —  a)secd 
8'  —  d  =  0"SUScos(p  sin (Ö  —  a) sin ö. 

§.  174. 

A  Strome  Chan  ik. 

Seien  rr,  y,  ^  die  Coordinaten  des  Planeten  von  der  Masse  m, 
und  es  werde  als  Anfangspunkt  der  Schwerpunkt  der  Sonne, 
deren  Masse  =;  1  angenommen  wird,  genommen.  Bezeichnet 
man  weiter  mit  r  die  Entfernung  des  gestörten,  mit  fi  die  des 
störenden  Planeten  vom  Sonnenschwerpunkt,  mit  H  deren  helio- 
centrische  Winkelentfernung,  und  setzt 

Sl  =  —-r —  ( — ^  cosH) 

l  -\-  m\^        r/  / 

^2  =  r^  ^_  y  2  _  2  r  Vi  cos  fli 

so  lauten  die  Differentialgleichungen  des  Problems 

f|  +  x«(14--)5=x^(l+-)|t=^' 
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Setzt  man 


so  folgt 


X  ==  rcosb  cos  l 
y  =  rcosb  sin  l 
g  =  r  sin  b, 


dy 


r' cos  b  sin 


-(iiy= 


^if+^ 


-\-z 


de 


II) 


±Uil\^  _         _       _ 

dt\    dt]  "^ '""""""'"  \dtj  ~  ""db~^  "  db    '    "  db 

Dieses    ist  die   Form  der  Bewegungsgleichungen  in  Polar- 
coordinaten.    Setzen  wir  endlich 

sin  b  =  sin  i  sin  (v  —  «?) 

cos  b  cos{l  —  ß)  =  cos  (v  —  w) 

eosb  sin(l  —  Sl)  =  cosi  sin(v  —  w), 


80  wird 
dt» 


-'(ll)+=^ö±a)=x|£+r|f+z|£=..a+»)|f' 


ät  [     dt)  8t;    '        8 V    '        8i;  ^      '      "^  8v 


r^sini 


.  dv     di 


ät  .  (^ 

Man  hat  auch 


III  a) 


.3 


oder 


.    . dv     di  (^ 


8a:         ^  8y     ,    ^  8^ 

8ä+  ^^  +  ^ 


da 


dSl 


r^  sin  i 


.  dv  dSl 


=A 


8*    '         8i     '         8t, 


nib) 


dt  'Jt 
Die  erste  der  Gleichungen  11)  kann  auch  geschrieben  werden 


8r 


l^sfHft  .  Hb) 

r    db  ^ 


Dabei  ist 


••2  I         ^^^i'         5^A«'        8/*         8/* 


8r 


8r 


^H+r 


86 

dl 


db  ~  db 
„dz  _  dQ 

+  ^8T-"äT 


38 
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Setzt  man  nun 


's  =  tgb^    u  = 


rcosb^ 


so  wird 


-^  =  —  u^cosb  — ^ 

dr  du 

86  cu    ' 


1      dQ 


cos^ b    ds 

Und  man  findet,  indem  man  die  zweite  Gleichung  des  Sy- 
stems II)  mit  r^cos^bdl  multiplicirt  und  integrirt 

dl 


dt  = 


«•V*'+^/^^' 


Uc) 


Die  Gleichung  II  b)  liefert 


u  \dt)   ~ 


u'l^-us 


dti 


ds 


oder 


dt 


[      dt   dt]  ^  u  \dtj    ""        [du  ^  u   ds  l 


Ersetzt  man  dt  aus  II c)  und  führt  dl  aj\  die  Stelle  von  dt 
ein,  so  folgt  nach  einiger  Umformung 

dQ      l_du  _  dQ         s    oQ 
d^u 


dP 


+  w  + 


dl     u^  dl 


du 


u    ds 


'"+^f'4-'i 


=  0 


nd) 


und  bei  ähnlicher  Behandlung  der  letzten  der  Gleichungen  If) 


dP 


+  S  + 


^'4t-(^+-)||--'' 


dl 


ön 


M*  Iä«  +  2    C 


8J 


dl 


) 


=  0  .     U  e) 


wodurch  man  eine    der  elegantesten   Transformationen   unseres 
Problems  gewinnt.  % 

Vergl.  Resal:  Traite  element  de  mec.  celest.  ü.  Ed.,  p.  27. 
Laplace:  Mecanique  Celeste,  Tom.  I,  p.  174  (Ausgabe  von  1843). 

Hansen  hat  ein  bewegliches  Coordinatensystem  eingeführt 
(Auseinandersetzung  einer  zweckmässigen  Methode  zur  Berech- 
nung der  absoluten  Störungen  der  kleinen  Planeten  L). 
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Sei 

^  =  a  i  +  ß  v  +  yt 

wo  a,  /3,  y  Functionen  der  Zeit  sind ,  für  welche   zunächst  die 
Gleichungen 

a^  +  ß^  +  y^  =  1     aa,^ßß,+yy,  =  0 

«/  +  A'  4-  y/  =  1   «  «,  +  ^  ft  +  y  y«  =  0 

«1  +  /»/  +  ^2'  =   1       «l«2  +  ft   ft  +  n  ^2  =  0 

gelten,  die  bekanntlich  die  Orthogonalität  der  Substitution  kenn- 
zeichnen, sodann  noch  die  Gleichungen 


da 


dß 


S^rr  +  ^-TT  +  f 


dt 
dui 


dt 
dß. 


s^  +  ^^  +  s 


dy 
IT 

dyi 


und 


dt 


ß'^.  +  ß. 


a 


dt 

dß 
dt 


dt 

dßi 
dt 

da, 
"rfT 

dß, 


=  0 


=  0 


dt 

+  5^=0 


dt 


+  Ä 


+  "1  W  +  "» 


da^ 
TT 

dßj 
dt 


=  0 


=  0, 


welche  die  drei  noch  übrig  gebliebenen,  von  einander  unabhän- 
gigen Bedingungsgleichungen  abgeben. 

In  Folge  dieser  Gleichungen  wird  zu  jeder  Zeit  die  Coordinate  jg 
gleich  Null,  und  da 


drj 

dt 


a 


=  «1 


a. 


dx 
dx 
dx 


+  /«!?  +  . 


ist,  80  wird 


dH 
dt' 

d^jl 
dt' 


I 


dSl 

dy 

d£l 

dg 


+  yi 


+  r, 


dz 
'oz 

dsi 

dz 


dSl\ 


+  x'(i  + »»)  fa  =  *'(y  +  ♦»)  T| 


_)_  x«(l  +  m)  f,  =  «"(l  +  »») 


8Ä 

öl? 


r 


IV) 
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die  vierte  Form  der  Fundamentalgleichungen  sein,  wobei 

P*  =  I'  +  v'- 

Es  wurde  bisher  keine  genügende  Integrationsweise  dieser 
Differentialgleichungen  gegeben.  Ihre  Integration  ist  nur  gelun- 
gen für  den  Fall,  wo 

Ä  =  0, 

den  wir  sofort  auseinandersetzen  werden,  weil  er  die  Grundlage 
aller  Arbeiten  bildet,  femer  für  den  Fall,  wo  Sl  eine  insbeson- 
dere einfache  Gestalt  annimmt.  Man  spricht  im  ersten  Falle 
von  einer  ungestörten,  im  letzteren  Falle  von  einer  intermediären 
Bahn.  Um  diese  letztere  hat  sich  insbesondere  H.  Gylden  ver- 
dient gemacht.  (Eine  übersichtliche  Darstellung  der  Gylden'- 
schen  Methode  giebt  Backlund  in  der  Zeitschrift  Gopemicns, 
Bd.  n,  S.  203.) 

Betrachten  wir  also  die  ungestörte  Bewegung:  Die  zu  in- 
tegrirenden  Gleichungen  sind: 

^  +  ..(1  +  ^)^  =  0. 

wobei 

r»  =  X*  -f  y2  _^  is^ 

zu  setzen  ist.    x  ist  bekanntlich  die  Gauss^sche  Constante,  also 

X  =  0,0172021 ...    x»  =  0,0002959 ...    Logx  =  8,2355814, 

ihre  Herleitung  wird  weiter  unten  angegeben. 

Diese  Gleichungen  liefern  zunächst  die  drei  Flächenintegrale 

dy  dx  1/—      • 

dx  dz  ,/—  .    .    .    ^ 

z  -^  —  a;  -TT  =  Xj  =  X  Vj)  sm  e  stn  Ä 

dz  dy  T/—  .    .       ^ 

y-^  —  ^'^  =  X3  =  x  Vpsim  cosSl, 


woraus 
oder 


oiiz  -{-  7(^y  -^  Tt^z  =  0 
z  -{-  Ci y  +  C^x  =  0 
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folgt,  d.  h.  die  Bewegung  geschieht  in  einer  Ebene.  (I.  Kepler'- 
sches  Gesetz.) 

Wir  können  demnach  weiterhin  nur  die  Gleichungen 

in  Betracht  ziehen.    Man  hat 

2ds  =  r^dv  =  xdy  —  ydx  =  C^dt^ 

demnach 

2  S  =  C3 1  — (-  C^, 

Daraus  folgt,  dass  die  durch  den  Radiusvector  beschriebenen 
Flächen  der  Zeit  direct  proportional  sind,  wir  haben  nämlich 

2  (S  —  S')  =  C3  (e  —  V)    (II.  Kepler'sches  Gesetz.) 

Sei  g  die  Geschwindigkeit,  so  ergiebt  sich  weiter 


' = V(^)' + (^y- 


Man  hat  aber 


^  idx    d^x    .    dy    d^y]    .    2x8(1 +in)f    dx    .       dy\_^ 

^  117  •  dF  +  "57  •  dFI  + 7^ r  d7  +  ^  d7J  ^  ^' 

und  da 

r2  =  a;2  -f  ys, 
also 

dr  ^^1       ^y 

^d7~"^d7  +  ^d7' 

so  findet  man 

d  (fdxy    ,    /dyy\    ,    2x^(1 +  m)  dr  _^ 
dt  \\di)   "^  \dt)  J  ^  7  di~~ 

Hieraus 

Man  hat  identisch: 

daraus  folgt 


VCir'^4-2x«(l  -\-m)r  —  Cj' 
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oder  da 


±dt  — 


r^dv=  C^dt 
C^dr 


'8 


rVC^r^  +  2x(l  +  m)r  —  Ci 
Führen  wir  nun  zwei  neue  Constanten  a  und  e  so  ein, 


SO  folgt: 

oder 

r  = 


cos 


a 
,      ,       ,        1  /a(l— O        J 


:; — i — '^ 7 — 7 — r    (III.  Kepler'schcs  Gesetz.) 

l  -j-  €€0S{V  -\-  W)      ^  '^  ^ 


Die  Planetenbahnen  sind  also  in  erster  Annäherung  Kegel- 
schnitte. 

a  ist  die  halbe  grosse  Axe,  e  die  Excentricität,  der  Para- 
meter p  ist  bestimmt  durch 

Die  Sonne  liegt  im  Brennpunkt.  Die  Gerade,  mit  welcher 
die  grosse  Axe  zusammenfällt,  nennt  man  die  Apsidenlinie, 
ihre  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse  werden  je  nach  der  grösseren 
oder  kleineren  Entfernung  von  der  Sonne  Aphel  oder  Perihel 
genannt.  Sei  q  der  lineare  Abstand  des  Perihels  vom  Sonnen- 
mittelpunkte, so  wird 

i>  =  3(l  +  «)• 

Zählt  man  den  Winkel  v  vom  Perihel  aus,  so  wird  w  gleich 
Null.    Aus 

S'  -  S=  C^it'  -0 
folgt,  da  für  die  Umlaufzeit  T,  fif'  —  S  =  abx  wird, 

X  Va(l  —  6*0  Vi  4-  mT=a^Vl  —  e^ar, 

also 

_        2  a% 

'*""  T  l/l  4-  m  * 
Setzt  man  nach  Gauss 

a=  1 

T  =  365,2563855 
m  =  1  :  354710, 
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80  wird 

X  =  0,0172021, 

wie  früher  angeführt  wurde. 

Da  diese  Grösse  für  alle  Planeten  gleich  bleibt,  so  folgt: 


TVl  +tw       TiVl+Wi 
für  irgend  welche  zwei  Planeten. 
Wir  hatten 


(IV.  Kepler'sches  Gesetz.) 


die  Bahn  wird  also  eine 


^        '    r         a 
Ellipse,      wenn  jf  <  x  [/  — 


_2 
r 


hieraus 


Hyperbel,      „     9>  ^V 

Parabel,        „     g  =:x\/~ 

um  die  Beziehung  zv^schen  v  und  t  zu  erhalten,  schreiben  wir 

r^dv  =  X  yp{l  -f  m)dt, 


X  Vi  -f-  m         r  dv 


1  +m_    r 


(1  +  ecosvy^ 
Sei  nun 

so  wird  für 

I.   6  =  1  (Parabel) 

J  eine  Constante. 
IL   c  <  1  (Ellipse) 
X  Vl+ni(l  +  e)«(l-g)^  2er      ,     2  .    /  1/-^   .    7 

in.   e  >  1     (Hyperbel) 


X  Vl+w(l4-g)H^  — g)  ._  2pr 


14-rl/^l 


-4-  -7=  (oa  w  af  { -7= 

^V/3    ^        |l~rV^ 


+  J. 
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Bezeichnen  wir  mit  v  die  wahre  Anomalie  wie  oben,  M  die 
mittlere  Anomalie,  sowie  mit  u  die  excentrische  Anomalie,  6o 
haben  wir  folgende  Beziehungen: 


^u  =  tg^vy\ 


u  —  e  sinu  =  B  -\-  nt  =  M 


X  Vi  4-  m 

^  =  — -;;^ — 

e  =  sin  q) 

tu 


Vrci>s  -—  =  Va(l  —  e)cos  — 

Vrsin  —  =  Va(l  +  e)sin  -^ 

r  =  a(l  —  ecos  ti) 
rcosv  =  a  (cos  u  —  e) 
r  sin  V  =  acosq>  sin  u 
cosu  —  e 


cosv  = 


1   —  €  cos  U 


cosv  +  e 

cos  u  =  - — : ' 

l  -\-  ecosv 

1  /  \        "X/a     .     w     . 
sm  —  (v  —  w)  =  y  —  sin  -^  sin  ti, 

2  ^    r  2 

alle  diese  Formeln  gelten  für  elliptische  Bahnen.     Für  hyper- 
bolische setzen  wir 


tVß  =  tg  l  F 


oder 


,    V        ^/e-^-  \  ^    l   „ 


und  erhalten: 


!L^L^  =  et^F-lognattg(Ab-^y 

die  Auflösung  dieser  Gleichung  geschieht  nach  der  Regula  falsL 

Wie  auf  diese  Formeln  die  Bahnbestimmung  zu  gründen  ist 

sehe  man:  Oppolzer,  „Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung  derKome- 


J 
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ten  and  Planeten^,  zwei  Bände  {I.  Bd.,  2.  Aufl.,  II.  Bd.,  1.  Aufl.), 
Leipzig  bei  Engelmann,  oder  auch:  Klinkerfues,  „Theo- 
retische Astronomie^,  Braunschweig  1872,  oder  endlich:  Gauss, 
„Theoria  Motus**  1809,  übersetzt  von  Haase,  1865,  und  neuer 
Abdruck  1877.    Auch  Gauss'  Werke,  VII.  Bd.,  1874. 

Einige  Reihenentwickelungen. 

1)   Aus 

u  —  esinu  =  B  -{-  nt 
folgt: 

u=S'^nt-\-esinnt-{"^  sin2nt 

-}-7r-g  (2sm4w^  —  sm2n^) 

-f-  777—5  ( 5 '  st w  5  n  ^  —  3  *  sin  3  n  f  +  2  sin  n  ^) 

+  ^.   o   ^  (3 *  sin  6  n  < — 2 « s in  4  n  ^ 4-  5  sin  2  n 0 
'  2* .  3 . 5  ^  '  ^ 


•    •    • 


2)   Aus 
folgt: 


+ 
r  =  a  (1  —  ecosu) 


T  e^   ■ 

-  =  1  —  ecosnt  —  -pr  (cos  2  n  f  —  1) 

a  2  ^  ^ 

—  -^  (3  cos  3  n  ^  —  Scosnt) 


—  -5-  (cos  4  n  i  —  cos  2  n  0 

o 

—  ^7-0  ( 5  3  cos  5  n  *  —  5 . 3 » cos  3  n  ^  -f-  5 . 2  cos  n  0 

ßB 

(33  COS  ßnt  —  2^cos4nt-j-bcos2nt) 


2*.  5 


3)   Aus 


.     V        1/1  4-e       t 
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v^=a-\-nt-\-2esinnt-\-'~r^  e^sin2nt 

-f-  r^-r-  (ISsinSnt  —  3 sinnt) 


+ 


25.3 


2«.  3. 5 


(1097  sin  bnt  —  U6sinSnt-{-  50  sin  n  0 


Wir  wollen  nun  die  astronomischen  Goordinatensysteme  be- 
trachten, um  zu  sehen,  wie  die  Astronomie  die  Gonstanten  ver- 
wendet. 

Sei  w  der  Abstand  des  Perihels,  vom  Knoten  in  der  Bewe- 
gungsrichtung des  Himmelskörpers  gezählt,  femer  Sl  der  Winkel 

Fig.  9. 

Apkel 


V 

Fruhjahrspvnkt 


Pürihel 


Schnitt  det  Bahn,  mit  der 
Ekliptik  (JDiotonlmae) 


zwischen    dem    aufsteigenden  Knoten  und   dem   Frühlingspunkt 
so  wird 

die  Länge  des  Perihels  genannt.    Auch  ist,  wie  aus  Fig.  9  er- 
sichtlich, 
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Es  bezeichne  b  die  Seite  B  C^  l  —  ß  die  Seite  A  C  im 
sphärischen  Dreiecke  ABG^  so  ergiebt  sich: 

z  =  rsinb 

y  =  rcosb  cos  l 

X  =  r  cos  b  sin  l. 
Nun  ist  aber 

sin  b  =  sin  u  sin  i 

cos  b  cos  (Z  —  ü)  r=  cos  u 

cos  b  sin  (l  —  £1)  =  sin  u  cos  i. 

Schreibt  man  also  in  den  früheren  Formeln  für  l 

(?  _  ß)  4.  Ä, 

so  ergiebt  sich  unter  Benutzung  der  letzteren: 

X  =  r  [cos  ucosSl  —  sin  u  sin  Sl  cos  i] 
y  =  r  [cos  u  sin  Sl  -j-  sin  u  cos  Ä  cos  i\ 
z  =  r[sinusini]. 

Man  nennt  l  die  heliocentrische  Länge,  und  b  die  helio- 
centrische  Breite. 

Unter  Bahnelementen  versteht  man  die  Angaben  der  die 
Bahn  charakterisirenden  Grössen.    Diese  sind: 

I.    Halbe  grosse  Axe  a. 
n.    Die  Excentricität  e,  oder  da  e  =  sin  9,  auch  9. 

Anmerkung.  Bei  den  parabolischen  Bahnen  wird  e  =  \ 
und  a  =  00.  Hier  wählt  man  also  zur  Dimensionsbestimmung 
die  Periheldistanz  q. 

HL    Der  Ort  für  eine  bestimmte  Zeit  (Epoche). 

Anmerkung.  Bei  Bahnen  kleiner  Excentricität  (Planeten- 
bahnen) benutzt  man  die  Angabe  der  mittleren  Anomalie  M  zur 
Zeit  der  Epoche;  bei  sehr  excentrischen  Bahnen  wählt  man  die 
Perihelzeit  T. 

IV.    Der  aufsteigende  Knoten  Sl. 
V.    Die  Neigung  t. 

VI.    Der  heliocentrische  Bogenabstand  des  Perihels  vom  auf- 
steigenden Knoten  w. 
Zu  diesen  Elementen  wird  noch  die  mittlere  tägliche  side- 
rische  Bewegung  ^ 

_  X  Vi  4-  m 

und  oft  noch  die  Masse  hinzugefügt. 
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Für  die  Störungsrechnung  ist  es  wichtig,  die  Entfernung 
zweier  Planeten,  sowie  den  Winkel,  den  ihre  Radienvectoren  mit 
einander  einschliessen ,  zu  kennen.  Seien  r  und  r*  ihre  Entfer- 
nungen von  der  Sonne,  sowie 

80  wird 

z/2  =  (a/  —  xy-j-ii/  —  yy  +  (0'  —  zy  =  r«  +  r"^  —  ^rr'eosH 

und 

cosn=  -.-4.A.i?^_L*  .Jl. 
r     r    ^    r     r    ^    r     r 

Es  wird  aber  vortheilhaft  sein,  diesen  Winkel  durch  die  in 
den  Elementen  gegebenen  Grössen  ausgedrückt  zu  haben.  Dies 
erreichen  wir  durch  folgende  Ueberlegung.     Sei  A  der  Schnitt- 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


V'+   71 ' 


BaJml 


v**  ä' 


irnr 


Bähntt. 


punkt  der  Schnittlinie  der  beiden  Bahnen,  sowie  B  jener  des 
Radiusvector  r,  und  C  jener  des  Vectors  r'  mit  einer  Kugel  um 
den  Sonnenmittelpunkt,  deren  Radius  =  1  ist.  Sodann  wird  offen- 
bar B  C  =  H  sein.    Setzen  wir  noch: 

BA  =  v  +  21 

CÄ  =  v'  +  IT, 

ferner  den  Winkel  bei  ^  =  /,  so  wird  offenbar: 

cos  H  =  cos  (v  +  Tl)  cos  (v'  -{- 11')  -f  sin  (v  -]-  77)  sin{v'  -\-  77')  cos  7, 

wobei  die  Grössen  77,  77',  /  aus  nebenstehendem  Dreieck2(Fig.  1 1) 
sich  ergeben  wie  folgt: 
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.     I     .    J7'  4-  JI  .    Si  —  Si'    .    i-\-i' 

stn  -=r  stn := =  —  sm  — x—  •'"» 


2  2  2  2 


:/ 


.   /      w  -\-n      ,       ii  —  ii'  .  i  —  1 

sin  -^  cos ^ =  -|-  cos stn  — ^ — 

I   .  n'  —  n  .  i^  -  ß'  .  i  4-  i' 

cos  7^-  sm x —  =  "~  ^^''^ ö ^^^  — ö — 

/      n'  —  n      ,       si  —  si'      i  —  i' 

cos  -^   cos   X =  -|-  cos  ^ cos  jr — 

nach  den  bekannten  Gleichungen  von  Gauss.    Setzen  wir 

.  ,  I 

V  ^  v'  ^  n  —  n'  =  X 

v  +  v'  -f  77  +  TT'  =  y, 
so  folgt: 

cosH  =  (1  —  v)cosx  -\-  vcosy. 

Es  wird  noch: 

cos2H=  —  2v(l  —  v)  +  (1  —  vycos2x-\-  v^cos2tj 

-f-  2v(l  —  v)cos(x  -{-  y)  -\-  2v(l  —  v)^os(a;  —  i/) 

etc. 

dcosH 


dv 

d  cos  2  H 


=  (1  —  v)  sin  X  -{-  vsiny 

=  2(l—vysm2x-{-2v^sin2y'\-4:v{l  —  v)sin(x-\-y) 

etc. 

Vergleiche:  F.  Tisserand,  Developpement  de  la  fonction 
perturbatrice  etc.  Annales  de  TObserv.  de  Paris,  Tom.  XV,  und 
0.  Baclund,  Zur  Entwickelung  der  Störungsfunction,  Mem.  de 
FAcad.  de  St.  Petersbourg,  VIL  Ser.,  Tom.  XXXII,  Nr.  4. 


§.  175. 

D  i  0  p  t  r  i  k. 

A.     Allgemeines. 

1)   Sei  i  der  Einfallswinkel,  r  der  Brechungswinkel,  so  wird 

sin  i  .     . 

— —  =  covstant  =  n 

sinr 
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der  Brechungsquotient  genannt.  Sei  v  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit vor,  t?'  jene  nach  der  Brechung,  so  ¥rird 

V        sin  i 

—r  =  — : =  W. 

IT         stnr 

Multiplicirt  man  noch  Zähler  und  Nenner  mit  der  bei  der 
Brechung  ungeänderten  Schwingungsdauer,  so  folgt  noch 

X  V  sini  

A'         f/        sinr  ' 

wobei  A  die  Wellenlänge  ist 

Der  Winkel  r  wird  zum  Grenzwinkel,  wenn 

1 
stnr  ==  — 
n 

Sodann  tritt  totale  Reflexion  ein.  Auch  im  allgemeinen 
Falle  erhalten  wir  eine  Reflexion.  Man  hat  hier  v  =  v'  za 
setzen,  woraus 

r  =  1800  —  i 
folgt.    Der  Einfallswinkel,  für  den  die  Gleichung 

gilt,  wo  also 

tgi  =  w,    (Gesetz  von  Brewster) 

nennt  man  den  Polarisationswinkel.  Fällt  natürliches  Licht 
unter  diesem  Winkel  auf  einen  nichtmetallischen  Körper,  so  wird 
es  zum  grossen  Theil  linear-polarisirt. 

2)  Es  sei  eine  brechende  Eugelfläche  gegeben.  Fassen  wir 
sodann  die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  ins  Auge, 
so  sehen  wir,  dass  ihnen  wieder  Strahlen  eines  Bündels  ent- 
sprechen. Beide  Bündel  sind  zu  einander  perspectivisch  bezüg- 
lich der  brechenden  Fläche.  Sind  zwei  solche  Flächen  gegeben, 
so  ergiebt  sich  Folgendes: 

Den  unendlich  fernen  Punkten  der  Axe  des  Systems  ent- 
sprechen als  conjugirte  Punkte  die  Brennpunkte  und  die  durch 
sie  senkrecht  zur  Axe  gelegten  Ebenen  bilden  die  Brennebenen. 
Diejenigen  Ebenen,  wo  Bild  und  Object  gleich  gross  sind,  werden 
Hauptebenen,  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Axe  Hauptpunkte 
genannt. 

Zwei  conjugirte  Punkte,  durch  welche  der  Lichtstrahl  so 
hindurchgeht,  dass  er  mit  der  Axe  im  ersten  und  letzten  Medium 
denselben  Winkel  bildet,  werden  Knotenpunkte  genannt  und 
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die  durch   sie   zur   Axe   senkrecht    gelegten   Ebenen,  Knoten- 
ebenen. 

Fallen  zwei  conjugirte  Punkte  zusammen,  so  entstehen  die 
symptotischen  Punkte  (Ä  und  E).  {Listing,  Pogg.  Ann. 
CXXIX.}      Bezeichnen  wir  mit 

//'  die  Brennpunkte, 

hV  die  positiven  und  hh'  die  negativen  Hauptpunkte, 

kJsf  die  positiven  und  hh'  die  negativen  Knotenpunkte, 

90  giebt  die  folgende  Figur  ein  Bild  der  Zusammengehörigkeit 
dieser  Punkte. 

Fig.  12. 


Sei  a  ein  Punkt,  a'  der  ihm  conjugirte,  sei  ferner  fh  =  <p^ 
fh!  =  (p\  wobei  q>  und  y'  die  Brennweiten  darstellen,  so  wird 

af  .  af  =:  <p.(p'. 

Sei  6,  b'  ein  anderes  Punktepaar,  so  wird 

ab'^afb'~ 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  folgende  Relationen: 


ah  ~^  h'a' 

y    I    9' 

aH       W  a' 

y'  I    y 

ak  "'"i'"' 

y' 


[    y 

aTc       Po' 


=  1 


=  1 


I^aska,  mathem.  FormelDBammlung. 
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Dabei  ist  die  Richtung  vom  ersten  zum  letzten  Medium  als 
positive  angenommen  worden  und  ab  =  —  6a,  wie  in  der  Strecken- 
recbnung. 

Ist  das  erste  und  letzte  Medium  dasselbe,  so  fallen  die 
Knotenpunkte  mit  den  Hauptpunkten  zusammen. 

Seien  N  und  JV'  zwei  conjugirte  Ebenen  senkrecht  zur  Axe, 
a  und  a'  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Axe,  und  p  der  Schnitt- 
punkt aller  Yerbindungsgeraden  je  zweier  conjugirten  Punkte 
dieser  Ebene.  Wir  bezeichnen  nun  mit  b  das  Verhältniss  ap 
:  a'  p^  also 

ap 

Sei  X  die  Axe,  M  und  M'  zwei  conjugirte  Strahlen.    Wir 

setzen 

tg(XA) 

und  erhalten  folgende  Tafel  der  Fundamentalpunkte. 


• 

s 

n 

/   OD' 

0 

—  0 

GO   /' 

00 

i 

—    00 

ÄÄ' 

+  1 

^  ¥ 

hW 

—  1 

9> 

¥ 

kV 

+  1 

kW 

1 

<P 

1 

9> 

(er 
(er 

1 

1       ,                ,,_,.. 

A 

-V<f«- 

-V«) 

1 

B 

-1-V*»- 

-  V«) 

^  (*  -1-  y«r«  -  **) 

Dabei  wurde  zur  Abkürzung 


8  =  \ff 


gesetzt. 
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Man  vergleiche  die  vorzügliche  Abhandlung  von  F.  Lippich: 
Die  Fundamentalpunkte  eines  Systems  centrirter  brechender  Kugel- 
flächen. (Mitth.  des  steyr.  naturw.  Vereins,  Graz  1871.)  Die 
Hauptpunkte  erkannte  Moebius  {Grelle  J.  V.,  S  113,  §.  10, 
S.  122}.  Die  Knotenpunkte  Moser  {Dove,  Repert.  V.,  1844; 
er  nennt  sie  Hauptpunkte}.  Die  negativen  Punkte  hat  Töpp- 
1er  (Pogg.  Ann.  GXLII,  S.  233)  hervorgehoben. 

3)  Sei  ein  System  von  zwei  Medien  gegeben,  deren  Brechungs- 
indices  n  und  n'  sein  mögen,  welche  durch  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  r  getrennt  werden. 

Seien  a  und  h  zwei  conjugirte  Punkte,  deren  Coordinaten 
bezogen  auf  die  Scheiteltangente  und  Axe  des  Systems 

sein  mögen.    Sodann  ergiebt  sich: 

n'        n  w'  —  n  ^. 

oi        X  r  ' 


^  =  !^£  =  i  +  5^i:!?;r II) 

y        n  X  nr  ^ 

Sei  w  der  Winkel,  den  zwei  durch  a  gehende  Geraden  mit 
einander  bilden,  w'  jene  der  ihnen  entsprechenden  Austritts- 
geraden, die  also  durch  h  gehen,  so  wird 

^  =  tl ni) 

Die  Brennweiten  sind  gegeben  durch 


/'  = 


w  —  n 


IV) 


n  —  n 
aus  welchen  Gleichungen  sich  wieder 

/'~       n' 

ergiebt.    Führt  man  die  Brennweiten  in  die  obigen  Gleichungen 
ein,  so  ergiebt  sich: 

^  +  ^  =  1 i') 


X     '     X 


X_i_^    I.  =  i_^ II') 

39* 


^ 


612  Bloptrik. 

{x-f)(J  -f)=ff Y) 

Diese  Formel  entsteht  durch  Multiplication  von  \XX)  mit 

zrr  — —       .......      •     J[U   I 

iß      r 

Es  wird  jedoch  bei  diesen  Formeln  vorausgesetzt,  dass  die 
Winkel  w  so  klein  sind,  dass  sinvo  gleichgesetzt  werden  kann 
dem  Bogen  selbst. 

4)  Es  kann  vorkommen,  dass  gar  keine  Fundamentalpunkte 
existiren,  sodann  nennt  man  das  System  ein  teleskopisches, 
wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

I.    Entweder  kann  das  System  immer  in  zwei  solche  nicht- 
teleskopische  zerlegt  werden,  dass  der  erste  Brennpunkt 
des  zweiten  zusammenfallt  mit  dem  zweiten  Brennpunkt 
des  ersten,  oder 
IL    Alle  Trennungsflächen  sind  Ebenen. 

Für  solche  Systeme,  die  sich  nicht  nach  den  allgemeinen 
Sätzen  behandeln  lassen,  ergeben  sich  folgende  Formeln: 

Seien  /j,  /i  die  Brennweiten  des  Systems  A^  f^^  f%  jene  des 
Systems  jB,  die  als  nichtteleskopische  zusammen  ein  teleskopisches 
System  bilden. 

In  jedem  teleskopischen  System  steht  die  gegenseitige  Ent- 
fernung zweier  Ebenen  zur  gegenseitigen  Entfernung  der  ihnen 
conjugirten  Ebenen  in  einem  constanten  Verhältniss.  Dieses  Ver- 
hältniss  e  wird  die  Elongation  genannt,  und  es  ist 

e  =  7?-=77    (immer  positiv). 

Das  constante  Verhältniss  zwischen  homologen  Strecken  zweier 
conjugirten  Bilder,  die  in  zur  Axe  senkrechten  Ebenen  liegen, 
nennt  man  die  lineare  Vergrösserung  (l)  des  teleskopischen 
Systems,  und  es  ist: 

In  jedem  teleskopischen  System  ist  das  Verhältniss  des  von 
zwei  Austrittsgeraden  gebildeten  Winkels  zu  dem  Winkel  der 
entsprechenden  Einfallsgeraden  constant  und  wird  die  angulare 
Vergrösserung  (w)  genannt.    Es  ist 
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—  ÜL  f±  —  1.     1 
n'    /j  ""  w'  '  i  ' 

n  und  n'  sind  die  Brechungsexponenten  des  ersten  und  letzten 
Mediums.  Wird  n  =  n\  wie  dies  bei  den  gewöhnlichen  Instru- 
menten der  Fall  ist,  so  wird 

Sind  die  Trennungsflächen  lauter  Ebenen,  so  wird 

ß  =  — ,    (  =  1,    w  =  — 
n  n 


B.    Linsen  und  Linsensysteme. 

1)  Ein  aus.  drei  Medien  (gewöhnlich  Luft,  Glas,  Luft)  be- 
stehendes centrirtes  dioptrisches  System  wird  eine  Linse  genannt. 
Die  Linse  besitzt  folgende  charakteristische  Eigenschaften: 

1)  Die   Brennweiten    sind   ihrem  absoluten  Werthe  nach 
einander  gleich. 

2)  Die  Knotenpunkte  fallen   mit  den  Hauptpunkten  zu- 
sammen. 

Sei  (p  die  zweite  Brennweite,  so  wird  —  tp  die  erste  sein 
und  wir  erhalten  die  Fundamentalformeln: 


1       1       1 

af        X         q) 

y  -y' 

X           X^ 

y 
y' 

-1+  ^  ^-1 

^  9    y 

9 

00 

w' 

y 

j        x"     w'        y 
fp'    w        y' 

1 

X 

^' 

Seien  r  und  r'  die  beiden  Krümmungsradien,  n^  der  Brechuiigs- 
exponent  des  eingeschlossenen  Mediums,  n  der  Brechungsquotient 
des  einschliessenden  Mediums,  ^  die  Linsendicke. 

Seien  V  und  F'  die  Scheitelpunkte,  P,  P'  die  Hauptpunkte, 
sowie  9  die  Brennweite,  ferner 


n 
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^        n 


so  wird: 


^  =  /  -  r  +  ^ ^  A 


1       rr' 

q)  = 


fi  —  1    p 
1     r 

rp  =  -  —  —  z/ 

1    r' 
F'P'  =  -  — —  ^/. 

Man  merke  insbesondere: 

Die  planconvexen  Linsen  sind  immer  convergent. 
Einer  der  Hauptpunkte  fällt  immer  mit  dem  Scheitel   der 
convexen  Oberfläche  zusammen,  der  andere  befindet  sich  inner- 

halb  des  Linsenkörpers,  von  der  ebenen  Fläche  um  —  entfernt 

Die  planconcaven  Linsen  sind  immer  divergent 
Einer  der  Hauptpunkte  liegt  im  Scheitel  der  krummen  Ober- 
fläche, der  andere  im  Innern  der  Linse  um  —  von  der  ebenen 

Oberfläche  entfernt. 

Die  Formen  der  Linsen  sind: 

1)  Biconvex:  (),  2)  Biconcav:  )(,  3)  Planconvex:  (|  oder  |), 
4)  Planconcav:  )|  oder  |(,   5)  Concavconvex  oder  Meniscus:  ((. 

2)  Wird  ^  =  0,  so  nennt  man  die  Linse  eine  unendlich 
dünne  Linse,  für  diese  ist 

_      1  rt^ 

^  ^  (A  —  1  r'  —  r 
oder 

und  FP  =  0,  F'P'  =  0. 

3)  Seien  zwei  Linsen  gegeben.  Sei  J  die  Entfernung  der 
zweiten  Hauptebene  der  ersten  Linse  von  der  ersten  Hauptebene 
der  zweiten  Linse,  <pi  und  (p^  die  beiden  Brennweiten.  Sei  Pj 
der  erste  Hauptpunkt  der  ersten,  Pi  der  zweite  der  zweiten 
Linse;  PF'  die  Hauptpunkte  des  Systems,  sowie  q>  dessen  Brenn- 
weite, so  wird: 


9>F= 
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91 

+   92    - 
9l^ 

-  ^ 

9^1 

+  9j  - 

-  z/ 

9?j 

z/ 

Plp 


9^1  +  Va  —  ^ 
4)  Aequivalente  Systeme.  Irgend  einem  centrirten 
dioptrischen  Systeme  entspricht  ein  einfaches  System  von  zwei 
durch  eine  einzige  Oberfläche  getrennten  Medien,  oder  aber  eine 
unendlich  dünne  Linse,  welche  Bilder  geben,  die,  parallel  zur 
Axe  um  eine  Distanz  gleich  dem  Abstände  der  Hauptpunkte  ver- 
schoben, mit  den  Bildern  des  gegebenen  dioptrischen  Systems 
zusammenfallen.  Dies  einfache  System  ist  entweder  eine  brechende 
Fläche,  oder  eine  unendlich  dünne  Linse,  je  nachdem  im  gegebe- 
nen System  die  beiden  äussersten  Medien  ungleiche  oder  gleiche 
BrechuDgsexponenten  besitzen. 

C.    Dioptrische  Instrumente. 

1)  Das  Auge  sieht  einen  Gegenstand  deutlich,  wenn  er 
zwischen  dem  Fern-  und  Nahepunkte  gelegen  ist.  Der  Fern- 
punkt eines  normalen  Auges  liegt  im  Unendlichen,  der  Nahepunkt 
etwa  20  bis  30  cm  entfernt.  Die  Entfernung  des  Nahepunktes 
wird  auch  die  deutliche  Sehweite  genannt. 

2)  Das  einfache  Mikroskop.  Sei  qp  die  Brennweite  des 
Systems,  d  die  Entfernung  des  Augenmittelpunktes*)  vom  zweiten 
Hauptpunkte,  ä'  die  deutliche  Sehweite  des  Auges,  V  die  Ent- 
fernung des  Bildes  vom  Augenmittelpunkt  (=  der  Distanz,  auf 
welche  das  Auge  accommodirt  ist),  so  wird  dieVergrösserungm 

B  d' 
^  =  TT  T' 

wobei  B  die  Bildlänge,  g  die  Gegenstandslänge  bezeichnen,  oder 

/,    ,    S-d\  d' 

Da  das  Auge  gewöhnlich  auf  dem  Nahepunkt  accomodirt 
ist,  so  wird  d  =  d\  also 

m  =1  H • 


*)  Der  Aupfenmittel  -  oder  Kreuzungspunkt   liegt  7,26  mm  hinter   der 
Yorderfläche  der  Cornea, 


q 


teitie^  Instrument  besteht   am 

'"  iiis*^''^^%i<'  "1*1   »l^™   Ocular.     Unter   det 

^'  f'arei'.  '*!'"  /fljftTinientes  verstellt  man  das   Verhali- 

'""  ^''juer'^^  f." unter  dem  ein   Gegenstand   gesehen    wird, 

'  ''^(W  ^^  f  JdW  <i^™  '^^'^  Gegenstand  mit  blossem   Aoge 

beinf^^^  "jt  »bsoiate   Entfernung   des    Objectes   vom    ersten 

.-w  ^  j^s  Objectivs,   d  die  Entfernung  des   Augenmittel- 

ffsip'P'"'     ^ireiten  Hauptpunkte  des  Oculars,  die  Distanz,  auf 

^,00^"'*      iuge^  während  es  durch  das  Instrument  sieht,  accom- 

""^  w  ('s*    **•  '^'^   Distanz,  in   welcher  das  Object  mit   blossem 

"*      betrachtet  würde,  mit  S",  so  wird  die  Vergrösserung 

(pt    D  —  9i     i  *      I 

Pabei  ist  ^^  die  Brennweite  des  Oculars,  91,  diejenige  de$ 
Objectivs.  Speciell  für  ein  Femrohr  wird  m.^=  —  91, :  qo,  ^  Durch- 
messer des  Objectivs:  Durchmesser  des  Oculars. 

D.    Prismen. 

1)  Sei  n  der  Brechungsquotient  des  Prismas,  so  gelten  fol- 
gende Formeln: 

sm  (  sin  i' 

sinx       siny 
3:  +  y  —  9 


sini'  =  singVn^  —  sin'i  —  coi 
Die  ganze  Ablenkung  ist  ^  i  ~\~  ^  —  g 
Fig.  13. 


Soll  ein  Lichtstrahl  durch  ein  Prisma  hindurchgehen,  so  muss 
der  brechende  Winkel  g  kleiner  sein,  als  der  doppelte  Betrag 
des  Grenzwinkels. 
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Die  TotalablenkuBg  wird  ein  Minimum,  wenn  der  Licht- 
strahl mit  den  beiden  brechenden  Flächen  gleiche  Winkel  ein- 

schliesst,  also  wenn 

x  =  y. 

Sei  D  das  Minimum  der  Ablenkung,  so  wird 

n  = (Newton  und  Fraunhofer). 

•    9 
sin  ~ 

Man  nennt  die  Grösse: 

w'  —  1,  die  brechende  Kraft, 

|(n3  —  1):  specifisches  Gewicht),  das  Brechungsvermögen 
des  Prismas. 

Die  brechende  Kraft  ist  in  der  Vibrationstheorie  ein  Maass 
für  den  Ueberschuss  der  Dichtigkeit  des  Aethers  im  brechenden 
Medium.  Der  Brechungsquotient  für  den  Uebergang  aus  dem 
leeren  Räume  in  ein  Medium  wird  der  absolute  genannt. 

Für  ein  und  dasselbe  Gas  ist,  wie  sich  auch  der  Druck  und 
die  Temperatur  ändern  mögen,  (n  —  1):  Specifisches  Gewicht 
nahezu  constant. 

Diese  Formeln  und  Sätze  gelten  nur  für  homogenes  Licht. 

2)  Sei  X  die  Wellenlänge  des  angewandten  Lichtes,  a^,  Oa,  «3 . . . 
bestimmte  Constanten,  ni  der  Brechungsquotient,  so  wird 

«2       I      «3 


•      •       • 


m  =  «,  +  ^  +  ^  -f 

Seien  n^,  whi  ^^e  die  Brechungsquotienten  der  Fraunhofer'- 
schen  Linien  JB,  H^  E^  so  wird 

wjBT —  ns  die  totale  Dispersion, 

— r^  die  zerstreuende  Kraft  genannt. 

nE  —  1 

3)  Es  ist  angenähert  die  Ablenkung  eines  Prismas  propor- 
tional der  Grösse  g  (w  —  1),  der  Zerstreuungswinkel  proportional 
der  Grösse  g{n  —  w'},  wobei  n  und  w'  die  Brechungsquotienten 
zweier  Lichtsorten  sind. 

Sollen  für  zwei  Prismen  die  Zerstreuungswinkel  gleich  gross 
sein,  so  müssen  sich  annähernd  die  Kantenwinkel  verkehrt  ver- 
halten, wie  die  Dispersionen. 

Diese  Sätze  gelten  für  achromatische  Prismen,  wenn  es 
sich  um  kleine  Kanten  und  Einfallswinkel  handelt. 
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4)  Für  Amid- Prismen,  bei  welchen  die  Zerstreaung  m^- 
liehst  beibehalten,  die  Ablenkung  aufgehoben  werden  soll,  müssen 
sich  die  Kanten winkel  (genähert)  verkehrt  verhalten,  wie  die 
Ueberschüsse  der  Brechungsquotienten  der  mittleren  Strahlen 
über  Eins,  also 

9_  _nE  —  \ 
^       ns  —  \ 

Literatur.  Matthiessen^s  Grundriss  der  Dioptrik  ge- 
schichteter Systeme  enthält  einige  Literatur  (nur  die  deutsche, 
die  namhaften  Arbeiten  der  Italiener  und  Engländer  sind  doit 
nicht  angeführt).  Das  beste  Werk  über  Dioptrik  dürfte,  soweit 
es  sich  um  elementare  Begründung  handelt,  Ferrari's:  „Le 
proprieta  cardinali  degli  strumenti  diottrici^,  deutsch  von  F.  Lip- 
pich, sein.  Unter  den  älteren  sind  Littrow  J.,  Dioptrik,  Wien 
1830,  und  Prechtl's  Praktische  Dioptrik,  Wien  1828,  besonders 
hervorzuheben. 

§.  176. 

MeolianiBohe  Theorie  der  Wärme. 


A.    Allgemeine  Theorie. 

1)  Eine  Wärmeeinheit  (Calorie)  ist  jene  Wärmenge,  welche 
1kg  Wasser  um  1  Grad  erwärmt,  sie  ist  im  Stande,  1kg  423,5  m 
zu  heben,  also  423,5  kgm  Arbeit  zu  leisten. 

Wir  haben: 

A  =  =  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit, 

4aO,üO 

B  =  423,55  =  das  Arbeitsäquivalent  der  Wärmeeinheit. 

2)  Wir  fuhren  folgende  Bezeichnungen  ein: 

V  das  specifische  Volumen  eines  Körpers  in  cbm  pro  kg, 
p  den  specifischen  Druck,  d.  h.  den  Normaldruck  auf  die 

Oberfläche, 
c^,  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Volumen, 
Cd  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Drucke, 
t  die  Temperatur  in  Celsiusgraden, 
T  =  a  -f-  ^  =  273  +  t  die  absolute  Temperatur, 
U  die  in  1  kg  des  Körpers  enthaltene  innere  Arbeit  in  mkg 

(Energie), 
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^  {7  die  entsprechende  innere  Wärme, 

Q  die  Wärmemenge,  welche  bei  einer  Zustandsänderung  einem 
kg  des  Körpers  zugeführt  wird  (Wärmeeinheit  pro  kg), 

L  =  f  p  d  V   die  bei    einer  Zustandsänderung  verrichtete, 

äussere  Arbeit  (mkg  pro  kg). 

3)  Soll  V  um  dv^  p  um  dp  wachsen,  so  ist  die  zuzuführende 
Wärmemenge  gleich  der  Zunahme  der  inneren  Wärmemenge  plus 
der  Wärmemenge,  welche  der  zu  verrichtenden  äusseren  Arbeit 
entspricht,  also 

dQ  =  A(dü'^pdv). 

Der  Zustand  eines  Körpers  ist  im  Allgemeinen  eine  Function 
von  i  (Temperatur),  p  (Druck),  und  v  (Volumen).  Wir  können 
femer  jede  dieser  Grössen  als  Function  der  anderen  darstellen, 
so  dass  wir  haben: 

^  =  9  (i?i  v)i  p  =  ^  (^  ^%   v  =  » (t,  p). 

Durch  den  Zustand  des  Körpers  ist  zugleich  seine  Energie 
bestimmt,  demnach  können  wir  U  darstellen  wie  folgt: 

u=0{p,v\   u=^{t,v\   u=e{t,p\ 

und   es  werden  folgende  selbstverständliche  Gleichungen  gelten: 


=  0 


dvdp       dpdv 

Diese  letzten  Gleichungen  gelten  nur  für  Gleichgewichts- 
zustände. Zur  Bestimmung  des  Bewegungszustandes  bedarf  es 
einer  viel  grösseren  Anzahl  von  Angaben. 

4)  Betrachten  wir  zunächst  U  als  Function  von  p  und  v 
so  folgt  aus 

dQ  =  Ä(d0[uv]  -{-pdv), 


dtdv 

dvdt 

d*ü 

d*u 

dt  dp 

dp  dt 

d*U 

d*u 

wenn 


z  =  «* 


gesetzt  wird: 


dp 
dQ  =  Ä(Xdp-\-  Ydv) A) 
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und  es  wird 


dX       8^^i 
dv         dp 


I) 


(Erste  Hauptgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie.) 

Daraus  folgt,  dass  Xdp  und  Tdv  kein  vollständiges  Diffe- 
rential sein  kann,  weil  sonst 

dX       dY       ^ 
—  —  u 

ov         dp 

sein  müsste. 

5)   Seien  nun  t  und  v  unabhängige  Variable,  so  ¥rird,  wenn 

_    .  8^ 


l  =  Ä 


gesetzt  wird: 

dQ  =:z  Cvdt  -\-  Idv. 
Wird  V  =  const^  so  folgt 

d  Q  '=  Ci,dt^ 

daher  c„  die  spec.  Wärme  bei  constantem  Volumen.    Setzen 
wir  t  constant,  so  folgt 

d  Q  =  Idv 

und  es  wird  l  die  latente  Wärme  der  Ausdehnung  genannt. 
Wir  haben  ferner: 


8  l       dCv j  8j) 


dt        dv 


a) 


6)  Seien  endlich  t  und  p  die  unabhängigen  Variablen,  so 
wird,  wenn 


'^   =  ^      Jt 


h  =  Ä 


d&    ■        dv\ 

[dp  +-^  dpi 


gesetzt  wird: 

d  Q  =  Cpdt  -\-  h dp, 

hier  ist  Cp  die  spec.  Wärme  bei  constantem  Druck.     Man  hat 
ferner 


dh       dCp  dv 

Jt  ~^  Tp  ""^      Jt 


ß) 
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Sei  allgemein 

dQ  =  Mdm^  Ndn, 

so  ist  M  diejenige  Wärmemenge,  die  nöthig  ist,  um  bei  constan- 
tem  n  die  m- Zunahme  Eins  zu  bewirken.  So  ist  z.  B.  h  die- 
jenige Wärmemenge,  die  nöthig  ist,  um  bei  constanter  Tempe- 
ratur die  Druckzunahme  gleich  Eins  zu  bewirken. 

7)  Eine  Zustandsänderung,  bei  welcher  der  Körper  wieder 
in  seinen  Anfangszustand  zurückkehrt,  nennt  man  einen  voll- 
ständigen Kreisprocess.  Kann  der  Körper  diese  Zustands- 
änderung auch  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufen,  so  ent- 
steht ein  umkehrbarer  vollständiger  Kreisprocess. 

In  jedem  umkehrbaren  Kreisprocess  ist  die  algebraische 
Summe  sämmtlicher  Wärmemengen,  jede  einzelne  dividirt  durch 
die  zugehörige  absolute  Temperatur,  gleich  Null,  also 

oder 


/ 


T 

Dieses  Integral  nennt  Clausius  die  Entropie  des  Körpers, 

(lie  Grösse 

dQ 

T 

den  Verwandlungswerth.    Ist  der  Kreisprocess  ein  nicht  um- 
kehrbarer, 80  wird 

dQ 


f 


y     >0, 


also  positiv.     Die  Entropie  der  Welt  strebt  einem  Maximum  zu, 
sagt  Clausius. 

8)   Wir  haben  in  dem  Falle,  wo 

dQ  _ 


f 


T  -  0, 


auch 


Daraus  folgt  aber 

dv  \T]       dp  ITJ  """' 
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oder,  weil 


sofort 


dv        dp  ~  ' 


T=  rl^-x^^ 


H) 


dp        "  dv 

(Zweite  Hauptgleichung  der  mechan.   Wärmetheorie.) 
Diese  Formel  lässt  sich  auch  schreiben: 

dp  dv 

9)  Mit  Hülfe  des  soeben  gefundenen  Satzes  können  wir  die 
Gleichung  A)  transformiren.    Aus  U)  folgt 

^^7dT\r^^ji;l 

\dp) 
dies  in  A)  eingesetzt,  giebt: 


dp/ 
Berechnet  man  ähnlich  X,  so  folgt  ebenso 

äQ  =  j^[TdT-^Tdp}     . 

10)  Wir  hatten  femer 

dQ  =  c^dt  +  Idv  =  c^dT-\-  Idv. 

Sodann  ist 


^  =  ^dT+^d» 


v\t\  .     dTlTi 


ein  Tollständiges  Differential,  es  muss  also 

d 
d 

sein,  voraus 

'  =  -1^-1^1 

und  wegen  der  Gleichung  a) 


1  =  AT 


iÜ) 


C) 


ni) 
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m 

Ebenso  ergiebt  sich  aus 

dQ  =  CpdT-\-hdp 

»  =  -^^(It) 'V, 

Die  Gleichungen  11),  III)  und  IV)  rühren  von  Thomson  her. 


Zu   diesen  fügen  wir  noch  hinzu  die  analogen 


~~  A  \dvj 


und   erhalten  aus  I),  II)  und  den  Gleichungen  für  d  Q 


A  = 


dp 


dT] 


dv, 


_8_ 

dv 


dT 


dp 


) 


AT^iCp  —  e^) 


dT    dT 


dp     dv 
dT\  .      ,        /dT" 


dQ  =  cdT-\-^^  dv 


dQ  =  e,dT 


(i) 

AT 


dp 


V) 
VI) 


vn) 
vin) 


^^  =  ''\d^)^^-^'^{U)'^''   •  •  •  •     ^) 


X) 


XI) 


B.    Anwendung  auf  Gase. 

1)  Seien 

^11  Pi,  tu  Tu  üi 
die  dem  Anfangszustande, 

die  dem  Endzustande  entsprechenden  Werthe  von 

v,p,t,T,U. 

2)  Es  bestehen  nun  folgende  Experimentalgesetze: 

-j^  =  const.  =  R, 

dabei  ist  für  trockene  atmosphärische  Luft 

B  =  29,27  mkg. 
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Diese   Constante    für  andere    Gase  wird  erhalten,  wenn  B 
durch  das  specifische  Gewicht  des  Gases  dividirt  wird. 
(Das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz.) 

Dieses  Gesetz  lässt  sich  auch  anders  schreiben.  Seien  Vo,Po*  T^ 
die  Werthe  von  t;,2>,  T  für  eine  beliebige  Zustandsänderung  des 

Gases,  ferner 

1 

—  =  a 
a 

gleich  dem  Ausdehnungscoefficienten  des  Gases,  so  wird 

vjo  _  1  -f-«f   _  T 

VoPo  ~  l  +  ccto  ~  Tq' 

Für  V  C.  Temperaturänderung  ist  a  =  0,003665. 

3)  Es  ist 

Cy  =  const  =  A  ÜT 
für  alle  Gase. 

(Das  Regnault'sche  Gesetz.) 

4)  Dehnt  sich  ein  Gas,  ohne  Arbeit  zu  leisten,  so  ändert  es 
seine  Temperatur  nicht. 

(Das  Regnault-Joule'sche  Gesetz.) 

Diese  Gesetze  sind  nur  approximativ  giltig,  dasselbe  gilt  von 
den  auf  sie  basirten  Formeln.  Gase,  von  denen  man  sich  vor- 
stellt, dass  sie  diese  Gesetze  vollkommen  erfüllen,  nennt  man 
ideale  oder  vollkommene  Gase. 

5)  Wir  erhalten  damit  aus  den  Gleichungen  V),  VI) 


und  aus  VII) 


AR'  AB 


JL  ±t  —  Cp  '~-  Cff 


Nun  ist  nach  dem  Regnault^schen  Gesetze  c^  =  const.,  wir 

haben  also  auch 

Cp  =  const  =  ^  {  Crr  +  J?}. 

Man  findet  aus  IX),  X),  XI)  sofort: 

'  dQ  =  ^  [cvvdp  -\-  Cppdv] 

dQ  =  c^dT-f  Apdv 
d  Q  =  CpdT  —  Avdp. 
Aus  III)  und  IV)  folgt: 

h  =  —  Av 
l  =  Ap 
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Bjbenso  ergiebt  sich  leicht: 

A 

d.  h.  die  Energie  eines  Gases  ist  eine  lineare  Function  der  Tem- 
peratur. 

6)  Setzt  man 

^  =  X  =  1,41  .  .  ., 

so  wird,  für  den  Fall,  dass  ein  Gas  derartige  Aenderungen  er- 
fahrt, dass  dQ  •=  0  ist, 

p  I?*  =  const. 

(Das  Gesetz  von  Poisson.) 

In  diesem  Falle  wird  von  aussen  Wärme  weder  zu-  noch 
abgeführt.    Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

Pi 

f = (r ' = m 

7)  Man  hat  (Rankine)  drei  bestimmte  Zustandsänderungen 
mit  besonderen  14 amen  bezeichnet,  und  zwar: 

I.   Isotherme,  wenn  {iT=  0, 
n.   Isodynamische,  wenn  d  f/  =  0, 
III.    Adiabatische  oder  Calorische,  wenn  dQ  =  0. 

Bei  den  Gasen  sind  isotherme  und  isodynamische  Curven 
dieselben.  Sie  sind  gleichseitige  Hyperbeln  (Mariotte-Gay- 
Lussac'sches  Gesetz). 

Sei 

Cp  —  Cf)  =  A, 

so  lassen  sich  adiabatische  Curven  darstellen  durch 


=(0 


üT = m 


ix)'  -  (0 

iß"  -  ey. 

Einfacher  für  vollkommene  Gase: 

Temperaturcurven  durch    vp  =  const.j 
Calorische  Curven       „      v'^p  =  canst. 

liftBka,  mathem.  Formelniammlimg.  4() 
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Die  Ordinalen   nehmen  mit  wachsenden  Abscissen  ab.    Die 
calorische  Curve  ist  die  steilere. 

8)  Lässt  man  den  Zustand  eines  Gases  fortschreiten  längs 
einer  calorischen  Curve,  so  wird 

vo'-'  (a  +  ^o)  =  V'-*  (a  +  0- 
Die  zuzuführende  Arbeit  wird  gleich 

die  zugeführte  Wärme  =  0. 

9)  Lässt  man  den  Zustand  eines  Gases  längs  einer  Tempe- 
raturcurve  fortschreiten,  so  wird 

voi^  =  ^p 

und  die  Summe  der  zuzuführenden  Arbeit  und  Wämie  gleich 
Null,  die  zuzuführenden  Wärmemengen  stehen  in  arithmetischer, 
falls  die  Volumina  eine  geometrische  Reihe  bilden.  Sei  Q  diese 
Wärmemenge,  so  wird 

Daraus  folgt  weiter: 

Nimmt  man  von  zwei  verschiedenen  Gasen  Quantitäten  von 
verschiedenem  Gewicht  und  verschiedener  Temperatur,  jedoch 
von  gleichem  Volumen  Vq  und  gleicher  Spannung  p^  und  lässt 
man  sodann  bei  gleichbleibender  Temperatur  Vq  zu  v  sich  aus- 
dehnen, so  sind  die  zuzuführenden  Wärmemengen  für  beide  Gase 
gleich  gross.    (Dulong-Clausius'scher  Satz.) 

10)  Wenn  ein  Gas  einen  C am ot 'sehen,  d.  h.  umkehrbaren 
Process,  bestehend  aus  zwei  calorischen  und  zwei  isothermen  Cur- 
ven,  vollführt,  so  ist  der  NutzeiFect  (ökonomische  Coefficient) 


e  = 


Ti-n 


dabei  ist  t  das  Verhältniss  der  verbrauchten  Wärme  zu  der  über- 
haupt zugeführten.    Für  jeden  anderen  Process  ist 

g  ^  ^i  —  ^0 

sobald  er  sich  innerhalb  derselben  Temperatur-  und  calorischen 
Curven  abwickelt. 

Literatur.     Briot,  Mechan.  Wärmetheorie,   d.  v.  Weber. 
Clausius,  Die  mechan.   Wärmetheorie.     Maxwell,  Theorie  der 
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Wärme,  deutsch  von  Neesen.  C.  Neumann,  Vorlesungen  über 
mechanische  Theorie  der  Wärme.  Rühlmann,  Handbuch  der 
mechanischen  Wärmetheorie.  Zeuner,  Grundzüge  der  mechani- 
schen Wärmetheorie. 


§.  177. 

Kinetische  Oastheorie. 

1)  Man  nimmt  an,  dass  die  Wärmebewegung  der  Molekeln 
eines  Gases  in  einer  geradlinig  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit fortschreitenden  Bewegung  bestehe. 

2)  Der  Druck  eines  Gases  variirt  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse seines  Volumens.     {Das  Boyle'sche  Gesetz.} 

Sei  nämlich: 

V  das  Volumen  eines  Gefässes, 
n  die  Anzahl  der  darin  enthaltenen  Molecüle, 
m  die  Masse  eines  jeden  Molecüls, 
c  die  Geschwindigkeit  ihrer  Bewegung, 
p  der  Druck  des  Gases  pro  Flächeneinheit,  so  wird 

nmc^ 

die  Grundgleichung  der  kinetischen  Gastheorie,  aus  ihr  folgt 

nmc^ 
j9 1;  =  — - —  =  const.^ 

also  das  Boyle'sche  {oder  Mariotte'sche  Gesetz}. 

3)  Sei  T  die  absolute  Temperatur  (also   T  =  273  +  t^  G. 

nahezu),  so  wird 

pv  =  RT, 
also 

^ _2_^  nmc^ 

~  0"~2~"' 

demnach  wird  die  Temperatur  proportional  dem  Quadrate  der 
(Geschwindigkeit  der  Molecüle. 

4)  Aus  den  Fundamentalgleichungen  ergiebt  sich  sofort: 
Werden  mehrere  Gase  gemischt,  so  ist  der  von  der  Mischung 
ausgeübte  Druck  gleich  der  Summe  der  Druckkräfte,  welche 
jeder  Bestandtheil  für   sich   allein  ausübt.    (Dalton's  Gesetz.) 

40* 
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5)  Die  Moleculargeschwindigkeiten  zweier  Gase  verhalten 
sich  umgekehrt,  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Dichtigkeiten. 

6)  Wenn  zwei  Gase  gleiche  Temperatur  besitzen  und  zu- 
gleich unter  gleichem  Drucke  stehen,  so  verhalten  sich  ihre 
Dichtigkeiten,  wie  ihre  Moleculargewichte.  (Gay-Lnssac's 
Gesetz.) 

7)  Stehen  zwei  Gase  von  gleicher  Temperatur  unter  gleichem 
Drucke,  so  enthalten  sie  in  gleichen  Räumen  gleiche  Anzahl  von 
Molekeln.    (Avogadro'sche  Regel.) 

Literatur:  Meyer,  Kinetische  Theorie  der  Gase.  Bres- 
lau 1877. 


§.  178. 

Capillarität. 

1)  Seien  a  und  ß  zwei  Constanten,  ferner  6  derjenige  Win- 
kel, den  die  Normale  der  Flüssigkeitsoberfläche  mit  der  Nor- 
malen der  Gefässwand  einschliesst,  90  wird 

ucose  4-  /J  =  0. 

Seien  q  und  Qi  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  der  Ober- 
fläche, s  das  specifische  Gewicht,  js  die  Höhe  der  erhobenen, 
beziehungsweise  der  deprimirten  Flüssigkeit,  h  die  normale  Höhe, 
so  wird 


«(f+i)='(*-'>- 


Die  Grössen  haben  folgende  Bedeutung: 

a,  Capillaritätsconstante  nach  Quincke  =  dem  Gewichte 
der  Flüssigkeitsmasse,  welche  an  der  Längeneinheit  der  Berüh- 
rungslinie einer  vollkommen  benetzten  Wand  gehoben  wird.  (Für 
die  unvollkommene  Benetzung  ist  dieses  Gewicht  =  acosO) 

Man  setzt 

1)  2"  =  «, 

sodann  wird  E  die  Oberflächenspannung  per  Flächeneinheit  auf 
einer  Kugel  vom  Radius  Eins. 

2)  a2  =  —  = 

SS 
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Sodann  ist  a  die  Steighöhe  einer  Flüssigkeit  an  einer  von 
ihr  Tollkommen  benetzten  Wandfiäche.  Bei  unvollkommener  Be- 
netzung ist  diese  Steighöhe  =  aVl  —  sinO. 

a',  Capillaritätsconstante  nach  Poisson  (specifische  Cohäsion 
nach  Quincke)  =  Steighöhe  einer  Flüssigkeit  in  einer  von  ihr 
vollkommen  benetzten  Röhre  vom  Badius  Eins. 

2)  Untersuchen  wir  die    Steighöhe    an   einer  Platte.     Hier 

wird  pi  =  00 ,  also  —  =  0.  Sei  A  eine  beliebige  Steighöhe,  9  der 

(fi 

zugehörige  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  verticalen  Wand 
einschliesst,  so  wird 

—  Qd<pcos(p  =  dh^ 
oder  da 

—  =  sh 


d(p  costp  =  hdh^ 


woraus 


A  =  aVl  —  8inq> 
folgt 

3)  Bei  hinreichend  engen  Steigröhren  sind  die  Steighöhen 
oder  Depressionen  der  Flüssigkeit  dem  Halbmesser  der  Röhren 
umgekehrt  proportional. 

Wird  nämlich  der  Meniscus  der  Halbkugel    gleich,  so  ist 

Q  =  (»j,  also 

2ce 

—  ==  s(h  —  £;). 

Q 

Ist  die  Röhre  nicht  so  eng,  dass  der  Meniscus  eine  Halb- 
kugel bildet,  so  wird 

—  —  —  JL 

-  Q  3 

näherungsweise. 

Die  Steighöhe  zwischen  zwei  Platten  ist  umgekehrt  propor- 
tional dem  Abstände  der  beiden  Platten. 

Einige  Literatur  findet  man  in  Lang:  Einleitung  in  die 
theoretische  Physik.  Sonst  ist  zu  nennen:  Beer,  Einleitung  in 
die  mathem.  Theorie  der  Elasticität  und  Capillarität.  Mathieu, 
Theorie  de  la  Capillarite,  Paris  1883.  Lesenswerth  sind  die 
Abschnitte  über  Capillarität  in  der  eigenartigen  Mechanik  von 
Mach. 
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§.  179. 

Die   Meohanik. 

I.    Zur  Einleitung. 

Die  Mechanik  ist  die  Wissenschaft  von  der  Bewegung;  als 
ihre  Aufgabe  bezeichnen  wir:  die  in  der  Natur  vor  sich  gehen- 
den Bewegungen  vollständig    und   auf  einfachste  Weise  zu  be- 
schreiben (Kirchhoff).     Man   hat  die  Mechanik  zur  Grundlage 
alles  unseres  Wissens  machen  wollen,  man  hat  aber  dabei  ver- 
gessen, dass  sie  nicht  die  Grundlagen,  auch   nicht  einen  Theil 
der  Welt,  sondern  eine  Seite  derselben  fasst  (Mach).    Dass  sie 
wirklich  die  Grundlage  aller  Wissenschaften  geworden,  hat  seinen 
Grund  in   der  Geschichte  (Mach).     Wie  alles  Naturwissen,  so 
kann   auch  die  Mechanik   nur  Complexe   von  jenen  Elementen 
nach-  und  vorbilden,  die  wir  Empfindungen  nennen.    Es  handelt 
sich  um  den  Zusammenhang  dieser  Empfindungen.    Die  mecha- 
nischen Vorgänge  sind  zugleich  auch  physiologische.     Keine  ist 
allein  da,  beide  sind  zugleich  da.     Daher  soll  die  Mechanik  den 
sparsamsten  und  einfachsten  begrifflichen  Ausdruck  der  Bewe- 
gungsempfindungen liefern.    Darin  liegt  zugleich  der  ökonomische 
Charakter  dieser  Wissenschaft  (Mach). 

Kaum,  Zeit,  Bewegung  und  Materie  sind  Begriffe,  von  deren 
Existenz  wir  uns  nur  durch  die  Empfindungen  überzeugen  kön- 
nen. Von  ihrer  Existenz  ausserhalb  der  Empfindungen  wissen 
wir  nichts.  Die  Empfindungen  neben  einander  nennen  wiv  Raunii 
die  nach  einander  Zeit,  eine  räumlich -zeitliche  Empfindung  nen- 
nen wir  Bewegung.  Den  Träger  der  Empfindungen  nennen  wir 
Materie. 

Die  Principe  der  Mechanik  entnehmen  wir  der  Erfahrung. 
Das  erste  Princip  der  Dynamik,  das  Trägheitsgesetz,  hat 
Galilei  (1632)  ausgesprochen.  Das  zweite  Princip  von  der  Zu- 
sammensetzung der  Bewegungen  rührt  von  Huyghens  (1673) 
her;  das  dritte  von  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung verdanken  wir  Newton  (1687).  Die  Coordinaten- 
Methode  führte  Maclaurin  (1742)  ein,  nachdem  früher  Leibnita 
die  Differentialbezeichnung  eingeführt  hatte. 


r 
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Die  Masse  ist  die  Quantität  der  Materie.  Das  Gewicht 
ein  Product  aus  der  Masse  in  die  Beschleuniis^ung. 

Die  Beschleunigung  selbst  ist  von  der  Natur  der  Materie 
unabhängig,  was  Aristoteles  noch  nicht  wusste,  wenn  er  be- 
hauptet, dass  schwere  Körper  schneller  fallen  als  leichte.  Dieser 
Satz  wurde  zuerst  von  Galilei  behauptet,  aber  erst  von  New- 
ton bewiesen,  indem  letzterer  zeigte,  dass  zwei  gleiche  Pendel 
von  verschiedener  Materie  gleich  schwingen. 

Die  Vollendung  der  Mechanik  als  Wissenschaft  wird  dann 
eintreten,  wenn  an  die  Stelle  der  Elementargesetze,  welche  gegen- 
wärtig unser  Wissen  ausmachen,  Integralgesetze  treten  werden, 
so  dass  wir  sodann  direct  die  Abhängigkeit  der  Lagen  der  Kör- 
per von  einander . erkennen  werden  (Neumann). 

Wer  sich  Klarheit  über  die  Aufgaben  der  Mechanik  ver- 
schafifen  will,  dem  sei  empfohlen  das  hochinteressante  Werk:  Die 
Mechanik  in  ihrer  Entwickelung  von  Dr.  E.  Mach  (Leipzig  1883), 
sowie  eine  Abhandlung  von  C.  Neumann  in  den  Sitzungsber. 
der  königl.  sächs.  Akademie  1887,  L  u.  II. 

Einige  Lehrbücher. 

Delaunay,  Traite  de  Mecanique  ration.  Auch  deutsch  meh- 
rere Auflagen.  Duhamel,  Lehrb.  der  analyt.  Mechanik,  deutsch 
von  SchlömilcL  Euler,  Mechanica,  deutsch  von  Wolfers. 
Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausgegeben  von  Clebsch. 
Kirchhoff,  Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  Lagrange, 
Mecanique  analyt.,  deutsch  von  H.  Servus.  Mathieu,  Dyna- 
mique  analytique.  Na  vier,  Lehrbuch  der  höheren  Mechanik, 
deutch  von  Meyer.  Poinsot,  Elemente  der  Statik,  deutsch  von 
Servus.  Poinsot,  Theorie  nouv.  de  la  rot.  d.  corps,  deutsch 
von  Schellbach.  Poisson,  Traite  de  Mecanique,  deutsch  von 
Stern.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  S om- 
ni of,  Theoretische  Mechanik,  deutsch  von  Ziewet.  Thomson 
und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  deutsch  von 
Helmholz  und  Wertheim.  Maxwell,  Substanz  und  Bewegung, 
deutsch  von  Fleischl.  (Ein  äusserst  interessantes  Büchlein, 
1  Mk.  20  Pf.) 

Sodann  die  Aufgabensammlungen  von  Fuhrmann  und  Zech. 
Die  grösseren  von  Kraft,  Jullien  (französisch)  und  Walton 
(englisch). 
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n.    Allgemeine  Sätze. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Bew^^mig  eines  Punktes,  oder 
eines  Systems  von  Punkten.  Sodann  gelten  folgende  Sätze  und 
Betrachtangen. 

1)  Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  ist  bestimmt 
sobald  für  einen  Ort  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  und  die  Compo* 
nenten  der  Geschwindigkeit  u^^  Vq^  Wo  gegeben  sind  und  ausser- 
dem für  jedes  t  die  Werthe  der  zweiten  Differentialqnotienten.  Also 

dxo  dyo  dzn 

"^^-dT^   ""'^dt;^    "^^^Ä* 

di^  ~  ^'     dt^  ~  ^'     dt^  ~    ' 

denn  dann  sind  wir  im  Stande,  x,  y,  z  als  Functionen  der  Zeit  i 
darzustellen.  Die  Grössen  X,  Y  und  Z  nennt  man  Componenten 
der  Beschleunigung. 

2)  Ist  der  Punkt  gezwungen ,  auf  einer  Fläche  tp  (x,  y,  #,  i) 
=  0  sich  zu  bewegen,  so  kommen  noch  zu  den  Componenten 
X,  Y,  Z  die  Componenten  X',  Y\  Z'  hinzu,  die  wir  in  folgender 
Weise  ausdrücken  wollen: 

dx  dy  dz 

Sodann  wird 

dt^  T     dx 

?^=^  +  ^l^ 

dt*  oy 

Um  A  zu  bestimmen,  bilden  wir 

d^q)  d(p  d*  a:    , 

IV  ~Tx'dF'^ 

und  ersetzten  hierin  d^  x/d  ^^ . . .  durch  die  Werthe  aus  den  vor- 
angehenden Gleichungen,  sodann  ergiebt  sich  X  als  Function  von 

dx     dy     dz 

^'  ^'  '''  ^'  dt'    Jt'    Tf 
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Verallgemeinem  wir  diese  Betrachtungsweise,  so  erhalten  wir 
die  allgemeinen,  zuerst  von  Lagrange  aufgestellten  Gleichungen : 

dp  '        dx    ^        dx    ^ 

"^TP-  ^  +  *  dy^^  dy  + 


9         •        • 


Mit  den  Bedingungsgleichungen 

y  =  0,     ^  =  0  .  .  . 

3)  Ertheilen  wir  diesem  System  eine  unendlich  kleine  Ver- 
schiebung 8x^  öy,  dz  derart,  dass 


8<P  *  /^    X7^  3* 


SO  ergiebt  sich  das  d'Alembert'sche  Princip 

«=2:|("'S-x)«=^+(»fl-'')«» 

4)  Den  Werth  von 

Xdx-i-  Y8y-\-Ziz 

nennt  man  die  Arbeit   der  Kraft  (X  YZ)  für  die  Verrückung 
ix,  Sy^  8z,    Setzen  wir  noch 

2  {Xdx  +  Ydy  4-  Z«i?)  =  «  t/, 

also  ü'  gleich  der  Arbeit  der  Kräfte,  ferner 

wo  T  die  sogenannte  lebendige  Kraft  des  Systems  darstellt,  so 
folgt : 

Verschwinden  nun  die  Variationen  8x^  Äy,  dz  sämmtlich  für 
ii  und  to^  so  wird 


0=  fdt{8T-]-8U\ 
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welche  Gleichung  das  Hamilton'sche  Princip  enthalt.    Das- 
selbe lässt  sich  auch  schreiben  wie  folgt: 

0  =  «  f{T-\^  U)dt. 
t 

5)  Führt  man  in  die  Lagrange'schen  Gleichungen  an 
die  Stelle  der  alten  Variabein  x^y,  z  neue  q  ein,  deren  Zahl 
^  =  3w  —  X  ist,  wobei  n  die  Anzahl  der  Punkte,  und  %  jene 
der  Bedingungsgleichungen  ist,  und  welche  so  gewählt  sind,  dass 
sie  die  Bedingungsgleichungen  identisch  erfüllen,  und  setzt  noch 

Sl—  2j^  \dt^  dq'^  dt^  dq~^  dt^  dqV 

so    ergeben   sich    die    sogenannten    zweiten   Lagrange' sehen 
Gleichungen: 

dt  d^         dq  ~  ^' 
wobei  der  Kürze  wegen 

^        dt 
gesetzt  wurde. 

6)  Ersetzt  man  in  der  d'Alembert'schen  Gleichung  ix, 
Sy,  djs  durch  dx^dy^  dz  und  integrirt,  so  folgt: 

T,  -  To  =J^{Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

Co 

Dieser  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  besagt,  dass  der 
Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  des  Systems  in  irgend  einem 
Zeitintervall  erleidet,  gleich  der  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte  für 
die  Verschiebungen  ist,  die  die  Punkte  in  diesem  Zeitinterrall 
erfahren. 

Existirt  ein  Potential,  welches  die  Zeit  nicht  enthält,  so  lässt 
sich  die  obige  Gleichung  auch  schreiben  wie  folgt: 

T=  ü-\-h, 
wobei  U  das  Potential,  und  h  eine  Constante  ist.  Ist  U  eine 
einwerthige  Function,  so  folgt  hieraus,  dass,  wenn  alle  Punkte 
des  Systems  in  Lagen  zurückkehren,  die  sie  schon  einmal  hatten, 
auch  die  lebendige  genau  denselben  Werth  annehmen  wird,  den 
sie  damals  besass.  (Satz  von  der  Erhaltung  der  leben- 
digen  Kraft.) 
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Der  obige  Satz  läset  sich  auch  schreiben  wie  folgt: 

8 

l^(mv^  -  mvl)  =  ^J'PcosiP,ds)ds, 

»0 

wobei  P  die  Kraft  bezeichnet. 

7)   Aendert  sich  bei  einer  Translation  des  Systems  die  rela- 
tive Lage  der  Punkte  gegen  einander  nicht,  so  wird: 


2"^  =  S^- 


Sei  nun 


mx 


80  folgt: 


d*i 


M 


d 


<»  =2^ 


dp 


M 


dn 


ir  =  2'^' 


d 

wodurch  der  Satz  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
ausgesprochen  ist.    Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  ist 

^_0      ^-0      ^-0 

dp     "'    dp~  '    dp~^' 

d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich  geradlinig  mit  gleichbleiben- 
der Geschwindigkeit  (Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewe- 
gung des  Schwerpunktes). 

8)  Aendern  die  Punkte  auch  bei  einer  Rotationsbewegung 
ihre  relativen  Lagen  nicht,  so  wird,  wenn  die  Rotjitionsaxe  die 
i?-Axe  ist: 

oder 

X  ^=  Qcosdt    y  =  QsinO 
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gesetzt 

Dies  ist  der  sogenannte  Flächensatz  für  die  xy-Ebeoe. 
Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  wird 

^j  w  9^  ;7T  =  const.j 

welche  Gleichung  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen 
ausspricht. 

Analoge  Formeln  erhält  man^  indem  man  nach  einander  die 
x-  und  ^-Axe  als  Drehungsaxe  annimmt.  Alle  zusammen  stellen 
die  allgemeinen  Flächensätze  dar. 

III.    Geometrie  der  Bewegung. 

1)  Bewegt  sich  ein  Körper  parallel  zu  einer  Ebene,  so  kann 
er  stets  durch  drei  Punkte  bestimmt  gedacht  werden,  die  ihrer- 
seits wieder  eine  Ebene  bestimmen.  Die  Symmetralen  je  zweier 
unendlich  nahen  Lagen  dieser  drei  Punkte  gehen  durch  einen 
Punkt,  das  sogenannte  Momentancentrum.  Nennen  wir  die 
durch  den  Körper  bestimmte  Ebene  E\  jene  feste  parallel,  zu 
welcher  die  Bewegung  vor  sich  geht,  J?,  so  wird  das  Momentan- 
centrum im  Verlaufe  der  Bewegung  auf  beiden  Ebenen  Spuren 
zurücklassen,  die  wir  die  Curven  C  und  F  nennen  wollen.  So- 
dann reducirt  sich  die  Bewegung  dieses  Körpers  auf  das  Rollen 
zweier  Curven  auf  einander. 

2)  Um  die  analytischen  Ausdrücke  für  die  Curven  C  und  F 
zu  finden,  beachten  wir  Folgendes:  Wir  fixiren  zwei  Punkte  des 
Systems,  deren  unveränderlicher  Abstand  a  sein  soll.  Diese  wer- 
den während  der  Bewegung  zwei  Curven  a  und  ß  beschreiben. 
Seien  Xijfi  und  0:2^2  ihre  Coordinaten,  so  wird  jederzeit  die 
Gleichung 

(^1  -  x^y  +  (Vi  —  y^y  =  «' U 

bestehen.  Dabei  denken  wir  uns  Xi  yi  als  Functionen  einer 
Variablen,  ti  und  x^  y^  als  Variable  von  t^.  Femer  nehmen  wir 
in  der  Bewegungsebene  ein  festes  Coordinatensystem  X  7,  und 
ein  bewegliches  ^ri  an.  Das  letztere  soll  die  Mitte  von  a  zum 
Ursprung  haben  und  so  beschaffen  sein,  dass  a  mit  der  {-Aie 
zusammenfällt. 
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Sei  nun 

Xi  —  x^  =  a  cos  A,    yi  —  y^  =  a  sin  k 2) 

so  giebt  X  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Coordinatensysteme 
an  und  es  wird: 

X  —  —  (xi  -j-  x^)  =  ^cosk  —  ri  süi  k 


r  —  2-  (yi  +  y»)  =  l-«»^  + 1?  cosi 


3) 


Der  Schnittpunkt  der  Normalen  giebt  das  Momentancentrum. 
Dieses  liefert: 


4) 


Aus  diesen  Gleichungen  1)  bis  5)  erhält  man: 

A.  Die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes. Dabei  hat  man  |  und  ly  als  seine  Coordinaten  zu  be- 
trachten und  ohne  Zuhülfenahme  von  4)  die  Grössen  |,  ly,  ^i 
and  ^3  zu  eliminiren  aus  1)  2)  3). 

B.  Die  Gleichungen  der  Curven  C  und  r*,  wenn  man 
aus  1)  bis  4)  die  Grössen  A,  ^i,  /^i  ^i^d  entweder  noch  |,  it\  oder 
Z,  Y  eliminirt. 

3)  Durch  Transformation  vermittelst  der  Methode  der  reci- 
proken  Radien  erhalten  wir  sofort  die  Relationen  für  die  Dre- 
hung und  Bewegung  eines  Körpers  parallel  einer  Kugelfläche. 
Der  Transformationsmittelpunkt  verbunden  mit  dem  Momentan - 
centrum  giebt  die  Momentanaxe.  Der  Transformationsmittelpunkt 
und  die  Curven  C  und  F  bestimmen  zwei  Kegeltiächen,  welche 
den  Curven  C  und  F  entsprechen. 

4)  Es  bezeichne  für  das  System  in  1)  w  die  Winkelgeschwin- 
digkeit, d%  das  Differential  des  Rotationswinkels  um  die  Momen- 
tanaxe zur  Zeit  <,  u  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums, 
f  die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  in  der  Entfernung  r 
vom  Momentancentrum,  ds  das  Bogenelement  der  Curve  der 
Momentancentra,  und  q  und  pi  die  Krümmungshalbmesser  der 
Curven  C  uhd  F  für  den  augenblicklichen  Berührungspunkt, 
so  ist 
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W  = 


dt' 


u 
w 


V  =  wr  = 


QQi 


ds 
Jt 


Qi±  Q 


und  zwar  gilt   in  der    letzten  Formel    das    obere  oder  untere 
Zeichen,  je. nachdem  die  benachbarten  Theile  der  Gurren  auf 


Fig.  14. 


y-t-dr 


entgegengesetzte  oder  dieselben  Sei- 
ten der  gemeinschaftlichen  Tangente 
fallen. 

5)  Die  Bewegung  des  Momen- 
tancentruras  längs  der  festen  Cunre 
kann  aufgefasst  werden  als  eine 
neben  der  Drehbewegung  F  Q  statt- 
findende fortschreitende  Bewegung 
QP'  von  der  Beschleunigung  «ir 
in  der  Richtung  der  Normalen  der 
beiden  Curven.  Würde  der  augen- 
blickliche Drehpunkt  seine  Lage 
nicht  ändern,  so  würde  sich  die 
Beschleunigung  eines  Punktes  zu- 
sammensetzen aus    der  Centripetalbeschleunigung  rtc*    und  der 

Tangentialbeschleunigung 

dtv 

so  kommt  aber  noch  die  Beschleunigung  uw  hinzu. 

Wählt  man  die  Tangente  der  Curve  der  Momentancentra 
als  X-Axe  positiv  im  Sinne  der  Geschwindigkeit  u,  und  die 
Normale  als  X-Axe  positiv  im  Sinne  der  Beschleunigung  wu, 
so  sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  längs  den  Goordi- 
natenaxen 

2    •   •   •   —    W^y jr-  X  -|-  UW  ^=  Py. 

Sei  px  =  0,  so  erhält  man  eine  Gerade,  in  welcher  die  Be- 
schleunigungen parallel  sind  der  X-Axe,  ebenso  liefert  ja^  die 
Beschleunigungen  parallel  zur  X-Axe.  In  ihrem  Schnittpunkte 
P  wird   die   Total beschleunigung  0  sein    (Beschleunigungs- 

c  e  n  t  r  u  m ). 


X. 
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Die  Coordinaten  dieses  Punktes  sind: 

dw 

dt  w^u 


^1  = 7i--r^^    Vi  = 


Die  Componeuten  der  Beschleunigung  in  der  Richtung  des 
Momentancentrums  und  senkrecht  darauf  sind: 

r  r  T         Q  Q 

dw       uw  ^  y         ^  X 

^  dt  r  r  r 

wobei  Q  der  Krümmungsradius  der  Bahn  ist.  Setzt  man  pn  =  0, 
Pi  =  0,  so  erhält  man  zwei  Kreise  (Bresse'sche  Kreise,  Journ. 

de  Pficol.  Polyt.  1853).    p«  =  0  giebt  ^  =  0,  d.  h.  v  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  die  Geschwindigkeit  wechselt  also  das  Zeichen 
(W-echselkreis).   p^  =  0  giebt  v^/g  =  0  oder  q  =  co,  die  Bahn 
hat  also  hier  einen  Wendepunkt  (Wendekreis). 
Die  Gleichung  des  Wendekreises  lautet 

^'  +  y'  =  — »» 

jene  des  Wechselkreises  ist: 

wu 


a:«  4-  y«  = 


^dw 


dt 

Die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  ß  liegen  auf  einem  um  das 
Beschlednigungscentrum  beschriebenen  Kreise,  dessen  Gleichung 

ist.    Die  Totalbeschleunigung  ist  gegeben  durch 
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IV.    Die  Geschwindigkeiten. 

1)  Seien  v«,  r^,  v,  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit  r 
auf  die  drei  rechtwinkligen  Axen,  sowie  a,  /),  y  die  Neigungs- 
winkel der  Tangente  im  Punkte  x^  y,  z  der  Bahn,  so  wird 

dx 


Vx  = 


V  cos  a, 

Vy    — 

dy 
dt 

—  vcos 

ß, 

Vm  — 

dz 
dt 

—  V  cos  y, 

.«  + 

vi 

cosa 

Vx 

cosß 

Vy 

cos 

Vm 

l 

Sind  meKrere  Geschwindigkeiten  Vi^  Vj,  .  .  .  Vn  eines  Punktes 
gegeben,  welche  mit  den  Goordinatenaxen  die  Winkel...  («»^«y«) 
bilden,  so  sind  die  äquivalenten  Geschwindigkeiten  Fx,  Fy,  V,  ge- 
geben durch 

Fr  =  2  VnCOSa^,       Vy  =  ^  VnCOSß^,       ^'  =  2  ^"  ^^^  y»' 

und  die  Resultirende 

7=VV^+  Vi+  F/, 
für  deren  Richtungswinkel  a,  6,  c  die  Gleichungen 

COS  a cosb  cosc 1 

"T^  -  TT  - 17  ~  F 

bestehen. 

Es  gilt  die  Regel:  Die  Resultante  von  beliebig  vielen  Ge- 
schwindigkeiten eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und 
Sinn  durch  die  Schlusslinie  eines  Polygonzuges  dargestellt,  dessen 
Seiten,  in  beliebiger  Ordnung  genommen,  der  Grösse,  Richtung 
und  dem  Sinne  nach  mit  den  einzelnen  Geschwindigkeiten  über- 
einstimmen (Polygon  der  Geschwindigkeiten). 

2)  Seien  ferner  r  (Radiusvector),  d-  (Winkel  zwischen  r  und 
der  Polaraxe)  und  9)  (der  Winkel  zwischen  der  Ebene  des  Win- 
kels -Ö*  und  einer  Fundamentalebene)  die  Polarcoordinaten,  so 
sind  die  ihnen  entsprechenden  Geschwindigkeiten: 

dr  dd^  •    i>.  dw 
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Die  Grösse  -jj  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  genannt  und 

mit  w  bezeichnet.  Die  Winkelgeschwindigkeiten  setzen  sich  nach 
dem  Polygon  der  Geschwindigkeiten  zusammen. 

3)  Betrachten  wir  ein  unveränderliches  System-,  dessen  Punkte 
während  der  Zeit  dt  sämmtlich  parallele  und  congruente  Wege 
beschreiben.    Alsdann  wird 

ds 

die  Translationsgeschwindigkeit  des  Systems  genannt.  Es 
besitze  das  System  femer  eine  unendlich  kleine  Kotation  dd"  nm 
eine  Axe  a.    Wir  nennen  sodann 

dd^ 
^        dt 

die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Axe  «. 

Die  gleichzeitige  Verbindung  einer  beliebigen  Menge  von 
Winkelgeschwindigkeiten  eines  unveränderlichen  Systems  um  be- 
liebige Axen  ist  äquivalent  einer  Winkelgeschwindigkeit  Ä  und 
einem  Rotationspaare  T  (einer  Translationsgeschwindigkeit),  für 
welche  folgende  Gleichungen  gelten: 

-ßx  =  2  «?*,  -ßtf  =  2  '^^^^  -^^  =  2  *^' 

Ä2  =  ßa  _^  Sil  -f  ^2 
cosa  cosh  cosc 1 

"TäT   ~"     ^y      ~     ^z      ~  ^ 

T,  =  ^{x  Wy  —  y  tv^) 

P=T^-\-  TS  -i-  T! 
cos  l  ros  fi cosv 1 

"2r ""  ^  ~  "IT  -  T' 

Der  Winkel  zwischen  der  Axe  von  Sl  und  T  ist  bestimmt 
durch 

Soll  sich  das  System  auf  eine  blosse  \yinkelgeschwindigkeit  ß 
reduciren,  so  muss 

ßx  T^  -f  Äy  Ty  +  Ä,r,  =  0 

sein. 

Laik«,  maihein.  Fonnelnsammlnng.  4| 
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Sollen  dagegen  sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten  einem 
Rotationspaare  äquivalent  sein,  so  muss  ß  =  0,  d.  h. 

2  m;^  =  0,    ^  i€y  =0,    2  M),  =  0 

sein.    Das  System  ist  momentan  ein  Stillstand,  wenn  Ä  =  0  und 
T  =  0,  also 

!(;-  =  0  .  .  . 


2    {y'^X    —   XWy)    =    0    .    .    . 

4)  Die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ist  die  Resul- 
tante aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  desselben  und  der  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Geschwindigkeit  des  mit 
ihm  zusammenfalleniilen  Punktes  des  Systems,  auf  welches  die 
relative  Bewegung  sich  bezieht. 


V.    Die  Beschleunigungen. 

1)  Analog  den  Geschwindigkeiten  bezeichnen  wir  die  Be- 
schleunigungen mit  9,  sodann  wird: 

-^      =       <py       =       (pCOSß 

9^^  <Py  9.  9> 

2)  Die  Beschleunigung  kann  auch  in  eine  Tangential- 
beschleunigung (ft  und  in  eine  Normalbeschleunigung  ifn 
jederzeit  zerlegt  werden.  Die  letztere  ist  längs  der  Hauptnor- 
malen nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet.    Es  ist 

dv 


wo  Q  der  Krümmungshalbmesser,  und  dBidt  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  den  Krümmungsmittelpunkt  bezeichnet. 
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3)  Sei  c  die  Sehne,  welche  die  Richtang  der  Beschleunigung 
im  Krümmungskreise  bestimmt,  so  wird 

4)  Die  Deviation  8  eines  Punktes  (d.  h.  die  Abweichung  des 
beweglichen  Punktes  von  der  Tangente  in  der  Richtung  der  Be- 
schleunigung nach  Verlauf  von  dt)  ist  gegeben  durch 

Ä  =  -^  (p.dtK 

5)  Bezüglich  der  Beschleunigungen  eines  unveränderlichen 
Systems,  welches  sich  parallel  zu  einer  Ebene  bewegt,  vergleiche 
Nr.  III.,  S.  638. 

6)  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  für  die  allgemeinste 
Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  besteht  aus  vier  Com- 
ponenten. 

I.  Aus  einer  centripetalen,  nonnal  zur  Momentanaxe 

gleich  dem  Producte  aus  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindig- 
keit {vd)  um  die  Momentanaxe  in  den  Abstand  (r)  des  Punktes 
von  dieser. 

IL    Aus  der  Beschleunigung 

ap 
gleich  dem  Producte  aus  der  Winkelbeschleunigung  (a)  und  dem 
Abstand  (p)  des  Punktes  von  deren  Axe.    Ihre  Richtung  ist  nor- 
mal zu  der  Ebene,  welche  der  Momentanaxe  und  der  Axe  der 
Winkelbeschleunigung  parallel  läuft. 

III.  Aus  der  Beschleunigung 

wu 

senkrecht  zu  der  durch  die  Momentanaxe  und  die  Richtung  von 
tt  gelegten  Ebene,  und 

IV.  Aus  der  Translationsbeschleunigung  des  Systems. 

7)  Die  relative  Beschleunigung  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
ein  bewegliches  System  besteht  aus  drei  Componenten  (Satz  von 
Coriolis). 

I.   Aus  der  absoluten  Beschleunigung  des  Punktes. 

II.  Aus  der  entgegengesetzt  genommenen  Beschleunigung  des 
mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes. 

HL   Aus    der    zusammengesetzten    Centrifugalbeschleunigung, 
welche  dem  Werthe  nach  gleicht  dem  doppelten  Producte  aus 

41* 


^ 
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der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Momentanaxe  in 
die  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eine  zur  Momen- 
tanaxe  senkrechte  Ebene.  Diese  Gomponente  steht  senkrecht  auf 
einer  durch  diese  Axe  und  die  relative  Geschwindigkeit  gehenden 
Ebene;  der  Sinn  ihrer  Richtung  ist  entgegengesetzt  dem  Sinne 
der  augenblicklichen  Drehung  des  Systems;  sie  kann  daher  als 
Axe  eiper  Drehung  betrachtet  werden,  welche  die  Richtung  der 
relativen  Geschwindigkeit  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  Rich- 
tung der  augenblicklichen  Drehungsaxe  überführt. 

Coriolis  (Journ.  de  l'ecole  polyt.,  Tom.  XV,  Cah.  XX-IY) 
nennt  die  zweite  Gomponente  „force  d'entrainement".  Specielle 
Fälle  dieses  Satzes  kannten  schon  Newton  (für  progressive)  und 
Clairaut  (für  drehende  Bewegung). 


§.  180. 

Dynamik. 
I.    Freie  Bewegung  eines  Punktes.    - 

A.     Geradlinige   Bewegung   eines    Punktes. 

1)  Sei  V  die  Geschwindigkeit,  ^  die  Beschleunigung,  jP  die 
Kraft,  m  die  Masse,  s  der  Weg,  so  gelten  die  Formeln: 


V 


ds  dv d^s 

dt'    ^  ~'dt~  dp 


ds        ^        m  2  ' 

h  t 

s  =   I   vds,    mv  —  mvQ  =    I   Pdt 


a 


—  (mv^  -r-  mv^)  =   I  Pds. 


»0 


2)  Der  freie  Fall  ohne  Rücksicht  auf  den  Widerstand  der 
Luft.  Sei  TZ  der  Erdhalbmesser,  a  der  Abstand  des  Punktes  vom 
Erdmittelpunkte,  s  sein  Fallraum  nach  t  Secunden,  g  die  Be- 
schleunigung an  der  Erdoberfläche,  <jp  diejenige  im  Abstände 
a  —  s  vom  Erdcentrum.    Sodann  wird 
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ds  dv  R^ 

Für  irgend  einen  Punkt  der  Erdoberfläche  ist 
gx^^  =  flF^.  (1  —  0,00259  cos  2  A)  (1  —  0,000000002  h\ 

wobei  A  die  geographische  Breite,  und  h  die  in  cm  ausgedrückte 
Höhe  des  betreffenden  Ortes  über  dem  Meere  bezeichnet. 

^45  =  9806  mm/sec^ 

•^  a(a  —  .s) 

t  =  -^  y^  I  V(a  —  s)  s  4-  a aresin  ]/ -p 
Daraus  für  den  gewöhnlichen  Fall: 

q)  =  g,     v  =  V2gs  =  gt,    t  =  y -^ 

1  ,        1      ,,        1   v» 
s  =  ,.-  vt  =  -r  gP  z=  —  —' 

2  2  ^  2    g 

Nimmt  man  im  letzteren  Falle  den  Widerstand  der  Luft 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direct  proportional,  so  wird 

ds  dv 

und  hieraus  folgt: 

t  =  TT —  log  — ■ — ,    a^  =  ~ 

gaxt  ß—axt 

V  =  a  — —, — i -,  =  a  tq  hm  a  x  t 

\  ^xt   A,  ß^axt  \ 

s  =  —  log -^ =  —  log  cos  hyp  a  x  f . 

X  ^  X 

3)  Der  verticale  Wurf  ohne  Rücksicht  auf  den  Luftwider- 
stand. 

Sei  R  der  Erdradius  und  s  der  Abstand  des  steigenden  Punk- 
tes vom  Erdcentrum,  sowie  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit,  so  wird: 


daraus 


9  =  —  5f— ,     vdv=::  —  q>ds, 

% 
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Die  grösste  Steighöhe  ist 


_      2gB^      _  R  _  _J^A. 


H=^    4i        ö  — ■«  = 


t  = 


igB  —  vl       igü  —  vl 

Der  Punkt  kann  nie  Mlen,  wenn  2g  R  —  v«  negativ  wird. 

2gJg«(Po  —  v) 

(2<7B»  -  vl){2gR*  -  rS  +  »») 

,  2flB«        f      ,  »,  ■  »I 

+  (2git»-t,oy.  r^  V2gj?«-t,g  -"•^^  V2ff  ji«  -  .;( 

und  die  ganze  Steigzeit  T 

Wird  die  Veränderlichkeit  der  Beschleunigung  der  Schwere 
nicht  berücksichtigt,  so  wird 

V  =  Vq  —  gl 


femer 


_  t^o  4-^  /  —  «  f         ^^'  —  ^^0  -  ^' 


qi  ;    j^^  TJ-  ^    T    ^^ 


ff'  2  2// 

Der  Punkt  kehrt  nach  der  doppelten  Steigzeit  in  seine  An- 
fangslage zurück.  Die  Geschwindigkeit  im  nten  Theil  der  Steig- 
höhe ist  ^ 


n 


Wird  der  Widerstand  der  Luft  proportional  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  angenommen  und  die  Veränderung  der 
Schwere  nicht  berücksichtigt,  so  wird: 

9  =  —  (ff  +  »^^) 


t  = 


y^  ^ardgvo  Yj  -  ardgv  Vy, 


Vq  cos a  sm  ^^- 

a                 a 
V  =  a ; -. 

ff*    I         -ff* 
acos  - — f-  Vq  sin  ^- 
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s  =  —  loa  \—  sin h  cos  ^ 

g  \a  a     '  a  } 

T  =  ^,    H=±log^^±^. 
g  2x     ^        g 

4)  In  Bezug  auf  die  allgemeine  Behandlung  derartiger  Pro- 
bleme entnehmen  wir  dem  Werke:  Theorie  der  Bewegung  und 
der  Kräfte  von  Schell  folgende  Andeutungen: 

I.     Es  sei  gegeben 

ds  dv  .... 

dT  =  "'    dt  =  f^    '^=f^^^^ 

SO  folgt: 


?^—  Vo  =  ff{t)dt 


s  - 


s,  =  Vo(t-  to)  +  J dt  J f(t)dt 


IL    Es  sei  gegeben 

ds  dv  ... 


SO  folgt: 


8 


s 
ds 


■  —     -  -  • 


•     /      .2 


+  2ff(s)d 


Vo 

»0 


III.   Es  sei  gegeben 

ds  dv  j,.. 

Es  wird 


V 


'-•-^fm 


»0 
V 

vdv 


_    r  vdx 


) 

»0 
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IV.     Es  sei  gegeben 
so  folgt: 


s  —  So 


=  ff(t)dt 


V.    Es  sei  gegeben 

ds  dv  ,  .^  ^ 

Man  hat 


t 


'■=Im-r^^' 


«0 


9>=/'(s)./(s). 

VI.  Es  sei  gegeben 

^^  dv  ^^         .. 

di  =  '^    dT  =  '''    ^(9,s,t)  =  o. 

Man  hat  hier  die  Gleichung 

zu  integriren. 

VII.  Es  sei  gegeben 

ds  dv  ^, 

Die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 


=  0 


O 


(du      ds 


dp'    dt'      I 
VIII.    Es  sei  gegeben 


^^ 


t\  —  0. 


ds  dv 


=  9,     0((p,v,s)  —  O. 

Die  Differentialgleichung  lautet 

-  /du     ds       \       ^ 

IX.    Es  sei  gegeben 


ds 


=  V, 


dv 


9,    9{v,  5,  0  =  0. 


Dynamik.  649 

Diese  Aufgabe  erfordert  die  Integration  von 

ds 


*(||,m)  =  o. 


X.     Es  sei  gegeben 

^^  d^  -*./ 

Die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 

.  /d^s     ds        A 

B.    Krummlinige  Bewegung  eines  Punktes. 

1)  Die  krummlinige   Bewegung  eines   Punktes  ist  I.  durch 
die  Gleichungen 

dt^  ~  ^'     de»  ~"     '     dt^  ~ 

charakterisirt.    Zur  Bestimmung  der  sechs  Integrationsconstanten 
dienen  die  Werthe 

y    u    ^      f^^ü      dy^     dz^ 
X,,  J/u,  -sr»,     ^,    jj-,    -j^, 

oder  IL  durch  dief  Gleichungen 

ds  dv  v'^ 

Tt  =  '^    dt="^'^   7  =  9'-  1 

Die  ersteren  Gleichungen  rühren  von  Maclaurin  (Treatise 
of  Fluxions  1742)  her,  vor  ihm  waren  die  letzteren  gebräuchlich.  1 

2)  Der  horizontale  Wurf  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq.  I 

de«"""'     dp—^'     dP~^ 
a;  =  2^  =  je?  =  V,  =  Vy  =  0,     Vx  ^=  Vq  fiir  t  =  0. 
Man  erhält 

;8?  =  0,  V,  =   0, 

und  die  Gleichung  der  Bahn: 

0     ^ 


650 


Dynamik. 


3)   Der  schiefe  Wurf  nach  aufwärts  mit  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit Vq, 

d^x       ^      d^y  _  d^z 


ö'    rf7^  =  -^' 


=  0 


dp  '     dt^  ~       ^'    dp 

a;  =  1/  =  -2?  r=  t;^  =  0,    Vx  =  a^    ^y  =  b  für  t  =  0. 
Man  erhält: 
X  z=  at^  Vx  =  a 

tj  =  ht  ^  -^(jt\     Vy^b—gt,    v  =  Vi'o  —  2<7^ 

-sr  =  0,  v,  =  0, 

und  als  Gleichung  der  Bahn 

^        a  2    a^ 

Die  Wurfhöhe  H  und  Wurfweite  TF  ist 


H  = 


b^ 


W  = 


2ab 


^9'  9 

Die  Länge  der  Bahn  während  der  Zeit  t  ist 

1 


S  = 


^9 


b  Va^  +  6»  +  ((7^  —  b)  Va«  +  0/^  —  6)^ 
-  b  +  Va^+(r/«-i)n 


+  «*% 


//^ 


Die  Zeit,  in  welcher  eine  Bahnstelle  erreicht  wird,  ist 

«  =  -  =  -4-1  V62_2i/v. 
a        g  ^  g 

Soll  der  Punkt  a?i,  yi  in  der  Bahn  liegen,  d.  h.  getroffen 
werden,  so  ist,  wenn  a  den  erforderlichen  Wurfwinkel  bezeichnet: 

f?  ±  Vvi  —  2  y?^yi  —  5f2a;i^ 


tga  = 


</^i 


4)  Wird  der  Luftwiderstand  in  Betracht  gezogen,  und  zwar 
in  der  Weise,  dass  derselbe  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
direct  proportional  angenommen  wird,  so  lauten  die  Fundamen- 
talgleichungen : 

d^x  ^  g_  /d s y  dx 

dTä  ~  ■"  X»  Vdi)    dt 


dp  w^  \di)    dt       ^ 

dP  ~  '^  ^  \dt)    dt 


Dynamik. 

und  die  Bedingungsgleichungen: 

X  =  y  =  z  =  0 

17^  =  a  =  Vo  cos  a 
Vy  =  b  =  v^i  sin  a 

Sei  p  =z  -^.  femer 

^       dx 
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Sei  femer  p^   der  Werth  von  p  zur  Zeit  t^  und  dem  ent- 
sprechend Po,  ferner 

c  =  Po  + 


X2 


4flfÄcos*a' 


so  wird 


Po 
Po 


. —  Po 


p 
Ist  Po  sehr  klein,  so  wird 

,  X»  /  1     X2      I?'      ,       1     X2 

ijz=ixtga-\-i — 7 ;;—  1^  —  TT  —  e        + -^r  — 

•^  -v     ^  ^gJicos^a  [  2    g  '    2    </ . 


g       Vocosa  '  2^ 


5)  Die  Centralbewegung  eines  Punktes.    Die  Bewegung 
ist  eine  ebene. 


d^x  X      d^y 

r 


dp 


y 


d%' 


r*  -j-r  =  c,    wenn 


ic  =  r  cos  '9' 
y  =1  r  sin  -O* 

Sei  F  die  Fläche  des  Sectors,  welcher  von  dem  Fahrstrahle 
in  der  Zeit  t  beschrieben  wird,  so  ist 
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r 

&^  dr        ^      Krümmungssehne  p 

=  y^  =  f^rp  =  ^f 4 —  =  "^7 


^  ^2 


'  ^'^    {1\  4_  11  —  £l  ^  _ 


d^*  \r/    '    r\        p^  dr 

Dabei  ist  p  das  vom  Coordinatenursprung  auf  die  Bahn- 
tangente  gefällte  Perpendikel  und  q  der  Krümmungshalbmesser. 
Die  Gleichung  der  Bahn  ist 

Ferner  die  Zeit  als  Function  von  r 

dr 


t-L  = 


Wir  haben  noch 


/V-(7)' 


j,  =  vl  -2  J   tpdr. 


Die  Centralbewegung  für  den  Fall,  dass  9  = r,  haben 

wir  in  der  Astronomie  betrachtet,  §.  174. 

IL    Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

1)  Für  die  Bewegung   eines  Punktes   auf  vorgeschriebener 
Bahn  gelten  die  Gleichungen: 

^_  Y4-N 
dt*  —  ^  ^  ^^ 

±£-Z-\-N 
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9»  («,  »1  ^)  =  0,    t  (a:,  y,  e)  =.  0. 
Sei 

Nx  =  Ncosa,    Ny  =  Ncosß,    N,  =  Ncosy, 
SO  wird 

iV^=  —  {Xco8«  +  Ycosß  +  Zcosy}  ±  — , 

wobei  Q  der  Krümmungsradius  ist. 

2)  Ist  ein  Punkt  (unter  der  Einwirkung  der  Schwere)  ge- 
zwungen, auf  der  Curve 

zu  bleiben,  so  wird 

^*^  -KT  d^y  -KT  a  ^^^  I        -KT 

-j^  =  Ncosa,    j^  =  Ncosß,    -jj^  =  —  g  -{-  Ncosy. 

Man  findet 

—  X»  -|-  «;»  r=  2gis  —  2gh 

Vx2-|-  2gh  —  25f;8r 

Dabei  ist  x  die  der  Höhe  h  entsprechende  Geschwindigkeit 
des  Punktes. 

3)  Sei  f{v)  irgend  eine  Function  der  Geschwindigkeit,  welche 
den  Widerstand  ausdrückt,  so  ist 

4)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Fläche 

zu  bleiben,  so  wird 

'^  =  X-^Ncosa,    ^=:T-\-Ncosß 

^  =  Z-\-Nco8Y 
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1  dF        „     1  8jp  1  eF 

Eliminirt  man  N  aus  den  ersten  drei  Gleichungen  und  ver- 
bindet die  so  entstandenen  Gleichungen  mit  F(;c,  y,  jsr)  =  0,  so 
kann  man  x^  j/,  e  als  Functionen  von  i  bestimmen. 

5)  Ist  speciell 

Xdx  +  r^y  +  Zdz  =  d(p{x^  y,  z\ 
also 

so  kann  man  sich  oft  die  Lösung  des  Problems  erleichtem. 
Bildet  man  nämlich  , 

^  =  ^^d^-^2/^=^^^-^^2/+-jFJ^da:-  — dy 
so  wird 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  N,  so  ent- 
steht eine  Gleichung  zwischen  x^y^  z^  die  t  nicht  enthält,  und 
die  in  Verbindung  mit  F{x^  y^  z)  =  0^  y  und  z  als  Functionen 
von  x  darstellt. 


§.  181. 

Relative  Bewegung. 

1)  Sei  xyz  das  unbewegliche,  afy^z*  das.  bewegliche  Coordi- 
natensystera,  dessen  Anfangspunkt  die  Coordinaten  |,  rj,  5  besitzt 
Sodann  haben  wir 

a;  —  I  =  ax'  '\-  by'  -\-  cz* 
y  —  7}  =  ol  oi  -\-  V\f  -\-  d  sf 
a;-  g  =  a"^'  +  6"y'  +  c'V. 
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2)  Für  die  absoluten  Geschwindigkeiten  ergiebt  sich 
dx  rf|    1^    /  da  j^    ,  db    ,    ^  de 

dt~  dt^       dt^^    dt  ^      dt 
+  "   dt  ^  "   dt  ^  '^  -c[t' 
dt'~dt'^'^     dt   '^y     dt    +^    dt 

3)  Die  Beschleunigungen  ergeben  sich  aus 
dP  ~d¥'^^  dt^'^^  dP'^^  'dP 

+  ''-dP+^'dp-^'lW 

'^      [dt  ■  dt  "•"  dt  'Jt~^'^"di 

d*y  _d*n    ,    ^  <?'«'    .    ..,  d^b'    ,    ^  dW 
dt*~  dt*'^       dt*   ^^    di'  '^       dp 

+  "     d««  +  "    d<»  +  '^   dt* 

.       idaf    da'   .    d^    dV_   ,    d/     dc^l 
'^     [dt  '  dt  ^  dt  '  dt  '^  dt  '  Uy 

(?<«  ~  d«»  +       dt*  "•"  ^    dt»   "T"        d«» 

+  "    ^d<5-  +  *   ^F^*^  TW 

,       ida^    dar       d£    dV;_       d^    d^\ 
"i       \dt  '  dt  "^  dt'  dt  "^  dt'  dt 


1 


*  4)  Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  zweite  System  fortwährend 
mit  dem  festen  denselben  Anfangspunkt  behalte.  Sei  F  die  ab- 
solute, V  die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  A^  sowie  « 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  im  beweglichen  System,  in  wel- 
chem sich  A  zur  Zeit  t  befindet,  so  wird 
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Sei 


Helatiye  Bewegung. 

Fa:  =  W«  +  VC0S(V,X) 

^y  =  «V  +  vcos{v,y) 

Va   =  Ug   -\-  VC0S(V,Z) 

v^  =  F«  -f  ti«  —  2  M  Vrofi  (w,  V), 


IV 


db    ,     ,db'         „db" 


dt 


dt 


de        ',d€f    . 

^  V  =  «  T77  +  «   -777  +  « 


d^ 


äf 


dt 

dt 
da" 


,v,  —b  —  -i~-V  —  -\-  h" 

'''  -^  dt^^   dt^^'     dt' 

so  folgt 

af  cos  (li,  a/)  -}-  y*  cos  (li,  y')  +  ^  cos  (m,  jgr')  =  0 

Wx'  cos  (w,  r«/)  +  ^v  cos  (w,  y*)  -|-  Wg»  cos  (m,  /)  =r  0. 

Durch  «V?  MJy*,  Wg'  wird  eine  Gerade  t(?  dargestellt  mit  den 
Richtungscosinussen 

Wx'       tOy       Wt' 


tv 


w 


tv 


wobei 

und  es  wird 


«;2  =  wl*  -^  Wy»  -{-  iv}^ 


u  =  rwsin{r,w% 

r  ist  der  Radiusvector.  Nun  ist  r  sin  (r,  w)  der  Abstand  des  Punk- 
tes von  der  Momentanaxe.  Demnach  ist  w  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Momentanaxe,  und  Wx»^  tOy»,  Wg»  ihre  Componenten 
um  die  beweglichen  Axen.    Vergl.  §.  179,  Nr.  HI. 

5)  Sei  R  die  Beschleunigung  der  absoluten,  r  der  relativen 
Bewegung,  und  q  die  der  Geschwindigkeit  u  entsprechende  Be- 
schleunigung, so  wird: 

—  Vaf  -=  T  cos  (r,  z')  =  R  cos  (i?,  x*)  —  q  cos  (p,  x')  —  2 

d 

—  Vy.  =  r  cos  (r,  y')  —  R  cos  (iJ,  y')  —  q  cos  {q,  j/')  —  2 


Wy  Vf 

iCg' 

tv 

tTf 

ff 

ICx' 

tv 

—  tv  =  r  cos  (r, ;?')  =  R  cos  (B,  xr')  —  q  cos  {q,  :^)  —  2 


tOy»     Pf} 

Setzt  man  die  letzten  Determinanten  der  Reihe  nach  gleich 
pcos(p,x'),    pcos{p,y^\    pcos{p,/), 
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SO  wird 

p  =  2vtv$in(v,w) 
und 

Vac*cos(p,af)  -f-  Vy'Cos(p^y')  -f-  Vgicos{p^^)  =  0 

Waf  cos  (p,  af)  -)-  iüy'  cos  ( j),  j/)  -\-  Wg»  cos  (p,  0')  =  0. 

Daher  steht  p  senkrecht  auf  der  Momentan axe  und  der  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  v. 
Man  hat  noch 

"9  dt  (^'^  ^^  Rvcos{vjK)  —  qvcos(v^q). 

6)  Relative  Bewegung  in  der  Nähe  der  Erdober- 
fläche. Sei  w  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdbewegung,  und 
9>  die  geographische  Breite  eines  Erdortes  0,  der  zugleich  als 
Coordinatenanfang  angenommen  wird.  Die  Z-Axe  sei  die  Verti- 
cale  in  diesem  Punkte  vom  Erdcentrum  aus  positiv  gezählt,  die 
X-Axe  die  durch  0  gehende  Tangente  an  den  Meridian,  die 
l'-Axe  senkrecht  auf  die  Ebene  XZ,  so  gelten  die  (genäherten) 
Gleichungen: 

d^x    .    ^  du        V 

d'^y       ^  dz       ^       .        dx        ^. 

dt^  ^  dt  ^  dt 

dt'^    ^  ^  dt  "^    .       ' 

g  ist  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

7)  Fällt  ein  Punkt  aus  der  Höhe  ä,  so  wird: 

X  =  0 

y  :=  -^  IV  cos  q)  ^ 

o 


2 


Es  existirt  also  eine  Abweichung  nach  Orten,  die  dem  Cubus 
der  Fallzeit  direct  proportional  ist. 
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§.  182. 

Rotation  und  Translation. 

1)  Sei  ds  ein  Wegelement,  so  wird 

ds 

die  Translationsgeschwindigkeit  genannt.  Sei  dd  ein  Bogen- 
element  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  der  Rotationsaxe, 
so  stellt 

at 

die  Winkel-  oder  Rotationsgeschwindigkeit  dar.  Das  Sym- 
bol derselben  ist  ihre  Grösse  als  Länge  auf  der  Axe  aufgetragen 
zugleich  mit  der  Bezeichnung  der  Richtung. 

Setzt  man  mehrere  derartige  Symbole  nach  der  Analogie 
der  Kräfte  zusammen,  so  ist  die  Resultirende  das  Symbol  der 
resultirenden  Winkelgeschwindigkeit 

Die  Winkelgeschwindigkeit   in    der   Entfernung   r  von  der 

Rotationsaxe  ist 

d» 
r  -T-r-  =  rw. 
dt 

2)  Wir  wählen  als  Bezeichnung  für  die  Winkelgeschwindig- 
keit das  Symbol  (u?,  a),  wobei  to  ihre  Intensität,  a  ihre  Axe  be- 
zeichnen soll. 

Seien  (tc^a)  und  {w\a!)  zwei  Winkelgeschwindigkeiten,  so 
wollen  wir  femer  unter  a  —  a*  den  Abstand  dieser  beiden  Axen 
verstehen,  vorausgesetzt,  dass  sie  parallel  sind. 

Sodann  gelten  folgende  Sätze: 

3)  {w,a) -\- V  =  {iv,b\ 
wobei  a  II  6  und 

a  —  o  =  — 
%v 

Die  erste  Gleichung  soll  gelesen  werden:  Die  VerbinduBg 
(-f )  einer  Rotationsgeschwindigkeit  (tr,  a)  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit V  ist  äquivalent  einer  Rotationsgeschwindigkeit 
von  derselben  Intensität  und  Richtung  um  eine  Axe  6. 
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4)  {w,a)  +  (±  w'b)  =  {io  ±  w'c) 

wenn  a  [|  b.    Und  es  wird 

a\\b\\c 
and 

a  —  c  :  b  —  c  =z  ic'  :  w. 

5)  Gehen  die  beiden  Axen  durch  denselben  Punkt,  so  wird 

(w,  a)  +  •«  b)  =  (Ä,  c), 

wobei  

Ä  =  Vm;2  -[-  w'«  -f  2  w  u;'  cos  (a,  6) 

sin  (a  c) sin  (b  c)  sin  (a  b) 

vi  w  Ä 

(Satz  vom  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten.) 

6)  Aus  der  Zusammensetzung  der  Drehungen  folgt  unmittel- 
bar die  Existenz  der  Winkelgeschwindigkeitspaare 

(«?,  o)  +  (—  w,  b\ 
fiir  welche 

(a  —  6)  .  \€ 

das  Moment  darstellt  Ein  solches  Rotationspaar  ist  äquivalent 
einer  Translationsgeschwindigkeit  in  der  Axenrichtung  mit  einer 
Geschwindigkeit,  die  gleich  ist  dem  Moment  des  Paares. 

7)  Die  Verbindung  einer  Rotation  i^c^d)  mit  einer  Trans- 
lation v  parallel  zu  a  ist  äquivalent  einer  Schraubenbewegung. 
Bezieht  man  diese  auf  eine  Entfernung  r  von  der  Axe  a,  so  wird, 
wenn  Vr  die  Geschwindigkeit  der  Schraubenbewegung  darstellt, 

t;2   =  t;»  -|.  y2^^2 

und  ihre  Neigung  ^  gegen  die  Axe 

8)  Für  die  Zusammensetzung  beliebiger  Drehungen  um  be- 
liebige Axen  gilt  dasselbe,  was  über  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  im  §.  185  gesagt  ist. 

Es  ergiebt  sich,  dass  sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten 
äquivalent  sind,  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten  einer  Win- 
kelgeschwindigkeit und  einem  Rotationspaar  (einer  Translations- 
geschwindigkeit) oder  zwei  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  Axen 
im  Allgemeinen  nicht  in  dieselbe  Ebene  fallen. 

Vergl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Da- 
selbst auch  die  Literatur. 
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§.  183. 

Theorie  der  Kräfte. 

1)  Die  Kraft  ist  die  Ursache  der  Beschleunigung.  Die  Be- 
schleunigung ist  die  Ursache  der  Geschwindigkeitsändenmg. 

2)  Die  Bewegungen  werden  aus  drei  willkürlichen  Hypo- 
thesen abgeleitet.    Diese  von  Newton  eingeführten  Hypothesen 

sind: 

I.    Das  Trägheitsgesetz:    Corpus  omne  perseverare  in 

statu  suo  quiescendi  vel  movendi  uniformiter  in  di- 
rectum, nisi  quatenus  a  viribus  impressis  cogitur  statum 
suum  mutare. 

iL  Das  Kraftgesetz  [das  Gesetz  des  Parallelogramms]: 
Mutationem  motus  proportionalem  esse  vi  motrici  im- 
pressae  et  fieri  secundum  lineam  reetam  qua  vis  illa 
imprimitur. 
III.  Das  Gesetz  der  Action  und  Reaction:  Actioni 
contrariam  semper  et  aequalem  esse  reactionem. 

3)  Das  Product  aus  der  Masse  m  in  die  Geschwindigkeit  r 
heisst  die  Bewegungsgrösse.  Das  Product  aus  der  Masse  und 
der  Beschleunigung  q>  wird  die  bewegende  Kraft,  die  Kraft 
welche  dieselbe  Beschleunigung  qp  der  Masseneinheit  ertheilt,  also 
l  ,  <p  =  q),  wird  im  Gegensatze  hierzu  die  beschleunigende 
Kraft  genannt. 

4)  Sei  Fn  die  Normal-  und  Ft  die  Tangentialbeschleunigung, 
sowie  F  die  Totalbeschleunigung,  so  wird 

Ft  r^  mq>t  =  m  -j* 
Fn  =-  tn  Wn  ^=  m  — 


F  ==VFrrn^m\^ 


und  es  wird  das  Integral 

t 


fF.,U  = 


wr  —  mvo 
tu 

der  Kraftantrieb  während  der  Zeit  t  —  t^  genannt  und  das 
Integral 


0 

/ 
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Ftdt  =  ~  mv^  —  -^  mvS 


die  Arbeit  der  Kraft  längs  des  Weges  s  —  Sq. 

5)  Das  Product  aus  der  Masse  m  und  dem  Abstände  p  eines 
Punktes  von  einer  Ebene  E  wird  das  Moment  dieses  Punktes 
im  Bezug  auf  die  Ebene  E  genannt.  Sodann  gilt  der  Satz:  In 
jedem  System  giebt  es  einen  einzigen  bestimmten  Punkt,  für  wel- 
chen die  Summe  der  Momente  des  Systems  in  Bezug  auf  jede 
durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  verschwindet  und  für  jede 
andere  nicht  durch  ihn  hindurchgehende  gleich  ist  dem  Momente 
desselben,  gebildet  aus  der  Gesammtmasse  des  Systems. 

Dieser  Punkt  heisst  der  Mittelpunkt  der  Massen. 

6)  Der  Inbegrilf  aller  an  einem  System  angreifenden  Kräfte 
wird  ein  Kräftesystem  genannt.  Kräftesysteme  sind  äqui- 
valent, wenn  sie  gleiche  Wirkungen  hervorbringen.  Ist  das 
Kräftesystem  äquivalent  einer  einzigen  Kraft,  so  wird  dieselbe 
die  Resultante  genannt. 

7)  Kräfte,  die  an  einem  einzigen  Punkte  angreifen,  besitzen 
immer  eine  Resultante,  ist  sie  Null,  so  sind  sie  im  Gleichgewicht. 

8)  Die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  sowie  ihre  Zerlegung 
geschieht  nach  dem  Princip  des  Kräfteparallelogramms.  Wirken 
auf  einen  Pihikt  die  Kräfte  Pi  und  Pa,  die  einen  Winkel  <p  mit 
einander  einschliessen,  und  ist  R  die  Resultirende,  so  wird 

R  =  VP/  +  P3^  +  2PiP2C0S9 
R  Pi  P, 


sin(P,  P2)  ""  sin(RP^)  ~  sin(RP^) 

9)  Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  auf  die 
Richtungen  dieser  drei  Kräfte  Senkrechten  p^  pi^  p^^  so  wird 

Rp  =  PiPi  +  PiPi- 
10)  Allgemein  ist 

R  =  ]/2  ^'  +  ^  2  P^P^cos(P:Pi) 

Iip  =  ^p»p^' 

11)  Umgekehrt  kann  auch  jede  Kraft  wieder  zerlegt  wer- 
den. Seien  n^  ß^y  die  Winkel,  die  die  Kraft  mit  den  recht- 
winkligen Coordinatenaxen  einschliesst,  und  X,  Y,  Z  ihre  Com- 
ponenten,  so  wird 
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1  cosa cosß cosy 

12)  Wirken  mehrere  Kräfte  auf  einen  Punkt,  so  gelten  die 
obigen  Formeln,  nur  ist  dann 

zu  setzen.    Im  Falle  des  Gleichgewichtes  wird 

X  =  0,     r  =  0,    ^  =  0. 

13)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Curve  zu  bleiben, 
so  tritt  zu  den  Kräften  noch  der  Widerstand  der  Curve  hinzu. 
Seien 

/i  (^5  y.  2)  =  0,    /j(a:,  y,  r)  =  0 

die  Gleichungen  der  Gurren,  so  liefern  diese  im  Vereine  mit  der 
Determinante 


X 

Y 

z 

»/l 

8/, 

8/i 

Zx 

öy 

Zz 

8/, 

a/a 

8/« 

Zx 

8y 

Zs 

=  0 


jene  Punkte  der  Curve,  an  welchen  sich  die  Kräfte  Gleichgewicht 
halten  können.    Die  Gleichgewichtsbedingung  wird 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0. 

14)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  der  Fläche 

f{x,y,z)  =  0 

zu  bleiben,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

dabei  ist  N  der  Widerstand  der  Fläche  und 

cos  k cos  ^ COSP 1 


0/  8/ 


dx  dy  dz 

es  muss  also  im  Falle  des  Gleichgewichtes 

x__  X  — A 


vm + %)' + 0' 


8/ 
dx 


8/ 

8y 


d;E) 
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15)  Bei  einer  Reibung  treten  noch  zu  den  einzelnen  Gom- 
ponenten  die  Grössen 

±sNp,    +eN^,    +aNp^ 
ds      ~         ds      ~         d$ 

hinzu.    €  ist  der  Reibungscoefficient. 

Der  Reibungscoefficient  ist  die  Tangente  des  sogenannten 
Ruhewinkels. 


§.  184. 

Die  Eräftepaare. 

1)  Sind  zwei  Kräfte  gleich  und  parallel,  aber  dem  Sinne 
nach  entgegengesetzt,  so  lassen  sie  sich  durch  eine  einzige  Kraft 
nicht  ersetzen.  Sie  bilden  ein  Kräftepaar.  Sei  P  die  Inten- 
sität der  Kraft,  sowie  p  der  Abstand  der  beiden  parallelen  Rich- 
tungen, 80  wird  Pp  das  Moment  des  Paares  genannt. 

Ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  des  Paares  nach  der  Seite 
des  Raumes  gerichtet,  von  welcher  aus  der  Sinn  der  Drehung 
mit  dem  Uhrzeigersinne  übereinstimmt,  heisst  die  A  x  e  des  Paares 
and  eine  Strecke  auf  ihr  gleich  dem  Zahlenwerth  des  Momentes 
das  Axenmoment. 

2)  Kräftepaare  sind  äquivalent,  wenn  sie  gleiche  Axen- 
momente  besitzen. 

3)  Das  resultirende  Kräftepaar  von  mehreren  gegebenen  hat 
ein  Axenmoment,  welches  als  Kraft  betrachtet  die  Resultirende 
der  gegebenen  Axenmomente  bildet. 

§.  185. 

Die  Eräftesysteme. 

1)  Jedes  Kräftesystem,  welches  an  einem  unveränderlichen 
Punktsysteme  angreift,  lässt  sich  auf  unendlich  viele  Arten  auf 
eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  reduciren.  Die  Resultante  bleibt 
in  allen  Fällen  der  Intensität,  der  Richtung  und  dem  Sinne  nach 
dieselbe,  nur  das  zugehörige  Paar  kann  variiren.  Die  Gesammt- 
heit  aller  möglichen  Lagen  der  Resultirenden  bestimmt  ein  paral« 
leles  Strahlenbüschel. 
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Derjenige  Strahl  dieses  Büschels,  für  den  das  Axenmoment 
des  zugehörigen  Strahles  gleichfalls  die  Richtung  des  Büschels 
annimmt,  wird  die  Gentralaxe  des  Kräftesystems  genannt 

2)  Sei  Mo  das  Axenmoment  für  die  Gentralaxe,  Jlf  jene  eines 
Strahles  in  der  Entfernung  r  von  der  Gentralaxe,  und  R  die 
Resultante,  sowie  ^  die  Neigung  des  Axenmomentes  gegen  die 
Gentralaxe,  so  wird 

M^  =  MS  +  r2ü2 

3)  Ein  Kräftesystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  wind- 
schiefen Kräften  äquivalent.  Für  alle  solche  Paare  von  Kräften 
ist  das  Volumen  der  Pyramide,  welche  sie  zu  Gegeukanten  hat, 
constant. 

4)  Das  Kräftesystem  liefert  eine  Resultante,  wenn  das  Axen- 
moment senkrecht  auf  der  Resultante  steht,  und  ist  äquivalent 
einem  Kräftepaar,  wenn  die  Resultante  =  0  ist 

5)  Seien  a;,  y,  21  die  Coordinaten,  X,  F,  Z  die  Gomponenten 
der  Kräfte  nach  den  Coordinatenaxen,  sowie  R  die  Resultirende, 
so  wird 

JSrrr  ]/(£  xy  +  (2j  Yy  -{-(i:zy 

cos  (B  X)  _  cos  {R  Y)  _  cos  (RZ)  _  1 

ux    ~"    2:y.   ~    HZ    ~  R 

Seien  ferner  L,  3/,  ^  die  Axenmomente,  so  wird: 

L  =  i:(xj  Z-  zY) 
M^  2:(^X  —  xZ) 
N  =  2:(x  Y  -yX) 
und  das  Moment  des  resultirenden  Paares 

dessen  Axe  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 

cos  A  cos  fl cosv 1 

"T"  ~~~M'  ~~  ir~H 

bildet    Der  Winkel  ^  zwischen  H  und  R  ist 

cosilf  =  co$(RX)cosk  -j-  cos{R  Y)cos(i  -(-  cos(RZ)cosv 
oder 

L2:x  +  mi:y-{-  nhz 

cos^= SR 
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Um  die  Gleichung  der  Centralaxe  zu  bestimmen,  bilde  man 

NZY  -  MHZ 


S  = 


t  = 


L£Z—  N£X 
M£X—L2:Y 


60  wird  die  Gleichung  der  Centralaxe 

X  —  i  _  y  —  V  _  z  —  l 
ZX   ~    EY    "^    HZ' 

Existirt  kein  Kräftepaar,  so  ist 

•   L2:x  + Jif2:r+iv^2:zr- 0. 

6)  Für  das  Gleichgewicht  eines  Systems  ist  erforderlich,  dass: 

2;x  =  o,  2;.r=o,  2:^=^0 

Z(yZ  --  :3Y)^0,    E(zX  -  xZ)  r=  0^    E(xY-yX)  =  0. 

7)  Für  ein  System  der  parallelen  Kräfte  existirt  immer 
ein  Kräftemittelpunkt,  wenn  die  Resultirende  nicht  =  0  ist.  Seine 
Coordinaten  sind: 

,  _EPx        f_^Py       ,  _EPz 
^  —   2:P  '     ^  ~~   EP  '    ^  —'   EP  * 

8)  Hat  das  System  einen  festen  Punkt,  so  leitet  derselbe 
einen  Widerstand  2J,  dessen  Componenten  X,  Y,  Z  sind.  Die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  lauten  sodann: 

Xi+2:X  =  0,     Y,  +  EY^O,    Zi+EZ=0 

2:(yZ-^r)  =  0,    E(zX  —xZ)  =  0,    E(xY-yX)  =  0 

9)  Seien  zwei  Punkte  (=  einer  Axe)  vorhanden  in  der  Ent- 
fernung h  von  einander,  und  wählt  man  die  durch  sie  gehende 
Gerade  zur  Z-Axe,  und  sind  Xi  FiZi,  X2  Y2Z.2  die  Componen- 
ten ihrer  Widerstände,  so  wird 

^i+X2  +  2;X  =  0,    E(y  Z  -  zY)—   Y2h  =  0 

Yi-^Y^  +  EY=0,    E(jsX  -  X  Z)-^  X,h  =  0 
Z,-\-Z,-\-EZ=0,    E(xY  -  yX)  =  0. 

10)  Berührt  das  System  die  Ebene  in  den  Punkten  Xx  yx  mit 
den  Normalwiderständen  Nx^  so  wird,  wenn  diese  Ebene  die 
XF- Ebene  sein  soll,  im  Falle  des  Gleichgewichtes: 
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2:{yZ  —  zY)-\-  i:yN  =  0 

2:{zX'-  xZ)  —  ExN=Q 

EixY  -  yX)  =  0. 

1 1)  Das  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  ist  in  Bezug  auf  eine  Axe 
von  der  Richtung  (y,  %^  ip)  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem 

wobei 

S  =  fcos^g)  -\-  gcos^x  -f-  hcos^t 

—  2  {F cos  X  cos  ilf  -\-  Gcosi)cosq>  -\-  Hcos<pcosil 


wonn 


f=2:(yY+zZ)  F=2:ij  Z=  SzY 
g  =  E{z  Z-[-  xX)  G  =  2JzX-^  £xZ 
h  =  2:(xY-^  yY)     H^£xY  =  2:yX. 


§.  186. 

Das  Prinoip  von  Qauss. 

Seien  w,  m'  .  .  .  Massen,  die  sich  in  irgend  welchen  Be- 
ziehungen befinden.  Frei  würden  sie  in  einem  Zeitelement  die 
Wege  aby  a'V  zurücklegen.  Die  Verbindungen  zwingen  sie  aber 
zu  den  Wegen  a  c,  a*  c',  .  .  .  Sodann  ist  bei  der  wirklichen  Be- 
wegung die  Abweichungssumme 

ein  Minimum.    Liefert  eine  jede  Bewegung  grössere  Abweichungs- 
summen  als  die  Ruhe,  so  besteht  Gleichgewicht 
Gauss,  Grelle  Journ.  IV,  S.  233  (1829). 

§•  187. 

Astatisohe  Körper. 

1)  Ein  Körper  wird  astatisch  genannt,  wenn  er  so  be- 
festigt ist,  dass  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  bei  jeder  seiner 
möglichen  Stellungen  im  Gleichgewicht  bleiben.  Wir  nehmen  an, 
dass  die  vorhandenen  Kräfte  bei  jeder  Körperlage  unverändert 


r 
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in  der  Intensität  und  Richtung  an  ihren  Angri&punkten  haften 
sollen. 

2)  Sodann  ist  die  Bedingung  für  das  astatische  Gleichgewicht 
der  vorhandenen  Kräfte 

2;x  =  o-  SY=o     2:z=o 

I]xX=0  2:yXz=0  ZzX=0 
£xY=0  2:yY=0  2:zY=0 
2:xZ=0    £yZ=0    UzZ^O. 

3)  Sind  die  Bedingungsgleichungen: 

2JxX  _  £xY  _  ZxZ 
SX  ^  2:Y  ~   UZ 

SyX  _  EyY  _  EyZ 
SX  ~  £Y  ~   UZ 

EzX  __i:zY       EzZ 
UX  ~  UY  ~    ZZ 

erfüllt,  so  kann  das  astatische  Gleichgewicht  durch  Hinzufügung 
einer  Kraft  B,  deren  Componenten 

EX,    2JY,    ZZ 

sind,  mit  dem  Angriifspunkte,  dessen  Coordinaten  |,  ij,  %  so  he- 
schaffen  sind,  dass 

Dieser  Punkt  heisst  der  astatische  Mittelpunkt  des 
Systems.  Diese  sechs  Gleichungen  sind  für  parallele  Kräfte 
immer  erfüllt.  Der  statische  Mittelpunkt  fällt  mit  dem  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  zusammen. 

4)  Verschwindet  die  Resultante  nicht  und  sind  die  beiden 
Gleichungen : 

\i:y.i:{zZ)  —  iizziz  Y)\  \i:z,z{xX)  -  2:x.z{xZ)\ 

[EX.UyY  -  EY.EyX] 

=:  \EY.S{yZ)  -  EZ.S'{yY)]\EZ.Z{zX)^  EX,E(zZ)} 

\EX.E{x  Y)  -  Z  Y.E(x  X)\ 
oder  in  selbstverständlicher  Abkürzung  geschrieben 

■Ai  A>i  A^  =  jDj  ij2  -ttz") 

ferner: 
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B,B,{£(xX).£(yY)  -£(xY).2:(yX)\ 

+  Ä,A,  {£(y  Y)  .S  {zZ)  -S{yZ).  £(z  Y)\ 

+  ÄiBt{S(xX).£(0Z)  —  £(xZ).£(eX))  =0 

erfüllt,  so  kann  das  astatische  Gleichgewicht  durch  eine  Kraft. 
deren  Gomponenten 

£X,    27  7,    SZ 

sind  und  durch  ein  Kräftepaar  mit  den  Gomponenten 

2:(xX)  —  ^£X     SjyY)  —  7i2Y    £(eZ)  —  jEZ 

I'         '  n'         '  r        ' 

wobei  §',  ^  willkürlich,  und 

«-^t_  2:(xX)£(yY)-£(xY)2:(yX) 

U   —    üb 


JBj  B, 


2 


.        Bi  ^    .   £(xX)Z!(zZ)  -^  2:{xZ)£(2X) 
g  =  -j-  §  H -2 r-' 

Diese  letzte  Gerade  heisst  die  astatische  Mittellinie. 

5)  Wirken  auf  einen  Körper  Kräfte,  deren  Resultante  nicht 
verschwindet,  so  kann  jederzeit  mit  Hülfe  einer  Kraft  und  zweier 
Kräftepaare  der  astatische  Zustand  hergestellt  werden. 

Der  Angriffspunkt  dieser  Kraft  kann  beliebig  in  der  astati- 
.  sehen  Mittelebene  des  Systems  gewählt  werden.  Die  Arme 
der  beiden  Kräftepaare  liegen  parallel  zu  dieser  Ebene. 

Um  die  Gleichung  dieser  Ebene  zu  erhalten,  berechnen  wir 
die  Grössen  A,  /*,  v,  ö  aus  den  Gleichungen: 

X.2:xX  +  n,2:yX-^v,2:zX  =  6.2X 

l.Ux  Y  +  (i.UyY-}-  v.Ez  Y=6,i:Y 

k.Sx  Z+  (i.Zy  Z+v,2:2Z=ö.£Z 

und  erhalten 

A  L      ft. M      V  ^  N 

Sind  sodann  |,  iy,  5  die  Coordina^n  des  Angriffspunktes  der 
einzelnen  Kraft,  so  ist  die  Gleichung  der  Mittelebene: 

6)  Enthält  der  Körper  einen  Punkt,  um  den  er  gedreht  wer- 
den kann,  so  muss  dieser  Punkt  mit  dem  astatischen  Mittelpunkt 
zusammenfallen,  wenn  der  Körper  astatisch  gemacht  werden  soll 


x: 
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7)  Besitzt  der  Körper  eine  feste  Axe,  die  wir  als  ^-Axe  be- 
trachten, so  müssen  im  Falle  des  astatischen  Gleichgewichtes  die 
Gleichungen: 

£X  =  o,  2;r  =  o,  sz=o 

£(xX)  +  i:(yY)  =  0,    £(xY)^£(yX)  =  0 

erlullt  werden. 

Weitere  Untersuchungen  findet  man  in:  Duhamel,  Lehr- 
buch der  analytischen  Mechanik,  Bd.  L,  S.  63  bis  76. 

§.  188. 

Der  Schwerpunkt. 

1)  Sei  m  die  Masse  eines  Systempunktes  x^  y^  z^  so  sind 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  gegeben  durch: 


^ Emx         Ztny      , 


£m0 


2)  Seien  q  die  Entfernungen  der  Systempunkte  von  dem 
Schwerpunkte,  6  die  Entfernungen  der  Systempunkte  von  irgend 
einem  anderen  beliebigen  Raumpunkte,  so  wird  immer 

d.  h.  diese  Summe  von  Producten  erreicht  für  den  Schwerpunkt 
ein  Minimum. 

3)  A.  Der  Inhalt  der  Rotationsfläche,  welche  ein  ebener 
Curvenbogen  bei  einer  Umdrehung  um  eine  in  seiner  Ebene 
hegende  Axe  beschreibt,  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Länge 
des  erzeugenden  Bogens  in  die  von  seinem  Schwerpunkte  durch- 
laufene Peripherie. 

B.  Der  Inhalt  des  Rotationskörpers,  den  eine  ebene  Fläche 
bei  ihrer  Umdrehung  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  be- 
schreibt, ist  gleich  dem  Producte  aus  der  erzeugenden  Fläche  in 
die  von  ihrem  Schwerpunkte  durchlaufene  Peripherie. 

(Sätze  von  Pappus.) 

4)  Für  eine  Curve  im  Räume  wird,  wenn 

X  =  r  sin  (p  cos  d" 
y  =  rslnq)sivd' 
z  =  rcosff 
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gesetzt  wird, 

li  =  I  sds 

11^  =  I    sxds,    iiri=  1  sydß,    iit=  I    szds, 

wobei  s  die  variable  Dichte  bezeichnet 
5)  Für  krumme  Flächen  wird 

=,C  C  rBdtpd^ 
und  damit 

^^=11  Axdxdy,    fifL=    1  J    Aydxdy, 

l^  T=    I   1   Azdxdy.     ' 

Ist  die  Fläche  durch  Rotation  von 

Y  =f{x)  von  X  =  Xo  bis  a:  =  Xi 
um  die  x-Axe  entstanden,  so  wird,  «  =  1  gesetzt: 


,=±p.V^+{ll) 


^0 


.i=f/.,^»V^+W 


*1 


„=,t=l/»...y>+(^jiy 


«0 

6)   Sei 

dr  =r  dx  dy  dz, 

so  gelten  die  allgemeinen  Raumformeln 


/t  =   /    /    /  fidr,       ^^=111  sxdx 
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7)  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kreisbogens  liegt  auf 
dem  auf  der  Sehne  senkrecht  stehenden  Halbmesser  und  ist  vom 
Mittelpunkte  um  die  Strecke 

a  sin  a 

Ti  =  r  —  =  r 

'  s  a 

entfernt,  dabei  ist  v  der  Halbmesser,, a  die  Länge  der  Sehne, 
s  die  Länge  des  Bogens  und  «  der  halbe  Gentriwinkel. 

8)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreissectors  mit  dem  Gentri- 
winkel 2  a  und  dem  Radius  r  steht  vom  Mittelpunkte  um  die 
Strecke 

2      a         2      sina 

ab. 

9)  Der  Schwerpunkt  eines   Kreissegmentes  wird  durch  die 

Länge 

2  sin^a 

71  =   —  T  i 

'         3      a  —  sin  a  cos  a 

vom  Mittelpunkte  aus  bestimmt. 

10)  Sei  1]  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Kugel- 
mittelpunkte, so  wird  für  eine  Kugelzone  mit  den  begrenzenden 
Entfernungen  hh'  vom  Mittelpunkte 

_  _3  2  r«  -  Qi'^  +  ¥) 

für  das  Kugelsegment  folgt  hieraus 

3  (r  4-  hy 


V  = 


4   2r  -j-  h 


§.  189. 

Das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen. 

1)  Wirken  an  den  Punkten  A,B,C...  die  Kräfte  P, P', P" . . . 
und  ertheilen  wir  den  Punkten  irgend  welche  unendlich  kleine, 
mit  der  Natur  der  Verbindungen  verträgliche  (virtuelle)  Ver- 
schiebungen V,  t?',  t;"...,  und  bilden  von  denselben  die  Projec- 
tionen  p,  p\  y  . . .  auf  die  Bichtiingen  der  Kräfte,  positiv  in  der 
Richtung  der  Kraft  gerechnet,  so  ist  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichtes 

Pp  +  P'P'  +  P"i>"  +  •  •  •  5  0, 
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oder  kürzer  geschrieben 

SPp  =  LPvcos{P,v)  ^  0. 

2)  Denkt  man  sich  die  Kräfte  nach  den  Coordinatenaxen 
zerlegt  und  bezeichnet  die  Componenten  der  virtuellen  Verschie- 
bungen mit  8x^  äy^  öz^  so  wird 

£Pp  =  £\Xdx-{-  YSy  +  Zöjs\'=0. 

Bestehen  ausserdem  zwischen  den  Coordinaten  der  Angri&- 
punkte  die  Gleichungen 

Fl  =  0,    -Fa  =  0,    Fs  =  0  .  .  ., 

so  sind  mit  der  obigen  Gleichung  noch  die  folgenden: 

(IFi  ^       ,    dF^  dFi  j,       ,    8Fi    *        , 

H^^^^+l^  *^'  +  -rf^  *^'  +  öiT  ^'^^  +  •  •  • 

ZU  verbinden. 

Maupertuis  hat  bemerkt,  dass  die  Gleichung 

Pp  +  Py +  P"i/'-J 

als  nichts  anderes  als  das  Element  der  Arbeit  angesehen  werden 
kann.  Sodann  sagt  das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen, 
dass  die  Variation  der  Arbeit  gleich  Null  ist,  i  h.  dass  die 
Arbeit  entweder  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  {„Loi  de  repos^ 
1740  der  Pariser  Akademie  mitgetheilt}. 

Das  Princip  hat  zuerst  Job.  Bernoulli  (1717)  in  einem 
Briefe  an  Varignon  allgemein  ausgesprochen. 


§.  190. 

Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

1)   Bewegt  sich  ein  Massentheilchen  m  auf  der  Curve 

/i  (^,  y,^)^o 

fi  (^,  y,  z)  =  0, 

so  wird 

(dx  d^x   ,   dy  d^y   ,   d^  d^0\       ^     ,v  i      t    v  i      \   r^jt  \ 

weil  der  Einfluss  der  Bahn  ganz  wegfällt. 
Ist  ferner 

V ^9^       \r 09^       ry       d(p 

-A   TT — ,        ±    —    -: — •       Ä  , 

()  X"  oy  cz 
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SO  folgt  hieraus  durch  Integration 

ia'-ai=-/(if'"+if^'+i?'") 


oder 

m 


K^y  -  iwi]  ^  2"*t*^(^'j''^^  - ''(''»'  y-'^''^^- 


Es  hängt  also  der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  nur  von 
der  Anfangs-  und  Endlage  des  Massentheilchens  m  ab,  der  Weg, 
auf  welchem  m  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  gelangt,  kann 
ein  beliebiger  sein. 

2)  Ist  speciell  für  die  Schwere 

so  folgt: 

wobei  die  z-kxe  in  der  Richtung  der  Schwere  angenommen  wird. 

3)  Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  gilt 
nicht : 

I.    Wenn  die  Kräfte  nicht  reine  Functionen  der  Coordinaten, 
sondern  auch  der  Zeit  sind. 

II.  Bei  den  Widerstandskräften.    Sei 

F»  =  w«  +  17«  +  w^ 

dx         dy         dg 

'^—  dt'    "^  "TV    ^"~  rfT' 

so  wird  der  Widerstand 

=  F{V) 
sein  und 

i/ds\^      /ds\^] 

^  \\dt)  ^\di)o\  ^  ^^^^"P^^^y^^^  -  "P  (^oyyo.^o)] 

i 

—    f  F{V).Vdi, 

es    findet  demnach  eine   dauernde  Verringerung  der  lebendigen 
Kraft  statt. 

Dasselbe  gilt  von  der  Reibung. 

III.  Enthält  die  Bedingungsgleichung  die  Zeit  expli- 
cite,  so  gilt  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  ebenfalls  nicht. 

Sei 

f(x,  y,  e,t)  =  0 

Laska,  mathem.  Formelnfammlung.  ^g 
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die  Bedingungsgleichung,  sowie  A  die  bewegende  Kraft  des  nor- 
malen Druckes,  so  wird 

wobei 

- = (©■ + (10' + (m- 

IV.  Ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  findet  ferner  statt  bei 
plötzlicher  Abnahme  der  Geschwindigkeit  oder  bei  plötz- 
licher Richtungsänderung. 

Diese  Ausnahmen  gelten  streng  nur  für  ein  Massentheilchen 
allein  oder  für  ein  System  allein.  Werden  auch  die  umgeben- 
den Systeme  berücksichtigt,  so  findet  sich  in  ihrer  Bewegung  die 
.verloren  gegangene  lebendige  Kraft  wieder. 

4)  Wird  die  Bahn  discontinuirlich,  d.  h.  geht  die  Geschwin- 
digkeit 

w^  ■=  u^  +  v»  +  w* 

plötzlich  über  in 

Ä«  =  f72  ^  F»  +  TT^ 

so  ist  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  gegeben  durch 

£m(w^  —  Ä»)  =  Zm [{u  -  ü)^  +  (v  —  F)«  +  (tv  —  W)'\ 

(Carnot'scher  Satz). 

5)  Durch  Explosion  findet  immer  ein  Gewinn  an  leben- 
diger Kraft  statt 

6)  Sei  M  die  Masse  eines  Systems  und  n  die  Geschwindig- 
keit des  Schwerpunktes,  sowie  to  die  des  Massenelementes  m  in 
Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  so  wird 

Ist  die  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  eine  Ro- 
tation, und  Ö  die  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  t,  femer  q  der 
Abstand  des  Elementes  m  von  der  Drehaxe,  so  wird 

7)  Gilt  das  Prlncip  der  lebendigen  Kraft,  so  wird  das  In- 
tegral 


f 
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nachdem  mit  Hülfe  des  genannten  Princips  die  Zeit  aus  ihm 
eliminirt  ist  und  wenn  es  auf  die  ganze  Bahn  des  Systems  von 
einer  Position  in  die  andere  erstreckt  wird,  für  die  wirkliche 
Bewegung  ein  Minimum.    (Maupertuis  1747.) 

(Princip  der  kleinsten  Wirkung.) 

Vergl.  Mach:    1.  c.  p.  340. 

Zum  ganzen  Paragraphen  vergleiche:    F.  Neumann,  Ein- 
leitung in  die  theor.  Physik,  IV.  Cap. 


§.  191. 

Die  Theorie  der  Fadenourven. 

1)  Der  Faden  sei  frei,  vollkommen  biegsam  und  unelastisch. 
Sei  T  die  Spannung  im  Punkte  x,  y^  z,  q  die  Dichtigkeit  und 
tv  der  Querschnitt  in  diesem  Punkte,  sowie  X  FZ  die  Compo- 
nenten  der  wirkenden  Kräfte,  und  setzt  man  qw  -=  m^  so  müssen 
im  Falle  des  Gleichgewichtes  die  Gleichungen: 

ds  \    ds]    ' 
erfüllt  sein.    Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

T  =  l  f  mXdsY  4-  {  /"  MJ  r  dsY  +  {/"»»  ^ds 
oder 

T=  Const  —    C m{XdT-\-Ydy-]- Zdz\. 

2)  Ruht  der  Faden  auf  einer  glatten  Fläche 

und  bezeichnet  R  die  Reaction  der  Fläche  in  einem  beliebigen 
Punkte  X,  y,  z  des  Fadens,  so  wird 

43* 
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ds  \    dsj    ^  '  dx 

ds  \    dsj    '  '  dy 

ds  \    ds/    '  '  dis 


wobei  zugleich 


du  j      i    du  j      X    du  j 

dx  ^    dy     ^    ^    dz 


0. 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 


dz  du 
Ts  dy 

dx  du\ 
ds  dz 


und 


\  '         dt^J  [ds  dy       ds  dx] 


0  =  dT'{-m{Xdx+  Ydy-{-Zdz]. 


Diese  Gleichungen  bestimmen  zugleich  mit  der  Gleichung  der 
Fläche  die  Gestalt  des  Fadens. 

3)   Die  Bewegungsgleichungen  sind : 

dv*         d    / ^  dx^ 


m 


m 


in 


iv:c         d   (^  dx\    ,    ^  V 


dvy  _   d   {fpdy\ 


dt  ~     ds 


{^'^)+ 


mY 


dv,  _  d_(j,  <l£\ 


dt 


rs  (^  'if)  +  "'■ 


Ausserdem  ist 


dx  dvx    , 

.7«   .7*   I 


dz  dvg 


dy  d  Vy 
ds    dt    ^    ds    dt     ^    ds    dt 


=  0. 


Diese  vier  Gleichungen  liefern  rr,  y,  z  und  T  als  Functionen 
von  s  und  t 

4)  Ist  der  Faden  elastisch  und  bezeichne  d  6  die  ungedehnte, 
d  s  die  gedehnte  Elementenmenge,  sowie  k  den  Elasticitätsmodulus 
des  Fadens,  so  wird 


m 
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dVx         d    / „  dx^ 

"Tu 


m 


m 


dv 


t 


dt 


ferner 


^  =  14- i^ 

dö  ^   l 


und 


dx  dVx    ,    dy  dvy    .    dz  dv, /^i    i    ^\  ^  ^^ 

d6T6'^d6'd6'^d6'd6~\    "'"T/TdT' 


diese   Gleichangen  liefern  t;«,  t^y,  Vj,  s  und  7  als  Functionen  von 
ö  und  f. 

5)  Ein  vollkommen  biegsamer  und  unausdehnbarer  Faden,  der 
in  zwei  festen  Punkten  aufgehangen  ist  und  auf  den  die  Schwere 
wirkt,  bildet  die  sogenannte  Kettenlinie.    Ihre  Gleichung  ist 

Heber  diese  Curve  vergleiche:  Kulik,  Theorie  und  Tafeln 
der  Kettenlinie.    Abhandl.  der  k.  böhm.  Ges.  der  Wiss.,  1832. 

Es  gilt  der  Satz:  Unter  allen  Gurven  von  bestimmter  Länge, 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  liegt  der  Schwerpunkt 
der  Kettenlinie  am  tiefsten. 


§.  192. 

Das  Trägheitsmoment. 

"^  1)  Das  Trägheitsmoment  irgend  eines  Körpers  bezüg- 
lich einer  Axe  ist  die  Summe  aller  Producte  aus  den  Massen- 
elementen in  die  Quadrate  der  Abstände.  Ist  M  die  Gesammt- 
masse  und  T  das  Trägheitsmoment,  so  ist 

wobei  Tc  den  Namen  des  Trägheitsradius  führt. 

(Eni er,  Theoria  motus  corporum  solidorum.) 

2)  Seien  x^y^  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  System- 
punktes von  der  Masse  Jlf,  und  A^  J?,  C  die  Trägheitsmomente 
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des  Systems  bezüglich  der  drei  Coordinaienaxen ,  und  sei  Tdas 
Trägheitsmoment  dieses  Systems  bezüglich  einer  Geraden,  die 
durch  den  Coordinatenursprung  geht  und  mit  den  Axen  die  Win- 
kel a,  /S,  y  einschliesst,  so  wird: 

A  =  Sm^y^  -f  isf»),    B  =  i;w(a:«  +  y*),    C  =  £m{x^  +  y^\ 

oder  für  ein  Continuum 

wobei 

dv  ==  dx  dy  dz 
ist.     Sei  noch 

Z=^a;yw=    1   l   1  xy  dx 
yzm  =1  I  I  I  yzdt 

n  =  2  xzm  ^=   I    I   I    xz dt, 

so  folgt: 

T=  Acos^a  +  Bcos^ß  +  Ccos^y 

—  2\lco$acosß  -^  m cos  ß  cosy  -{-  n cos a cos  yj- 

3)   Denkt  man  sich  vom  Coordinatenursprung  ein  Strahlen- 
bündel  gelegt  und  für  jeden  Strahl  das   T  beredhnet  und  anf 

ihn  die  Länge 

1 

Q  = 


m  = 


Vt 

aufgetragen,  dann  liegen  die  Endpunkte  auf  dem  sogenannten 
Central-jöd«r  Tragheitsellipsoid,  dessen  Gleichung      " 

Ax^  +  By^  +  Cz^  —  2  {Ixy  -f  myz  +  nxz]  —  1=0 

ist.  Seine  Axen  heissen  Hauptträgheitsaxen,  und  die  Träg- 
heitsmomente bezüglich  dieser  Axen  die  Hauptträgheits- 
momente. 

(Poinsot,  Liouville  Journ.,  Tom.  XVI,  1851.) 

Dieses  EUipsoid  heisst  auch  das  erste  Tragheitsellipsoid. 
Die  Grössen  I,  w,  n  fuhren  den  Namen  der  Deviationsmomente. 

Es  gelten  nun  folgende  Sätze: 
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4)  Der  grössten  Hauptaxe  entspricht  das  kleinste,  der  klein- 
sten das  grösste,  der  mittleren  das  mittlere  Trägheitsmoment 

5)  Die  Summe  der  Trägheitsmomente  für  drei  zu  einander 
senkreclit  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Axen  eines  Systems 
ist  constant  und  gleich  der  Summe  der  Hauptträgheitsmomente 
dieses  Punktes. 

6)  Um  die  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids  zu  bestimmen, 
berechne  man  die  (stets  reellen)  Wurzeln  der  Gleichung: 

»,  m,        T  --  C 

sodann  liefern  die  Gleichungen 

(T  —  A)cosa  -\-lcosß  -{-  n cosy  =  0 

Icosu  -{-  (T  —  B) cos ß  -\-  m cosy  =  0 

neos a  "{-  m cos ß  -{-  (T  —  C)  cosy  =  0 

die  Verhältnisse 

cos a  :  cos ß  :  cosy 

und  damit  die  Richtungen  der  Hauptaxen. 

7)  Sei  T  das  Trägheitsmoment  eines  Systems  in  Bezug  auf 
eine  Axe,  T  dasjenige  in  Bezug  auf  eine  ihr  parallele,  in  der 
Entfernung  £  befindliche,  so  wird 

wobei  M=£nh     Geht  die  Axe  mit  dem  Trägheitsmomente  T 
durch  den  Schwerpunkt,  so  ist 

Unter  allen  diesen  parallelen  Axen  besitzt  die  Schwerpunkts- 
axe  das  kleinste  Trägheitsmoment. 

8)  Das  EUipsoid,  dessen  Hauptaxen  die  drei  Hauptträgheits- 
radien des  Schwerpunktes  sind,  wird  das  zweite  Gen  tralellipsoid 
genannt. 

(Clebsch,  Grelle  Joum.,  Bd.  57,  S.  73.) 

Man  erhält  es,  indem  man  auf  jeder  Axe  des  Schwerpunktes 
die  Länge  ihres  Trägheitsradius  aufträgt. 

Vergl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 

9)  Für  ein  rechtwinkliges  homogenes  Parallelepiped  mit  den 
Kanten  a,  6,  c  und  Dichtigkeit  =  1  wird 
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vrohei  M  die  Masse  des  Parallelepipeds  bezeichnet,  also 

M=  abc 
ist. 

10)  Für  das  homogene  ElMpsoid  mit  der  Gleichung 

findet  man 

^  =  :^(6»  +  c»),    B  =  ^  (ar-\- c^),     C  =  ^  (o»  +  J*), 
wobei 


4 

M  =  -^  a  bcn. 
o 

11)   Für  einen  Rotationskörper,  der  durch  die  Umdrehung 
der  Curve 

y  =/W 
um  die  x-Axe  entstanden  ist,  von  :i;  =  a:b  ^^^  ^  =  ^d  findet  man: 


B=C=^-\-nfy*x^dx, 


«0 

wobei  die  Dichte  des  Körpers  gleich  1  angenommen  wurde. 

Weitere  Probleme  in:  Kraft,  Sammlung  von  Problemen  der 
analytischen  Mechanik,  V.  Tbl.,  II.  Cap.,  Stuttgart  1885,  sowie  in 
„Problemes  de  mec.  rationelle",  p.  P.  M.  Jullien,  Paris  1855 
und  in  den  „Aufgaben  zur  analytischen  Mechanik  von  A.  Fuhr- 
mann**, 


§.  193. 

Bewegung  eines  festen  Körpers. 

A.    Bewegung  um  einen  festen  Punkt. 

1)  Seien  xyj3  die  drei  festen  Axen,  rci,  yi,  iSi  jene,  die  fest 
mit  dem  Körper  verbunden  sind  und  beweglich  sind  in  Bezug 
auf  die  xye-Axen.    Und  es  sei 


wobei 
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X  =  a  Xi  -{-  b  yi  -]-  c  Zi 
y  =  a'  a^i  +  6'  y,  +  c'  Zi 

z  =  a"x,-i-V'y,  +  €f'z,, 

a  ^=  cos{xxi)  b   ^=  cos{xyi)  c   =  cos{xei) 

a!  =  cos  {y  Xi)  V  =  cos  {y  y^)  d  =  cos  (y  Zi) 

a"  =  cos  (z  Xi)  b"  =  cos  (z  yj)  c"  =  cos {z  Zi), 

Setzt  man 

db    .     ,dV    ,     „dV 
'Tt  +  'Ti'^'  -dt^^ 

da    .     ,  da!    ,     .,  rfa" 
,  da    ,    ,,  da'    .   ,„  da" 


SO  folgt: 

PVi  —  g^i  =  0 

rxi  ^  pzi  =  0 

a^i  —  ry^  =  0. 
Diese  drei  Grössen  />,  g,  r  sind  nichts  anderes  als  die  Rich- 
tungscosinusse der  Momentanaze,  sie  ist  der  geometrische  Ort 
aller  jener  Punkte,  in  welchen  die  Geschwindigkeit  im  Momente  dt 
gleich  Null  ist 

2)  Die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  ist  in 
der  Entfernung  Eins  gleich 

Vi)»  4-  2»  +  r^ 
also  sind  p<,  q^  r  ihre  Componenten  nach  den  Hauptaxen. 

3)  Seien  ABC  die  drei  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die 
Hauptaxen,  welche  wir  zu  Coordinatenaxen  für  Xi^  yi,  Zi  wählen, 
so  haben  wir: 

B^  +  (A-C)rp  =  ^iz,X-x,Z) 

Ä  ^'  +  (Ü-B)  rq  =  ;£(,j,Z-  z,  Y). 
Dieses  sind  die  Eul  er 'sehen  Gleichungen. 
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Setzt  man 

a  =  cosd^  sin  ^  sin  q)  -{-  cos  i^  cos  (p 
b  =  cosd"  sin  ^  cosfp  —  cos  ilf  sin  tp 
c  =  sin  d"  sin  t 

a'  =  cos  ^  cosilf  sin  tp  —  sin  if  cos^ 
V  =  cos^  cosi>  cosq)  -\-  sin  ^  sin  tp 
d  =  5m  %  cos  tj} 

j  a"  =  —  sin  d"  sin  <p 

b"  =  —  sin  d"  cos  <p 

cf'  =  cos^j 
so  folgt  noch 

p  =  sin  tp  sin  d-  -j-  —  costp  -jj 

q  =  cosfp  sind^  -jj  -\-,  sm  tp  -jj 
dq>  -  dt 

Bestimmt  man  aus  den  ersten  Gleichungen  p^  g,  r,  und  aus 
den  letzten  9,  d,  ^,  so  sind  damit  die  Goefficienten 

a\     b\     d 

gegeben,  und  somit  x^  y,  z  als  Functionen  von  t 

4)   Sind  keine  äusseren  Kräfte  X^  Y^  Z  vorhanden,  so  wird 

A'^-{-(C-S)rq  =  0. 
Ihre  Integration  giebt: 

Dabei  ist  h  eine  Constante,  welche  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  des  Systems  darstellt. 
Ausserdem  ist 
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Dabei  ist  die  Constanie  k^  das  Moment  des  resultirenden 
Paares  der  Bewegungsquantitäten  des  Systems. 
i        Ausserdem  wird 

^^  _  üVAW.dr 

Diese  Gleichung  liefert  r  als  Function  von  f,  sodann  folgt 
aus  den  beiden  ersteren: 

^  —  B{B^A) 

Mit  diesen  Grössen  kann   man  sodann  die  Winkel  9,  ^,  ^ 
berechnen.    Man  hat 

,  Ap 

^9»  =  ^ 


Cr 

Damit  ist  das  Problem  gelöst. 

5)  Im  Specialfalle,  wo  ^  =  J?  ist,  ist  r  eine  Constante  n.  Sei 

A  —  C—iiA 
und  M  und  c  zwei  Constauten,  so  wird 

p  =  Msin[^nt  -f-  «} 
q  =  Mcos{iint  -\-  t] 

^  ==  const  =  arccos  -v-* 

k 


B.    Bewegung  um  eine  Axe. 

1)  Sei  P  die  Kraft,  p  ihr  Abstand  von  der  Axe,  M  die  Masse 
des  Körpers,  Mk'^  das  Trägheitsmoment,  2  die  Entfernung  des 
Schwerpunktes  von  der  Axe,  so  wird: 
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d^2 


£P. 


wobei  ^  der  Drehungswinkel  ist,  oder  für  einen  schweren  Körper 

wobei  g  die  Beschleunigung  der   Schwere  ist.     Wird  fc  =  0,  so 
erhalten  wir  die  Bewegungsgleichung  des  mathematischen  Pendels 


d^^  9     '    o. 

_  =  ^  _  ,,n^. 


Ist  demnach 


L  = 


l     ' 


so  werden  die  Schwingungen  des  mathematischen  Pendels  und 
des  Körpers  dieselben  sein,  vorausgesetzt,  dass  die  Anfangs- 
bedingungen dieselben  sind. 

L  wird  die  Länge  des  einfachen  äquivalenten  Pendels 
genannt  Sie  bestimmt  zugleich  den  Abstand  des  Schwingungs- 
mittelpunktes  von  der  Axe. 


§.  194. 
Der    Stoss. 

1)  Seien  mi^ni^  die  Massen,  Ui,  t^  die  Geschwindigkeiten 
vor,  Vi,  V2  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  so  wird  beim 
geraden  Centralstoss 

Wi  Vi  -f-  W2  t;2  =  W»!  Wj  -f-  Wtj  «j. 

2)  Sind  die  Massen  unelastisch,  so  werden  sie  sich  nach  dem 
Stoss  mit  der  Geschwindigkeit  v  z=:  Vi  ^=  v^ 

mi  Ux  -4-  wto  XU 
V  =  — ^— ^ — ^— ^ 

Wi  -|-  W2 

weiter  bewegen.    Bei  dem  Stoss  ist  eine  mechanische  Arbeit 

Wi  -|-  ^  2 

verloren  gegangen. 

3)  Sind  die  beiden  Körper  vollkommen  elastisch,  so  tritt  zu 
der  Gleichung  in  1)  noch  die  Gleichung 

Wi  t?/  -(-  *^2  ^^2  =  ^1  ^i  "h  *^  **2^ 
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and  wir  erhalten 

_  2m2ih  +(wi  —  Wa)iii 
Vi  =  1 

2miUi  —  (Wi  —  fn^)u^ 

Vi  ==  i • 

i»i  -f-  t»s 


Man  hat  femer: 


m^ 


M,   —  i;j  =  2   1 (W|  —  Wj) 

*  Wi  +  ♦^a 

«o  —  t?2  =  2  r («2  —  Ml). 

nii  +  Wa 

Diese  Gleichungen  bestimmen  den  Geschwindigkeitsverlust 
und  den  Geschwindigkeitsgewinn  des  stossenden  und  gestossenen 
Körpers. 

4)  Der  schiefe  Centralstoss.  Seien  a^  und  £«2  die  Winkel, 
welche  die  Richtimgen  der  Geschwindigkeiten  Ui  und  u^  mit  der 
gemeinschaftlichen  Normalen  der  Oberflächen  im  Augenblicke  des 
Stosses  einschliessen. 

Die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  t'i  und  v^  sind: 

Vi  =  «1  cos  ai  —       ^        {«1  cos  ai  —  n^  cos  «a}  (1  +  s) 

7#»i    —r-  fifa 

Vi  =  t*a  COS  «2  +  ^     /^    1^1  cosai  —  u^  cosa^]  (1  +  «), 

^wobei  €  ein  von  der  Elasticitat  der  Körper  abhängiger  Factor 
ist;  bei  ToUkommen  elastischen  Kugeln  ist  £  =  1.  Die  resul- 
tirenden  Geschwindigkeiten  sind: 

Wi  =  Vu^sin^o^  -f"  ^1* 

und  die  Winkel  /3|  und  /Sa?  welche  sie  mit  der  gemeinschaftlichen 
Kormale  beider  Körper  einschliessen: 

Mj  sin  «i 


tgßi 


U2  sin  «2 


^  ^^  V 
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§.   195. 

Das   Pendel. 

1)  Die  Schwingungsdauer  eines  mathematischen  Pendels  T\ 
ist  gegeben  für  sehr  kleine  Schwingungen  durch  die  Gleichung 


=  2«  1/1, 


wobei  l  seine  Länge  und  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  b( 
zeichnet. 

Sind  die  Amplituden  kleiner  als  10^  so  wird 


oder 


^=^'V|(.  +  |, 


r=2.VM,  +  i«„.|] 


wobei  a  den  Elongationswinkel  und  d  die  Höhe*  der  Schwin- 
gung bezeichnet. 

Die  allgemeinere  Formel  lautet: 

^=^'V|{.+a)'*;f+(H)**'i+- 1; 

2)   Die  Bewegungsgleichting   eines   mathematischen  Pendel 
hat  die  Form 

d^a    .    g 


dt^  +  f  '***"  =  ^' 


aus  ihr  folgt 


/day        2g,  ^. 


wobei  ß  die  Integration sconstante  ist.    Setzt  man  noch 


so  wird 


sin  ^  ß  =  k, 


cosoc  =  1  —  2k^snH\j-' 

V 


sma 
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3)  Die  Schwingungsdauer    eines  physikalischen    Pendels 
ist  gegeben  durch  

dabei  ist  S  das  Trägheitsmoment  und  S  das  statische  Moment. 
Setzt  man 

so  ergiebt  sich  die  Länge  eines  mathematischen  Pendels,  welches 
mit  dem  physikalischen  gleich  schwingt.  {  wird  die  reducirte 
Länge  des  physikalischen  Pendels  genannt. 

Für  eine  Stange,  die  homogen  ist  und  deren  Länge  L  ist,  wird 

4)  Um  die  Schwingungen  T|  auf  den  leereu  Raum  zu  redu- 
ciren,  hat  man  nach  Bessel: 

y  =  0,9459. 

Dabei  ist  P  das  Gewicht  des  Pendels,  p  das  Gewicht  der 
verdrängten  Luft. 

5)  Die  Beschleunigung  g^p  für  die  geographische  Breite  ^ 
!    ist  bekanntlich 

gtp  =  (7o  (1  +  0,00511781  sin^tp) 

g^  =  9,781029  m, 

damit  wird  die  Länge  des  Secundenpendels 

oder 

Ip  =  /o  {1  -f  0,00511781  sin^(p\ 

lo  =  991,027015  mm. 

Ueber  die  Theorie  des  Pendels  vergleiche:  Durege,  Theorie 
der  elliptischen  Functionen.  F.  Neumann,  Einleitung  in  die 
theoretische  Physik,  herausgegeben  von  Pape.  Kraft,  Aufgaben- 
sammlung zur  analytischen  Mechanik,  Bd.  IL 

6)  Das  ballistische  Pendel.  Wird  das  Pendel  von  einer 
Kugel  mit  dem  Gewichte  j)  und  von  einer  Geschwindigkeit  v 
getroffen,  und  zwar  in  der  Entfernung  f  von  der  Axe,  und  ist  a 
der  Ausschlagwinkel,  so  ist 
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'=K'+^)Vf-'"f 


Dabei  ist  A  das  statische  Moment  und  {  die  Länge  des  Pen- 
dels. Dieselbe  Formel  lässt  sich  auch  anders  schreiben.  Sei? 
die  Masse  des  Pendels  und  T  die  Scwingungsdauer,  so  wird 

V  =  — ^—  •  ^-— ' stn  -pr- 

7)  Trägt  ein  cjlindrischer  Stab  vom  Halbmesser  r  an  seinem 
unteren  Ende  eine  Kugel  von  der  Masse  M  und  dem  Radius  JS, 
und  am  anderen  Ende  im  Abstände  c  eine  Schneide,  um  welche 
er  drehbar  ist,  und  beträgt  über  derselben  seine  Länge  noch  i, 
so  ist  die  Länge  l  des  correspondirenden  einfachen  Pendels 


1=  — 


T  + '-^5^  + '^^1 +  «  II  «•  +  <«  + *' 


wobei  Jf'  die  Masse  des  Cylinders  bezeichnet 
Die  Schwingungsdauer  T  ist  also 

9 
oder  genähert,  wenn  MjM  sehr  klein  ist: 

9 
%  196. 

Das  PotentiaL 

A.   Allgemeines. 

1)   Die  Einwirkung  der  Punkte  Px  mit  den  Massen  m«  auf 
einen  Punkt  P  mit  der  Masse  1  ist  gegeben  durch 

nix 

wobei  fx  die  Entfernung  des  Punktes  m«  von  dem  Punkte  P  be-. 
zeichnet.    Bilden  die  Punkte  ein  Continuum,  so  wird 

dm 
r 


^=  +  *2 


=T'/ 
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and  es  ist  das  obere  Zeichen  für  die  Anziehung,  das  untere  für 
die  Abstossung  zu  nehmen.  {Gauss  und  Riemann  haben  die 
dieser  jetzt  üblichen  entgegengesetzte  Bezeichnungsweise.} 

Der  Factor  s  hängt  von  dem  Maasse  ab,  nach  dem  man  die 
Einwirkung  messen  will  und  wird  gewöhnlich  gleich  1  gesetzt. 

Die  Kraftcomponenten  nach  den  drei  Axen  sind 

^~       dx'     ^~        dy'  dz' 

Die  Kraftcomponente  in  der  Richtung  n 

2)  Die  Flächen,  in  welchen  V  eine  Constante  ist,  werden 
Niveauflächen  genannt.  Die  Richtungscosinuse  der  Normalen 
dieser  Flächen  sind  proportional  den  Grössen 

gF     8F     dV 
dx'    dy'    dz' 

und  es  kann  die  Kraft  nur  senkrecht  auf  diese  Flächen  wirken 
längs  der  sogenannten  Kraftlinien,  deren  Gleichung 

j       ^       ^  dV  dV  dV 

dx  :  dy  :  de  =  - — :-^ — :- — 
^  dx    dy     dz 

ist. 

3)  Die  Function  V  nennen  wir  nach  Glausius  die  Poten- 
tialfunction.  Sie  wurde  zuerst  von  Lagrange  in  die  mathe- 
matische Physik  eingeführt.  Ihre  wahre  Bedeutung  erkannte 
jedoch  erst  Green  (1828,  vergl.  Grelle  Journ.  39,  44,  47). 

4)  Die  Arbeit,  welche  bei  irgend  einer  Bewegung  des  Punk- 
tes P  geleistet  wird,  ist  gleich  der  Differenz  derjenigen  Werthe, 
welche  die  Potentialfunction  in  der  End-  und  Anfangslage  hat, 
wenn  man  anziehende  Kräfte  voraussetzt. 

Daher  können  wir  sagen,  dass  die  Potentialfunction  in  einem 
Punkte  jene  Arbeit  angiebt,  welche  nöthig  ist,  um  diesen  Punkt 
aas  der  Entfernung  oo  in  seine  gegenwärtige  Lage  zu  bringen. 

5)  Gehört  der  Punkt  P  einem  zweiten  Körper  an,  so  wird 


W=f^-^  =  frdm' 


die  Potentialfunction  des  ersten  Körpers  auf  den  zwei- 
ten genannt  und  es  gilt  nach  Gauss  der  Satz 

W=    f  Vdm'  =   fr  dm, 

LaBka,  mAthem.  FormelnBammlung.  ^ 
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d.  h.  die  Potentialfunction  eines  Körpers  auf  einen  zweiten  ist 
gleich  der  Potentialfunction  dieses  zweiten  Körpers  auf  den  ersten. 
Denken  wir  uns  die  beiden  Körper  gleich  und  vereinigt,  so 
wird  jeder  Punkt  zweimal  vorkommen,  daher  wird 

TTT^ 1     r  dm  dm* 

2J  r 

das  Potential  eines  Körpers  auf  sich  selbst,  also  jene 
Arbeit,  die  nöthig  war,  die  Massenpunkte  aus  der  unendhchen 
Entfernung  von  einander  in  ihre  gegenwärtige  Configuration  zu 
bringen. 

6)   Seien  a,  6,  c  die  Coordinaten  von  dw,  h  die  Dichtigkeit 
in  dm,  so  wird 

hdadbdc 


=/// 


=/// 


hda db de 


V(a  -  xy  +  (6  -  yy  +  (c-^j« 

das  Potential  (des  Systems,  dem  dm  angehört)  im  Punkte  x^y,2. 
Setzt  man 

a  —  X  =  rsina  cosß 

b  —  y  =  r  sin  a  sin  ß 

c  —  0  =  rcos  a, 
so  wird 

V=    I   f   I    hrsinadr  dadß^ 

oder  wenn  man  allgemeiner 

a  —  X  =  r  sin  a  cos  ß  —  qcosiI^  sin  tp 

b  —  1/  =  rsinusinß  —  gsini^  simp 

c  —  z  =  rcosa  —  q  cos  (p 

setzt  und 

cos  w  ■=^  cosa  cos  <p  -\-  sin  a  sin  q>  cos  {ß  —  t^) 
macht 
«._    r  r  r   hr^sinadrdadß    _     r dm 

J  J  J    Vr^  —  2rQC0SW'\-Q^       J   (r«  — 2r^co5u?-f p*)^ 

Sei 

jßa  —  f  2  —  2rQC0SW  +  9«, 
so  wird: 

1  1         r  r' 

-^  =  -  +  —  Pi  {cosw)  -f  —  P^{cosw)  +..•     Q  >  r 
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oder 

:ß  =  7  +  :^  Pi(co.9m;)  +  ^  P,(cosiv)  +...     r>  Q. 

Vergl.  §.  139, 
und  damit  für  ^  >  r 


9     '     p2   ^   p3  ^ 

wobei 

oder  für  r  >  p 
wobei 

7)  Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

I.    Das  Potential  eines  Systems,  welches  ganz  im  Endlichen 
liegt,  ist  für  unendlich  entfernte  Punkte  =  0,  aber  so,  dass 

lim 


im  Vq  =  I    dm  für  limg  =  oo. 


IL  Sei  F  die  Potentialfunction  der  Massen,  welche  sämmt- 
lich  ausserhalb  eines  geschlossenen  Raumes  liegen,  und  sei  V  in 
irgend  einem  Theile  des  Raumes  constant  =  Fo,  so  muss  F  in 
diesem  ganzen  Räume  =  Fo  sein. 

8)   Die  Functionen 

dV    dV    dv 

sind  für  den  ganzen  Raum  endlich  und  stetig. 
Femer  convergiren  die  Werthe 

xV,    t/F,    0r, 

,.^,  ,.1I,  ,.iZ, 

dx\    ^    dy'         dz' 

mit  wachsenden  Werthen  der  Coordinaten  rr,  y,  z  gegen  eine  be- 
stimmte endliche  Grenze. 
Dasselbe  gilt  auch  für 

IT   ,8^    ,^y   .^v 

dx  dy  dz 

44* 
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und  zwar  wird  r  F  immer  von  Null  verschieden  sein,  die  übrigen 
Grössen  nur  im  Allgemeinen. 

9)  Für  einen  Punkt,  der  ausserhalb  der  wirkenden  Masse 

liegt,  ist 

8»  F       8>  F        8*  F 
dV  —  — —  4-  -—4-  — —  =  0 

(Gleichung  von  La  place,  Theorie  des  attractions,  Bist  de 
rAcad.,  1772.) 

Liegt  der  Punkt  dagegen  innerhalb  der  wirkenden  Masse,  so 
wird: 

wobei  Tc  die  Dichte  in  dx^  dy,  dg  bezeichnet     (Gleichung  von 
Poisson,  Bull,  de  la  societ  Phil.  IIL    Mem.  de  l'Acad.,  T.  VL) 

10)  Besitzen  zwei  Functionen  die  Eigenschaften  8)  und  9), 
so  sind  sie  identisch«  Daher  drücken  diese  Sätze  die  nothwen- 
digen  und  hinreichenden  Eigenschaften  der  Potentialfunction  ans. 
(Satz  von  Dirichlet,  lieber  die  im  umgekehrten  Verhältnisse 
des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte,  1876.) 

Die  Literatur  der  Theorie  des  Potentials  findet  man  ziem- 
lich vollständig  in:  Bacharach,  Abriss  der  Geschichte  der 
Potentialtheorie.  Die  Theorie  selbst  in:  Glausius,  Die  Poten- 
tialfunction und  das  Potential,  Leipzig  1885.  Femer  fast  in 
allen  Lehrbüchern  der  Mechanik,  insbesondere  aber  in:  Thom- 
son und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  Braunschweig 
1879.    Vergl.  auch:  Heine,  Handb.  der  Kugelfunctionen,  Bd.  II 

11)  Seien  U*  und  F  zwei  Functionen  der  Raumcoordinaten^ 
und  sei 

^  dx   dx         dx    dx    '    8y    8y    '     de   de  ' 
femer    U  und    F,    sowie  ihre  ersten    und  zweiten  Differential- 
quotienten nirgends  im  betrachteten  Räume  unendlich  gross,  so 
gelten  die  Sätze: 


Das  Potential.  698 

dabei  ist  dx  ein  Raumelement  und  die  Integrale  nach  %  er- 
strecken sich  über  den  ganzen  gegebenen  Raum;  dw  ist  ein  Ele- 
ment der  Oberfläche  und  das  Integral  nach  w  erstreckt  sich 
über  die  ganze  Oberfläche;  n  ist  die  auf  die  Oberfläche  errich- 
tete, nach  innen  zu  als  positiv  gerechnete  Normale.  (Satz  von 
Green.) 

12)  Es  giebt  für  einen  beliebigen  begrenzten  Raum  immer 
eine  und  nur  eine  Function  V  von  x,  y,  isr,  die  selbst  und  deren 
erste  Di£ferentialquotienten  stetig  sind  und  die  der  Gleichung 

innerhalb  des  ganzen  Raumes  erfüllt  und  die  in  jedem  Punkte 
der  Oberfläche  einen  vorgeschriebenen  Werth  hat. 

Unter  allen  Functionen  U^  die  diese  Bedingungen  erfüllen, 
jedoch  so,  dass 

ist,  hat  V  die  Eigenschaft,  dass  es  das  Integral 
zu  einem  Minimum  macht,  d.  b. 

/  IQ- + (1^)" + Q'l- 

ist  unter  allen  Q  ein  Minimum. 

(Das  Dirichlet'sche  Princip;  vergl.  Dirichlet,  1.  c.  §.  32 
bis  38.  Früher  und  allgemeiner  bewies  Thomson  die  Existenz 
der  Potentialfunction  in  Gambr.  and  Dublin  Mathem.  Joum.  1848.) 

13)  Bisher  haben  wir  die  wirkende  Masse  als  dreidimensional 
betrachtet;  die  folgenden  Theoreme  beziehen  sich  auf  solche 
Massen,  die  auf  Flächen  ausgebreitet  sind. 

Sei  n  die  Richtung  der  Normalen,  so  wird 

(w)+-(l¥)_  =  -*"'^ 

wobei  der  Index  -f-  oder  —  anzeigen  soll,  dass  dVjdn  unendlich 
nahe  der  Fläche  in  der  positiven  oder  negativen  Richtung  von  n 
zu  nehmen  ist.  x  ist  die  Dichte  des  Oberflächenelementes  um 
n  herum. 

14)  Sei  ät^  ein  Element  der  mit  einer  Masse  belegten  Schicht, 
auf  den  Normalen  denken  wir  uns  unendlich  kleine  Längen  b 
aufgetragen.     Dadurch  entsteht  eine  zweite  Fläche,  die  wir  uns 
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mit  einer  eben  so  grossen  Masse  belegt  denken ,  die  jedoch  ?om 
entgegengesetzten  Vorzeichen  ist,  sodann  ist 


die  Potentialfunction  dieser  Doppelschicht  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  in  der  Entfernung  r.  xa  wird  das  Moment  der  Doppel- 
belegung genannt. 

Die  durch  diese  Gleichung  definirte  Potentialfunction  erleidet 
sprungweise  die  Vergrösserung  4:7rx£,  wenn  der  Punkt  durch 
die  Doppelschicht  hindurchgeht,  der  Differentialquotient  dVidn 
ist  an  ihr  endlich  und  stetig. 

Ist  die  Doppelschicht  geschlossen,  so  wird  ihr  Potential 

0,     2  »  X  €,     4  ^  X  €, 

je  nachdem  der  Punkt,  auf  den  sie  einwirkt,  ausserhalb,  auf  der 
Oberfläche  oder  innerhalb  der  Doppelschicht  sich  befindet.  {Der 
Name  der  Doppelschicht:  „Doppelbeleg"  rührt  von  Helmholtz 
J^er.  Pogg.  Ann.  89  (1853).  Ausfuhrlicher  behandelt  in:  C.  Sea- 
man n,  Untersuchungen  über  das  logarithmische  und  Newton- 
sche  Potential  1877,  Cap.  IV.,  VIL} 

15)   Wir  wollen  nun  eine  sehr  wichtige  Aufgabe  lösen: 
Ein   Raum   R  ist  begrenzt  von  einer   Fläche   S,  und  der 
Werth  von 

ist  im  Innern  von  JB  gegeben,  so  wie  die  Werthe  von  V  für  alle 
Punkte  von  S.  Es  wird  gesucht  der  Werth  Vp  von  V  für  einen 
Punkt  P  innerhalb  R. 

Die  Entfernung  von  P  von  irgend  einem  Punkte  sei  r. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Function  IJ\  die  in  ganz  R  end- 
lich und  stetig,  .und  deren  Werth  auf  der  Oberfläche  von  J{, 
d.  h.  in  S,  gleich  ist 

1 


r' 


und  die  der  Bedingung 

genügt,  sodann  hat  die  Function 

r    ' 
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folgende  Eigenschaften:    Sie  ist  in  12,  ausgenommen  P,  endlich 
und  stetig,  in  S  gleich  Null  und  genügt  innerhalb  der  Bedingung 

Jü=0. 

Die    Function    ü   führt    den    Namen    der    Green'schen 
Function.    Sodann  wird 

dU 


„V,  =  -füDVdB+fvy^ 


dS. 


Das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  das  Innere,  das  zweite 
auf  die  Oberfläche  von  S. 

Durch  diese  Gleichung  ist  das  obere  Problem  zurückgeführt 
auf  die  Aufsuchung  einer  Function  fZ,  die  die  bezeichneten  Eigen- 
schaften hat. 

B.   Specielle  Probleme. 

I.  Kugelschale.  Der  innere  Halbmesser  sei  rj,  der  äussere 
r„  und  die  Dichte  eine  Function  von  r.  Sei  Pj,  P„  P3  ein  Punkt 
innerhalb,  in-  oder  ausserhalb  der  Kugelschale,  Fi,  Fj,  Fj  die 
zugehörige  Potentialfunction,  so  wird 

f?lii  4. 1  iü  =  0 

dr3     ■"  r     dr 
dr^      '    r     dr     ' 


damit  wird 


d^V,    ■    2   dV, 
dr^     '    r     dr 


■  =  *'/ 


oder 

0f; 


I 

kr  dr 

ri 


wie  schon  Newton  (Principia  1.  I,,  8.  XII,  prop.  LXX)  gezeigt 
Sei  /(r)  die  Masse  innerhalb  r,  so  wird 

♦•i 


+  4«/ 


und  demnach 


dr  r» 
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Endlich  ist 


r    J  r 


IL    Ueber  das  Potential  eines  Ellipsoids  Yergl.:    Schell, 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  1870,  IV.  ThL,  IX.  Capi 
Man  findet  für  einen  inneren  Punkt: 

y_„   /'li|i__£l_ VL £!_\ 

0 

wobei 

^■  =  0  +  Ä)('  +  f)('  +  ^) 

und 

— -1-^  -I-  —  =  1 
a2    '    i2  "T   c» 

die  Gleichung  des  Ellipsoids  ist. 

Für  einen  äusseren  Punkt  findet  man  dagegen 

y2  ^« 


r  ds  f,  x^ 


a 

wobei  0  die  einzige  reelle  und  positive  Wurzel  von 


ist.    Es  gelten  die  Sätze: 

Die  Anziehungskräfte,  welche  von  zwei  homogenen  confocalen 
EUipsoiden  auf  denselben  äusseren  Punkt  ausgeübt  werden,  haben 
dieselbe  Richtung  und  sind  den  Massen  der  EUipsoide  propor- 
tional.   (Satz  von  Maclaurin.) 

Zwei  innere  Punkte,  welche  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt 
des  Ellipsoids  gehenden  Geraden  liegen,  werden  mit  Kräften  an- 
gezogen, welche  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  proportional 
und  einander  parallel  sind. 

Zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  homogene  EUipsoide  von 
gleicher  Dichte  ziehen  einen  für  beide  inneren  Punkte  mit  gleichen 
und  gleich  gerichteten  Kräften  an. 

Bestimmt  man  auf  zwei  confocalen,  conaxialen  EUipsoiden, 
welche  homogen  und  von  gleicher  Dichte  sind,  zwei  correspon- 
dirende  Punkte,  so  verhalten  sich  die  Attractionscomponenten 
nach  den  Hauptaxen,  welche  jedes  EUipsoid  auf  den  festgesetzten 
Punkt  des  anderen  ausübt,  wie  die  Flächeninhalte  ihrer  Haupt- 
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schnitte,  welche  auf  der  Richtung  der  Componenten  senkrecht 
stehen. 

Satz  von  Iwory  nach  Poisson  beim  beliebigen  Attractions- 
gesetz  gültig. 

Wendet  man  diesen  letzteren  Satz  auf  zwei  concentrische 
Kugeln  an,  so  ergiebt  sich,  dass  das  eiAzige  Anziehungsgesetz,  für 
welches  eine  homogene  sphärische  Schicht  keine  Wirkung  auf  die 
Punkte  ihres  Innern  ausübt,  das  des  umgekehrten  Verhältnisses 
des  Quadrates  der  Entfernung  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Potentialfunction  hat  man  überhaupt 
folgende  Wege: 

1)  Directe  Auswerthung  des  Integrals  A.  6). 

2)  Integration  der  Laplace-Poisson'schen  Gleichung  A.  9). 

3)  Integration    dieser  Gleichung    vermittelst    der   Green'- 
schen  Function  A.  15). 

4)  Näherungsintegrationen. 

Beispiele:  Beer,  Einleitung  in  die  Elektrostatik.  Kölle- 
ritzBch,  Lehrbuch  der  Elektrostatik. 

5)  Benutzung  der  Diagramme. 

Beispiel:    Maxwell,  Treatise  part.  L,  chapt.  VII. 

6)  Transformation  vermittelst  der  reciproken  Radien. 
Beispiel:  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunctionen  IL,  VI.  Gap. 

C.    Das  logarithmische  PotentiaL 

Das  logarithmische  Potential  gründet  sich  auf  die  Thatsache, 
dass  die  Newton'sche  Anziehung,  der  mit  Masse  von  der  Dich- 
tigkeit ö  belegten  jßf-Axe,  auf  einen  Punkt  der  a;j/- Ebene  ersetzt 
werden  kann  durch  die  Anziehung  proportional  der  ersten  Potenz 
der  Entfernung  und  ausgehend  vom  Nullpunkte,  in  dem  man 
sich  die  doppelte  Masse  concentrirt  denkt. 

Das  Potential  wird  sodann 


V=   I    dm  log r. 


Das  logarithmische  Potential  wird  im  Unendlichen  unend- 
lich, das  Newton'sche  verschwindet. 

Sowohl  die  Laplace'sche,  als  auch  die  Poisson'sche  Glei- 
chung gilt  für  das  logarithmische  Potential. 

Das  logarithmische  Potential  leistet  gute  Dienste  besonders 
dann,  wenn  sich  ein  Problem  auf  zwei  Parameter  zurückführen  lässt. 
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Vergl.  Neumann,  UntersuchuDgen  über  das  logarithmische 
und  Newton'sche  Potential,  1877. 

§.  197. 

Elastioität. 

1)  Seien  x^  y^  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Panktes  im 
Zustande  des  Gleicbgewichtes 

^  "H  w,    y  -\-  Vy    z  -\-  w 

jene  zur  Zeit  t^  und  sei  q  die  Dichte  des  elastischen  Körpers, 
die  wir  constant  voraussetzen,  so  werden 

^  ^'dP'~'dx"^~dy"^    dz 

y_       d^v  ^dY^c    .    dYy    .    dY, 
^    de«   "■    8a;     '      8y     '      dz 

y  d^w  d  Zx    ,    d  Zy    ,    d  Zg 

die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  elastischen 
Mediums.  Die  Grössen  X^  .  -  -  Z»  sind  die  Druckcomponen- 
ten.    Man  hat  allgemein 

Xy    =     Yx 

<ttx  "^^^    JLg, 

2)  Im  Falle  des  Gleichgewichtes  ist 

Y    ^    -^X  I  8    Xy         I  Ö    Xg 

8:c      '      8y    "•      8-sr 

Y ^  Yx    ,    8  Yy    ,    8  Yg 

dx   ^   dy   '^    dz 

y d  Zx    I    8  Zy     .    dZg 

dx   ^    dy   '^    dz* 

3)  Zu  diesen  Gleichungen  kommen  noch  die  Oberflächen- 
bedingungen hinzu.  Sei  P»  der  auf  die  Einheit  der  Oberfläche 
wirkende  Druck  und 

X^    Yn  Zn 

seine  Componenten,  so  sind  die  Grenzbedingungen: 

Xn  =  Xx  COS  (n,  x)  -j-  Xy  cos  (n,  y)  +  ^s  cos  (ii,  z) 
Yn  =  Yx  cos  (n,  x)  +  Yy  cos  (n,  y)  -[-  ^t  «>s  (»*»  ^) 
Zn  =  Zx  COS  (w,  a?)  +  Zy  cos  (n,  y)  +  Zg  cos  (ti,  ^). 
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4)  Setzt  man 

du  du  j^dv 

dto  9t?  j^  div 

dz        "  dz    ^    dy 

und 

/  =  «11  xl  +  0^2  yl  +  as3  ^J 


sodann  wird 


+   2  ai2  a^ar  yy   +  2  «13  ^z  ^z  + 

+  "^(h^yy^z  + 


•  ■  • 


Öl/y  dZx 

7    —    ^f        Y    —   V    —    ^f 

^'-  dz,'    ^'-^  ^""  —  dTy' 

f  ist   eine  liomogene  Function  zweiten  Grades  der  sechs  Argu- 
mente 

•^x?    ^y?    J/y?    y^i    ^jri    ^x? 

die  Coefficienten 

«11?    «12?    «13    •  •  •  «33 

werden  Elasticitätscoefficienten  genannt. 

5)  Die  Grösße 

du.dv_.dw 

~"  8^  "*"  äy  "•    87' 

die  yom  Coordinatensystera  unabhängig  ist,  wird  die  räumliche 
Dilatation  genannt. 

6)  Ist  der  Körper  homogen,  so  kann  man  schreiben: 

wobei  wie  üblich 


8ä?«    '    8i/2    '    8^2 
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7)  Die  allgemeinen  Gleichungen  mit  Rücksiebt  auf  die  Tem- 
peraturyeränderungen  sind: 


d^v 


ds    I    d  Xg 


^  ^Jk  ^^^' 


Y-Q^^== 


Z^Q 


dt^ 

d^w 
dP 


ds   ,  gr. 


ds    . 


dx 


+  T7  + 


dz 

er, 

8Z, 


wobei  $  die  Temperatur  und  p  eine  Constante  bezeicbnet   Es  ist 

p  =  Ma^ 

wobei  Jlf  der  Elasticitätsmodul ,  und  a  der  lineare  thermische 
Goef&cient  ist 

Die  Gleichungen  für  die  Oberfläche  lauten  nun 

X„  =  pscos(n^x)  +  XxCOs(n,x)  -|-  X^cos(n^y)  -{-  X,  cos(n,£) 

Zw  =  pscos(n^y)  +  F«cos(n,x)  -}-  TyCOs(n,y)  -(-  ^«005(11,^) 

Z»  =  pscos(n,z)  +  ZxCOS(n,x)  -(-  ZyCos{n^y)  -|-  Z,  005 («,/). 

8)  Wird  ein  stabförmiger  Körper  vom  Querschnitte  JP  durch 
eine  Kraft  P  gezogen,  und  sei  l  seine  Länge,  so  wird 

■'  =  't 

die  Gesammtdehnung  dieses  Körpers  sein.     6  wird  die  speci- 
fische  Ausdehnung  genannt  und  es  wird 


FE' 


wobei  E  der  Elasticitätsmodul  ist;  es  ist  dieses  diejenige 
Kraft,  welche  ein  Prisma  vom  Querschnitte  l  um  seine  eigene 
Länge  verlängern  würde,  wenn  dies  ohne  üeberschreitung  der 
Elasticitätsgrenze  möglich  wäre. 

9)  Wird  ein  prismatischer  Stab  von  der  Länge  Z,  der  Breite  h 
und  der  Höhe  h  gebogen,  so  werden  gewisse  Theile  kürzer,  gewisse 
länger,  es  wird  aber  immer  eine  Faser  geben,  die  während  der 
Biegung  gleich  bleibt.  Diese  wird  die  neutrale  Faser  genannt 
Sei  P  das  spannende  Gewicht,  E  der  Elasticitätsmodul,  T  das 
Trägheitsmoment,  und  es  werde  die  Mitte  der  ursprfingUches 
Lage  als  die  X-Axe,  und  die  Senkrechte  darauf  als  Y-Axe  an- 
genommen, so  ist 
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Gleichung  der  elastischen  Linie,  d.  h.  jener  Gurve,  welche 
die  neutrale  Faser  bei  der  Biegung  macht. 

Die  Abweichung  am  Ende  von  der  ursprünglichen  Lage  ist 

*  E  bh*' 

Di«  allgemeine  Gleichgewichtsgleichang  lässt  sich  schreiben 
wie  folgt: 

dabei  ist  q  der  Querschnitt  und  q  die  Dichte  des  Prismas.    Die 
allgemeine  Bewegungsgleichung  lautet: 


^^e=" 


Y  — 


d'y\ 


10)  Die  Zugkraft,  welche  einen  prismatischen  Körper  vom 
Querschnitte  Eins  bis  zur  Elasticitätsgrenze  ausdehnt,  wird  der 
Tragmodul  der  Ausdehnung  genannt  und  mit  Ti  bezeichnet. 
Die  Druckkraft,  welche  diesen  Körper  bis  zur  Grenze  der  Elasti- 
cität  zusammendrückt,  wird  der  Tragmodul  der  Zusammen- 
drückung genannt  und  mit  T^  bezeichnet. 

Unter  dem  Tragvermögen  versteht  man  das  Product  aus 
dem  Querschnitt  in  den  Tragmodul.  Man  erhält,  wenn  man  das- 
selbe mit  P|,  resp.  Pj  bezeichnet, 

für  den  Zug        Pi  =  P  3\ 

für  den  Druck    P,  =  FT^. 

Die  Zugkraft,  bei  welcher  ein  prismatischer  Körper  vom  Quer- 
schnitt 1  zerreisst,  wird  der  Festigkeitsmodul  genannt  und 
mit  Kl  und  K^  für  den  Zug,  resp.  den  Druck  bezeichnet. 

11)  Sei  G  das  Gewicht  des  prismatischen  Körpers  von  der 
Lange  l  und  dem  Querschnitte  P,  so  ist  seine  Ausdehnung  in- 
folge der  eigenen  Schwere  halb  so  gross  als  die,  welche  ein  Ge- 
wicht a  am  Ende  des  Körpers  hervorbringt,  also 

—  EF^' 

Dasselbe  Gesetz  gilt  auch  für  die  Compression.  Sei  q  die 
Dichte  des  Prismas,  und  K  sein  Festigkeitsmodul,  so  zerreist  das- 
selbe bei  verticaler  Aufhängung  infolge  eigener  Schwere  bei  einer 
Länge  =  {K :  q). 


702 


Elastioit&t. 


12)   Man  hat  in  Kilogrammen  per  1  qmm  Querschnitt 


A.    Für 

den  Zug. 

Namen   der   Körper 

E 

^1 

K, 

Gusseisen 

Schmiedeeisen 

Holz  in  der  Richtung  der  Faeem  . 

10000 

20000 

1100 

6,67 
13  —  20 

1,8 

13 

41—62 

6,5 

B.    Für  den  Druck. 


Namen  der  Körper 


Gusseisen 

Schmiedeeisen 

Holz  in  der  Richtung  der  Fasern  . 


9  900 
19  700 


13,13 
13,13 


73 
22 

4,8 


Ausserdem  sind  die  Werthe  von  K^  für  Basalt  =  20,  Ziegel- 
stein =  0,6,  Mörtel  =  0,4. 

13)  Man  nennt  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  neutrale- 
Faserschicht  von  der  Ebene  eines  Querschnittes  geschnitten  wird, 
die  neutrale  Axe  des  Querschnittes. 

Sodann  definiren  wir  die  Summe  der  Producte  aus  den  ein- 
zelnen Elementen  des  Querschnittes  in  die  Quadrate  der  Ent- 
fernungen von  der  neutralen  Axe  als  das  Maass  des  Biegungs- 
momentes  und  bezeichnen  sie  mit  W.  Diese  Grösse  multiplicirt 
mit  dem  Elasticitätsmodul  nennt  man  das  Biegungsmoment 

Für  ein  Prisma  von  der  Breite  h  und  Länge  l  ist  für  die 
durch  den  Schwerpunkt  parallel  zu  h  gehende  Axe 

für  einen  Kreis  vom  ßadius  r 

W  =  j  r«, 
für  einen  beliebigen  Querschnitt  bezogen  auf  die  X-Axe 
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und  bezogen  auf  die  F-Axe 

Wy=l  x^ydx 

Sei  Q  der  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie,  und 
M  das  statische  Moment  aller  auf  den  betreffenden  Querschnitt 
wirkenden  äusseren  Kräfte,  so  wird 

WE 
Wir  haben,  wenn  die  Biegung  gering  ist,  näherungsweise 

daraus  folgt: 

als  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  für  diesen  Fall.  Es  gel- 
ten ferner  folgende  Sätze: 

Es  ist  das  Maass  W  des  Biegungsmoraentes  bezogen  auf  die 
neutrale  Axe  gleich  dem  Maasse  W\  bezogen  auf  irgend  eine 
zur  neutralen  parallele  Axe  vermindert  um  das  Product  aus  dem 
Querschnitte  F  in  das  Quadrat  des  Abstandes  beider  Axcn.  Die 
Grösse  W  ist  also  auf  die  neutrale  Axe  ein  Minimum. 

Seien  Wx  und  Wy  die  Werthe  von  W  bezogen  auf  die  X- 
und  F-Axe,  Wu  und  W^  die  Werthe  von  W  bezogen  auf  die 
U'  und  ff- Axe,  wobei  XJ  }^W  denselben  Anfangspunkt  besitzt 
wie   X  und  F,  so  wird 

TT.  +  TFy  =  Wu  +  W^. 
Vergl.  Weisbach,  Lehrb.  der  Ingenieur-Mechanik,  Bd.  L 
14)  Unter  dem  Drehungsmomeut  der  Torsion  wird  die  Grösse 

(TF,   +     Wy)C=    W,C 

verstanden,  wobei  C  das  Modul  der  Torsionselasticität  ist. 

Sei  P  die  tordirende  Kraft  und  a  der  Torsionswinkel,  so  ist 
für  einen  Cylinder  von  der  Länge  l  und  dem  Durchmesser  a 


704  Hydrostatik. 


§.    198. 

Hydrostatik. 

1)  Sei  p  der  Druck,  q  die  Dichte,  und  seien  X,  F,  Z  die 
Gomponenten  der  wirkenden  Kräfte,  so  muss  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes 

dp  =  Q  [Xdx  +  Ydy  +  Zdz]  =  0, 

also  auch 

Xdx  +  Ydy  +  Zde  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  die  Niveau  flächen  dar.  Im  Zn- 
stande des  Gleichgewichtes  steht  die  Resultirende 

B=VX2-f  ra  +  z» 

auf  den  Niveauflächen  senkrecht  und  es  existirt  nothwendiger- 
weise  eine  Eräftefunction  t/,  so  dass 

2)  Dreht  sich  eine  Flüssigkeit  gleichförmig  um  die  Z-Axe 
mit  einer  Geschwindigkeit  w^  so  ist 

Xdx  -f-  Ydy  +  ^^d^er  -(-  u?«  [xdx  -\-  ydy]  =  0 

die  Gleichung  der  Niveauflächen  und  zugleich  der  Oberfläche  der 
rotirenden  Flüssigkeit. 

3)  In  einem  Cylinder  von  der  Höhe  Ä  und  dem  Radius  a 
wird,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet, 

Ferner  ist  der  Druck,  wenn  p^  den  Druck  auf  der  Oberfläche 
bezeichnet  und 

gesetzt  wird, 

4)  Rotirt  eine  flüssige  Masse  mit  einer  constanten  Geschwin- 
digkeit um  die  ;Sf-Axe  und  werden  hierbei  ihre  Theile  von  dem 
Anfangspunkte  des  Coordinatensystems  nach  dem  Newton'schen 
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Gesetze  angezogen,  so  wird,  wenn  r  die  Entfernung  eines  Punktes 
der  Masse  Tom  Goordinatenursprung  und  g  die  Grösse  der  An- 
ziehung in  der  Entfernung  a  bezeichnet, 

die  Gleichung  der  gesuchten  Oberfläche  sein. 

5)  Versteht  man  unter  Druckhöhe  die  Tiefe  des  Schwer- 
punktes einer  Fläche  unter  dem  Wasserspiegel,  so  gilt  allgemein 
die  Regel: 

Der  Druck  des  Wassers  normal  gegen  eine  ebene  Fläche  ist 
gleich  dem  Gewichte  einer  Wassersäule,  deren  Basis  die  Fläche, 

und  deren  Höhe  die  Druckhöhe  ist. 
Dieser  Druck  entspricht  einer  Kraft, 
deren  Angriffspunkt  der  Mittelpunkt 
des  Druckes  genannt  wird. 

Sei  z  sein  Abstand  vom  Niveau, 
so  wird 


g 


.hF=    r  Kdw, 


wobei  F  die  ganze  Fläche  und  h  den 
Abstand  des  Schwerpunktes  dieser 
Fläche  vom  Niveau  bezeichnet. 

Seien  x  und  y  die  Coordinaten 
dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Axen- 
system  FOX,  so  wird: 

X .  Fh  =   1  xtdw, 

also  gleich  dem  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug  auf  die  Axe 
OX  und 

y.FH=  I  Xu,yv,dw, 

also   gleich   dem    sogenannten   Centrifugalmoment  in  Bezug 
auf  die  Axe  0  Y. 

§.  199. 

Hydrodynamik, 

1)  Es  seien  u^  v^  w  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 
parallel  zu  den  Coordinatenaxen  zur  Zeit  t  im  Punkte  x^  y,  0.  Sei 
femer  p  der  Druck,  q  die  Dichtigkeit,  so  wird 

Laska,  mathem.  Forraelnsamnilung.  ^5 
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dP 
d^z 


Q  dx 


r-- 


1^ 


dP 
oder  auch 
du 
Yt 

dv 

dw 
Yi 


dp 
dtj 


(Euler'sche  Gleichungen) 


I        s^.^    I       dy 

8u; 


8m 
8^ 

8t; 
dx 

dw 
dx 


du 

dl 

dv 
87 

dw 


Q  dx 

9  ^y 


+  WTr  +  ^-^+««'TT=   ^'-  - 


1^  8p 

(►  8;? 


dy    '        C2f 

Dazu  kommt  noch  eine  Relation  zwischen  p  und  p.    Die 

ist  für  Gase  bei  constanter  Temperatur  durch  das  Boyle'scl 

Gesetz  gegeben 

j)  =  fc  p. 

Im  Falle  der  incompressiblen  Flüssigkeit  ist 

Q  =  const. 

Bewegt  sich  ein  Gas  so,  dass  keine  Wärme  weder  aufgenoi 
men,  noch  abgegeben  wird,  so  ist 

wobei  V  =  1,41  für  atmosphärische  Luft  ist. 
Ferner  die  sogenannte  Continuitätsgleichung 

d Q    ,    dgu    ,    dgv    ,    dgw 

87  "*"  "8F  "*"  "8y"    '     8£r    "~^- 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  fünf  unbekannten  Gros 

w,  V,  w,  i),  p. 
Sei  noch 

F{x,y,z,t)  =  0 

die  Begrenzung  der  Flüssigkeit,  so  muss  jederzeit 

8F      ,    81^      ,   8F       ,    8F       ^ 
dx  dy       ^    dz        '     dt 

Diese  Gleichung  besagt,  dass  Theilchen,  welche  einmal  ai 
der  Oberfläche  waren,  auf  derselben  bleiben. 

2)  Denkt  man  sich  x^  y^  z  als  Functionen  der  Coordinat 
des  Anfangszustandes  a,  6,  c  und  der  Zeit,  welche  dann  die  Bahi 
des  Theilchens  x,  y,  z  bestimmen,  so  folgt 
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yda  '  \at^         Jda  '  \at^        /da  '    oda 


ydö   ^   \aP  Job   '  \at^         /  ob   ^    oob 


-^)l-:+(^-^)i!+(f#-^)if+iii=''- 

äes    ist    die   sogenannte   Lagrange'sche   Form   der  Be- 
.gleichungen. 
Continuitätsgleichung  ist 

^~^'  d(a,b,cY 
lie  Anfangsdichtigkeit  und 


d  (a,  6,  c) 


8^ 
da 

db 

dx 
de 


dy 
da 

dy 

db 
dy 

de 


8£ 

da 

d£ 

db 

d^ 

de 


Lche  Bezeichnung  der  Functionaldeterminante  ist. 
Sind  die  Geschwindigkeiten  u^  v,  w  so  beschaffen,  dass 
situngen  einer  und  derselben  Function  q)  nach  x,  y,  z  sind 


u 


_89 

""  dx' 


dw 
dy' 


1  q>  das  Geschwindigkeitspotential   genannt,   und  es 

i  der  Satz: 

ristirt  für  irgend  einen  Theil  einer  vollkommenen  Flüssig - 

s  Geschwindigkeitspotential  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften, 

1  Potential  haben,  so  existirt  für  diesen  Theil  das  Potential 

in  jedem  anderen  Augenblicke,  wenn  nur  der  Druck  eine 

ion  der  Dichte  allein  ist. 

ie  Flächen 

(p  =  Const. 

a  Niveauflächen  genannt 

)  Man  nennt  Stromlinie  eine  Linie,  deren  Richtung  in 
Punkte  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  hat. 
bre  Differentialgleichungen  sind 

dx       dy       dz 

•— ■^~  ^^"^  ^■•^—  "^^     ■  • 

U  V  w 

45* 
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Ein  Raum,  der  von  sich  stetig  an  einander  schliessenden 
Stromlinien  gebildet  wird,  wird  ein  Stromfaden  genannL 

5)  Ist  für  jeden  Punkt  die  Geschwindigkeit  unabhängig  tod 
der  Zeit,  so  entsteht  eine  continuirliche  Bewegung.  Die  Be- 
dingung hierfür  ist 

dt  ""  '    dt       '    dt  """• 

6)  Alle  diese  Gleichungen  haben  die  sogenannte  innere 
Reibung  nicht  berücksichtigt. 

Sei  II  der  Reibungscoefficient  also  für  die  Luft 

II  =  0,0001878(1  +  0,003660. 
t  ist  die  Temperatur  in  Celsiusgraden,  oder  für  Wasser 

II  =  0,014061 
für  eine  Temperatur  von  24,5<>  Celsius,  und  sei 

dx^  dy^  dz  ' 

welcher  Ausdruck  den  Yolumzuwachs  des  Elementes  misst  xkxÄ 
räumliche  Dilatation  genannt  wird,  ferner 

dx^'^  dy^^  ds^~       ^' 
du  _       dp    ,    \       dD    , 

dv  ^       8l>   ',     1       dD    , 

dW  rr  3P      ,        1  8-Ö       ,  ^, 

^Tt=^^-r.  +  j^-d7  +  ^'^'''^ 

Für  incompressible  Flüssigkeiten  ist  D  constant,  also  die 
Ableitungen  nach  x^  y,  ^  gleich  Null. 

In  Bezug  auf  weitere  Belehrung  verweisen  wir  auf:  Lamb, 
Einleitung  in  die  Hydrodynamik,  übersetzt  von  Reiff,  1884. 
Auerbach,  Die  theor.  Hydrodynamik  nach  ihrer  geschieh tL  Ent- 
wickelung,  1881.  Daselbst  auch  Literatur,  desgl.  auch:  Thom- 
son und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik. 

7)  Existirt  ein  Geschwindigkeitspotential  y,  und  haben  die 
Kräfte  ein  Potential  F",  so  lassen  sich  die  Euler'schen  Gleichun- 
gen integriren.  Man  hat  dann  nur  eine  Function  q>  zu  bestim- 
men, welche  der  Gleichung 


so  wird 
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genügt  und  diese  in 

einzasetzen,  so  ergiebt  sich  der  Druck  p.    Hier  ist 

q  =  Vu^  +  t;»  -)-  W7« 

imd  F(t)  eine  willkürliche  Function.  Um  diese  zu  bestimmen, 
muss  p  in  irgend  einem  Punkte  der  Flüssigkeit  für  alle  Werthe 
Yon  i  bekannt  sein. 

Lamb-Reiff,  1.  c.  p.  28. 

8)  Haben  die  Kräfte  ein  Potential,  so  können  die  Funda- 
mentalgleichungen eine  andere  Form  annehmen.  Seien  Wo,  Vq^  Wq 
die  anfanglichen  Componenten  der  Geschwindigkeit  und 

u = ^  -  r-f + my + i^y + (tJ]' 

80  lauten  die  sogenannten  Web  er 'sehen  Gleichungen: 

dx    dx    .    dy    dy    .    dz    dz  .    d% 

dt    da^  dt     da^  dt     da       ^^da 

dx   dx    .dy    dy^^dz    dz i  ^^ 

'dt'db'^dt'db'^'dt'db~^''^db 

dx   dx_.dy    dy    .d^    d£ .  dx 

'di'Fc^dt'dc^'di'dc~^'^'^W 

Weber,  Grelle  Journ.  Bd.  68. 

9)  Sei 

y 1  /8w;  ^  dv\ 

^  ^  2  \dz        dx) 

.  _1_  /dv_  ^  du\ 

^  ~  2"  \8^  "■  JyJ 

Sodann  wollen  wir  eine  von  Punkt  zu  Punkt  gezogene  Linie, 
welche  überall  mit  der  Momentanaxe  der  Rotation  der  Flüssig- 
keit übereinstimmt,  eine  Wirbellinie  nennen. 

Die  Differentialgleichungen  dieses  Systems  von  Linien  sind: 

dx dy dz 

T  ~  T  ~  T' 
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Ziehen  wir  durch  jeden  Punkt  einer  kleinen  geschlossenen 
Curve  die  entsprechende  Wirbellinie,  so  erhalten  wir  einen  Wir- 
belfaden  oder  Wirbel.  Diese  Bezeichnung  übertragen  to 
auch  auf  die  im  Wirbel  befindliche  Flüssigkeit. 

Das  Product  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Quer- 
schnitte ist  für  alle  Punkte  des  Wirbels  dasselbe.  Es  führt  den 
Namen  der  Intensität  des  Wirbels. 

Die  Wirbellinien  sind,  geschlossene  Curven,  oder  sie  müssen 
sonst  in  den  Grenzflächen  anfangen  und  endigen. 

Vergl.  Auerbach,  1.  c.  p.  94.    Lamb,  Cap.  VÜ. 

10)  Ausfluss  durch  eine  Oeffnung.  Sei  w  der  Flächen- 
inhalt des  Schnittes  durch  das  Gefäss  in  der  Entfernung  x  vom 
Anfangspunkte  des  Goordinatensystems,  u  die  Geschwindigkeit 
ferner  £1  der  Flächeninhalt  der  OeflFnung  und  ü  die  Geschwin- 
digkeit in  der  Oeffnung,  h  der  Abstand  des  Niveau  vom  Anfange 
der  X  und  b  sein  Abstand  von  der  Oeffnung,  femer  P  der  con- 
stante  Druck  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  so  wird  unter 
der  Voraussetzung,  dass 

wu  =  SIU    (Parallelismus  der  Schichten) 

und  wenn  0  den  Werth  von  W  am  Niveau,  femer  P'  den  Druck 
auf  die  Flüssigkeit,  welche  aus  dem  Gefässe  heraustritt,  bezeich- 
net, und 

fc+i 

r  dx 

I    —  =±  m 
J     w 

h 

P  —  P'  =  gQd    («sehr  klein) 

1  —  TTi  ^^  "^        ("  nahe  an  1) 
2g(l  +  d)  =  x^ 


ist, 


X 


h 

wäre  U  constant,  so  würde  folgen 


dies  ist  der  hydrodynamische  Druck.    Der  hydrostatische 
wäre 
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Es  ist  demnach 

P  =  P\ 
je  naclidem 

< 

•  _ 

Man  findet  ferner,  wenn  zur  Zeit  ^  =  0  die  Geschwindig- 
leiten  gleich  Null  waren, 

^  —  a  1  +  e^' 

wobei 

Ttat 

Der  Werth  V  nähert  sich,  je  kleiner  Sl  ist,  in  desto  kürzerer 
Zeit  der  Grenze 

Das  Volumen   F,  nach   dem  Verlaufe  der  Zeit  t  aus  dem 
Gefässe  getreten,  ist  gegeben  durch 

-^ 2  m       e^  -\-  er^ 

J 1_  2 

und  nähert  sich  bei  grossem  t  der  Grenze 

V2 g (Z  +  a)    ,        2mlog2 


1/  1  1  -1-1 


bei  allen  diesen  Formeln  wurde  vorausgesetzt,  dass  das  Niveau 
sich  nicht  ändert. 

11)  Diese  Formeln  gelten  nur  dann,  wenn  der  Druck  der 
Luft  auf  den  Wasserspiegel  ebenso  gross  ist,  wie  der  gegen  die 
Ausmündung.  Sei  p  der  Druck  im  Niveau  der  Ausmündung,  so 
wird  näherungsweise 

^  Q 

Vergl.  Weisbach,  Lehrbuch  der  Ingenieur -Mechanik,  Bd.  L 


n 
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§.  200. 

Aerostatik. 

1)  Barometrische  Höhenmessung.  Seien  &o  und  i,  dii 
beiden  Barometerstände,  ^o  ^^^  h  die  Temperaturen,  und  h  die 
gesuchte  Höhendifferenz  in  Metern,  ferner 

« =  I  (<»  +  h),. 

so  ist  nahezu 

h  =  18  420  {logbo  —  hgbi]  (1  +  0,0039 f> 

2)  Ist  ht  der  bei  der  Temperatur  t  abgelesene  Barometer- 
stand, so  ist  der  auf  O^C  und  für  q)  =  45^  reducirte 

i^  =  6^(1«.  0,0001310(1  —  0,0026  cos  2  9). 

Vergl.  Rühlmann,  Barometrische  Höhenmessungen,  1870. 

3)  Bedeutet  to  die  Temperatur  auf  der  Oberfläche,  ^  jene  in 
der  Höhe  Ä,  sowie  g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  fo  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  an  der  Oberfläche  der  Erde,  sowie 

y  =  1,3492;  .  .  . 
so  wird 


t  =  to{l-^9h). 


4)  Sei  R  der  Halbmesser  der  Erdkugel  und  g  die  Beschleih 
nigung  der  Schwere,  r  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  der 
Erdatmosphäre  vom  Erdcentrum,  q)  seine  geographische  Breite 
und  T  die  Umdrehungszeit  der  Erde,  so  ist  die  Gestalt  der  Atmo- 
sphäre bestimmt  durch 

-L  —  JL  1 1  _  ?^  r^cos^] 
J-RV       T^     gR    r 

Vergl,  F.  Neumann,  Einleitung  in  die  theoretische  Physit 

§.  201. 

Aerodynamik. 

A.    Allgemeines. 

1)  Sei  p  der  Druck  der  äusseren  Luft,  pi  und  ^i  der  Druck 
und   das  specifische  Gewicht  der  inneren  Luft,  so  ist,  wenn  die 
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Luft  während  des  Ausflusses  ihre  Dichtigkeit  nicht  ändern  würde, 
die  Ausflussgeschwindigkeit  gegeben  durch 


•■  =  Vv  f^  (.  -  f} 


2)  Nimmt  man  an,  dass  die  Luft  beim  Ausströmen  keine 
Temperaturveränderung  erleidet,  dass  sie  sich  also  hierbei  nach 
dem  Mariotte'schen  Gesetze  (S.  623)  ausdehnt,  so  wird 

v^  =:^y  2g  —  log  nat  — 
oder 


Va  =  396]/(l  +  Ofi03ß7 1)  log  nat  4-^, 

wobei  b  den  Barometerstand  der  äusseren,  und  h  den  Manometer- 
stand der  inneren  Luft  bezeichnet.  0,00367  ist  der  Ausdeh- 
nungscoefficient  der  Luft.  Diese  Formel  genügt  für  lang- 
same Volumveränderungen. 

3)  Allgemeine  Formel,  wenn  langsame  Bewegungen  voraus- 
gesetzt werden  und  die  Temperaturveränderungen  berücksichtigt 
werden,  lautet: 


X  — 1 

wobei 


=  U^'^;r^.t'-(Ä) 


X  =  1,41 

gleich  "dem  Quotienten  aus  den  specifischen  Wärmen  beim  con- 
stanten  Druck  und  Volumen. 

4)  Fliesst  die  Luft  aus  einem  Reservoir  durch  eine  Röhre 
Tom  Querschnitte  (?,  an  deren  Ende  sich  eine  Oeflhung  F  be- 
findet, so  wird  die  Ausflussgeschwindigkeit 

V3 


t?4  = 


V^^WW' 


dabei  wird  jedoch  vorausgesetzt,  dass  die  Röhre  keineswegs  zu 
lang  ist,  denn  sonst  müsste  noch  die  Reibung  berücksichtigt  wer- 
den. Bei  allen  diesen  Formeln  wurde  der  Manometerstand  als 
constant  vorausgesetzt. 
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B.    Dynamik  der   Atmosphäre. 

1)  Ein  jeder  auf  der  Erdoberfläche  sich  bewegende  Körper 
von  der  Masse  m  hat  in  Folge  der  Erdrotation  die  Tendenz,  auf 
der  nördlichen  Hemisphäre  nach  rechts,  auf  der  südlichen  nach 
links  von  jeweiliger  Bewegungsrichtung  abzuweichen.  Diese  Ten- 
denz entspricht  der  Kraft 

2m  Vw sing), 
wobei  V  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  w  die  Winkelgeschwin- 
digkeit  der  Erde   und   9   die  geographische  Breite   bezeichnet. 

Geschieht  die  Bewegung  nun  unter 
dem  Einflüsse  dieser  Kraft,  so  be- 
schreibt der  Punkt  die  sogenannte 
Trägheitscurve,  deren  Krüm- 
mungsradius Bi  die  Grösse 

V 


Fig.  16. 


ii^ 


Ri  = 


2  w  sin  ip 


Femer 


ist. 

2)  Sei   r  die  sogenannte  Gra- 
dientenkraft und  wird 

Fn  =  Fsin  p 

Ft  =  Fcos  ^ 

gesetzt,  so  folgt: 

Fn  =  fn\2Vu)sing)'- 

wobei  R  der  Krümmungsradius  der  Luftströmung  ist 

Ft  =  m[kV-i-al 

wobei  k  der  Reibungscoefficient  und  a  die  Beschleunigung  des 
Luftstromes  ist. 

3)   Sei  G  die  barometrische  Differenz  für  eine  horizontale 
Entfernung  von  111km,  so  wird 

worin 

^  =  G45. 0,00012237. 

Sei  noch  g  die  Dichte,  so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen 
auch  schreiben  wie  folgt: 
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—  Gsin^  =  2wsin(pV rr 

Q  li 

In  diesen  Gleichungen  ist  die  Beziehung  zwischen  G  (Luft- 
druck), V  (Windgeschwindigkeit)  und  Reibung  theoretisch  nieder- 
gelegt 

Die  Constante  x  hat  nach  Mohn  und  Guldberg  je  nach 
der  Oberflächenbeschaflfenheit  verschiedene  Werthe.  Die  Gren- 
Kü  sind: 

%  =  0,00002  für  Meeresoberfläche, 

X  =  0,00012  für  sehr  unebene  Binnenländer. 

4)  Man  kann  noch  andere  Grundgleichungen  ableiten:   Seien 

«  und  V  die  Componenten  der  horizontalen  Luftgeschwindigkeit  F, 

p  die  Dichte  der  Luft,  P  der  Luftdruck,  t  die  Zeit,  ferner  x  der 

Beibungscoefficient  und 

k  =  2w  sin  <jp, 

80  lauten  die  Grundgleichungen  (siehe  Hydrodynamik): 

du  ,  l  dP 

dt  Q  dx 

dv         ,    ,  1  dP 

dt         '  Q   dy 

du d^x 

It  ~lt^ 

dv d^y 

dt~'dti 
ist    Setzt  man  noch 

X  =  rsin^,    y  =  r cos -ö", 
femer 

1   idP    .   ^    ,    dP     ^]  1  8P 

dr 


wobei 


.  l   (dP    .   ^    ,    dP       ^]  1 

01  = ^  sm^  4-  •^—  cosd'}  = 

Q  \dx  ^    dy    *     j  Q 

^              1  J8P  ^       8P    .   J              1   dP 

Q  [dx  dy          j             Q  dn 
80  folgt: 

dV          /d^y  ,    d^    ,      dr       ^ 

dp-^'Kdt)  -.*^dT  +  ^d7  =  *^ 

d«^    ,    ^dr  d^    ,    .dr    ,         d%^        . 
"dti  +  ^dilt+^di  +  ''"dt='^^^ 


n 
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wobei  n  die  Normale  des  Radiusvector  ist.     Es  sei  noch  ange- 
führt, dass 

"  ^    =  0,00007292 


w  = 


86164 
loffw  =  0,86285  —  5 
gesetzt  werden  kann. 

Vergleiche:    Sprung,  Lehrbuch  der  Meteorologie,  Ilambiuf 
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§.  202. 
Akustik. 


1)  Eine  regelmässige  Erschütterung  kann  unter  Umständen 
einen  Ton  hervorbringen.  Die  Anzahl  der  Erschütterungen  in 
der  Zeiteinheit  wird  die  Tonhöhe  genannt.  Das  Verhältniss 
der  Erschütterungszahlen  zweier  Töne  heisst  ihr  Intervall.  Die 
wichtigsten  Intervalle  sind: 

Octav c  :  Ci  =  l  :  2 

Quint c  :  g  z=  2  :  3 

Quart ^  :  Ci  =  3  :  4 

Grosse  Terz  .    .    .    .  c  :  e  =  4  :  5 

Kleine  Terz   ,    .    .    .  e  :  ^  =  5  :  6. 

Eine  Erschütterung  entspricht  einer  Schwingung,  die  Zahl 
der  Erschütterungen  wird  die  Schwingungszahl  genannt 
Man  hat  für  die  gewöhnliche  Dur-Scala: 


Name 


B 


C 

o 
o 

CO 


CO  N 

O  0) 

±  H 

O 


u 
s 


9 

0 


O    0) 

^  QQ 

o 


®    e    I      O 

«B      S  > 

CD    .P«  a 


^(g 


Zeichen 


Relative  Seh wingungszahl 
Intervall 


c 

ut,'do 
1 


d 
re 


% 


8 


e 


f 
/« 

3 


Vx 


9 

80l 


a 
la 


h 


^Vi 


8 


2 


Vi 


8 


*% 


"/i 


15 


•/, 


6 


"/. 


•/. 


8 


*%S 


Das  Verhältniss  ^9  :  Vio  =  80  :  81  heisst  ein  Komma. 

In  der  Musik  gebraucht  man  die  Stimmung  der  gleich- 
schwebenden  Temperatur,  indem  man  die  relativen  Schwin- 
gungszahlen vertheilt  wie  folgt: 


c 

eis 

2%. 

2'/., 

9 

gis 

2Vh 

2Vi. 
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d        dis        e       f       fis 

2Vi2     2Vi2    2Vi2  2Vi2    2Vi, 

a  a?$         h  C] 

2Vi2      21%,     211/12     21V12. 

Zur  abspluten  Bezeichnung  der  Tonhöhe  benutzt  man: 

Ol  =  435     Schwingungen  per  Secunde  (Pariser        Stimmung) 
Ol  =  426,6  „  jj         w        (Akustische  „      ). 

Der  natürlichen  Zahlenreihe  entsprechen  durch  ihre  Schwin- 
gungen folgende  Töne: 

123456789         10 
c         c^        gi        <h        ^2        ^2  <h        ^s        ^'3. 

(Harmonische  Oberreihe.)  Die  die  Klangfarbe  aus- 
machenden Partialtöne  gehören  der  harmonischen  Oberreihe  an. 

2)  Sei  E  der  Elasticitätsmodul  und  D  die  Dichte  eines 
Mediums,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schal- 
les a  gegeben  durch 


'-Vi- 


Für  die  Luft  oder  irgend  ein  Gas,  wenn  P  den  Aufangs- 
druck bezeichnet,  geht  diese  Form  über  in 


"=V7|". 


wobei  y  =  1,396  für  trockene  Luft,  Sauerstoff,  Stickstoff  und 
Wasserstoff.    Für  die  Luft  hat  man  speciell 

a  =  330,70  Vi  +  0,00367 1  m, 

wo  t  die  Temperatur  in  Celsiusgraden  bezeichnet,  y  ist  nichts 
anderes  als  das  Verhältniss  der  specifischen  Wärmen  beim  con- 
stanten  Druck  und  Volumen.    Für  Wasser  ist 

a  =  1435. 

3)   Das  Geschwindigkeitspotential    für    die   Luftbewegungen, 
die  einem  einfachen  Tone  entsprechen,  ist,  wenn  n  die  Schwin- 
.gungszahl  bezeichnet,  und 

27tn 

X  =  

a 

gesetzt  wird: 

9  =  Acos7cxcos2n:nt  -|-  JBsinKXsin2%nt 
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Sei  nun  1)  jB  =  0  oder  {A  =  0),  so  wird 

q)  =  AcosKXCos2nnt^ 

und  wenn  |  die  Verrückung  zur  Zeit  t  in  der  Richtung  der  x-Axe 
bezeichnet, 

dt        dx' 

also 

Ä 

I  = sin»xsin27cnt 

a 

Die  Grösse 

Ä    . 

smxx 

a 

nennt  man  die  Amplitude.    Sei  A  die  Wellenlänge,   so  wird 

.  2ä  a 

und 

Amplitude  =  0      ,  wenn  x=^2p-^ 

„  =Max.,      „      a;  =  (2j)  + 1)-^, 

dabei  ist  p  eine  positive  ganze  Zahl. 

Im  ersteren  Falle  ist  die  Geschwindigkeitsänderung  gleich 
Null,  es  entsteht  ein  Knoten,  im  letzteren  ist  die  Druckänderong 
gleich  Null,  es  entsteht  ein  Bauch. 

Schwingungen  dieser  Art  werden  stehende  Schwingun- 
gen genannt. 

Sei  nun  J.  =  +  B,  so  entstehen  die  sogenannten  fort- 
schreitenden Schwingungen,  es  ist  sodann 

9  =  -4  cos  X  (d?  ip  a  ^) 

I  =  ^  Äcosx(x  ^  at). 

Ist  die  Luftmasse  durch  eine  zur  a;-Axe  senkrechte  Ebene 
begrenzt,  so  wird 

und  es  entsteht  an  der  Begrenzungsstelle  ein  Knoten.  Daraus 
folgt,  dass  für  zwei  begrenzende  Ebenen  der  Abstand  ein  Viel- 
faches der  halben  Wellenlänge  sein  muss. 

4)  Um  die  Gleichungen  für  die  Wellenbewegung  nach  einer 
Dimension  zu  erhalten,  hat  man  folgende  Ueberlegung  anzustellen: 
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Sei  I  die  Verrückung  jener  Theilchen  in  der  Zeit  t,  die  sich 
ursprünglich  in  der  Lage  x  befanden.     Die  Ebene,  die  früher 

durch 

X  und  X  -\-  dx 

begrenzt  war,  ist  nun  von 


a;  +  |    und    a;  +  |  +  (l  +  ||)  d 


X 


(•+ 


=  Qo 


begrenzt,  so  dass  die  Continuitätsgleichung 

dx 

sein  "wird,  wo  q  die  Dichte  bezeichnet.     Die  Bewegungsgleichung 
der  Luftschicht  ist'  nach  den  hydrodynamischen  Grundgleichungen 

^  dt^~       dx 
Findet  kein  Verlast  noch  Gewinn  an  Wärme  statt,  so  wird 

Eliminirt  man  p  und  q^  so  folgt,  wenn 
gesetzt  wird, 


dt^  f,    ,    8^1 


r  +  i 


l      ^    dx) 
Da  nun  d  |/8  x  sehr  klein  ist,  so  ist  nahezu 

dt^         dx-^ 

Das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist 

I  =  2^(^  __  at)  -\-f{x  +  at). 

5)    Für  eine  Kugelwelle,  die  symmetrisch    um  den   Er- 
schütterungspunkt sich  fortpflanzt,  lautet  die  Bewegungsgleichung : 

(r  9?)  =  a2  — -  (r  9), 


dabei  ist  g?  das  Geschwindigkeitspotential  und  r  der  Radius  der 
Welle,   die  Lösung  dieser  Gleichung  lautet 

^=^F{r-at)-\-f{r  +  at). 
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6)   Um  die  allgemeinen  Gleichungen  zu  erhalten,  setze  man 

wobei  <y,  je  nachdem  es  positiv  oder  negativ  ist,  Condensation 
oder  Dilatation  genannt  wird.  Qq  ist  die  Dichte  im  Gleich- 
gewichtszustände, sodann  lauten  dieselben 


dt^ 


,    ^    .    ^1        n 

[dx^  ~^  dy^    '    da*}  ^ 

ö=f{x^y,z)rviTt  =  0 H) 

^  =  _te_.^.^)  =  F(x,y,z)  für  ^  =  0    1II> 
dt  \dx  ^  dy  ^  djg]  ^  '^'  ^ 

Man  hat  zunächst  eine  allgemeine  Lösung  der  ersten  Glei- 
chung I)  aufzusuchen,  sodann  in  ihr  die  willkürlichen  Constanten 
so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  Gleichungen  II)  und  III)  erfüllen. 
Sodann  erhält  man  die  Grössen  w,  t;,  w  (die  Componenten  der 
Geschwindigkeit)  nach  den  drei  Axen  aus  den  Gleichungen: 

t 

Mo—     U  =  a2     /      •;r—  dt 

J    dx 

0 
i 


Vn     — 


J    dy 


;o  —  t«;  =  a*    /    -—  dt 

J     oz 


M?o 


7)  Seien  l  und  V  die  natürliche  und  gespannte  Seitenlänge 
bei  einer  spannenden  Kraft  p,  so  ist  genähert  (nach  einem  zuerst 
von  Hooke  aufgestellten  Princip„ut  tensio  sie  vis")  die  Span- 
nungszunahme 

V  7 

P'_p  =  g.L_J, 

wobei  q  eine  vom  Material  und  Querschnitt  abhängige  Constante 
bezeichnet. 

8)  Nehmen  wir  nun  constante  Spannung  an  und  vernach- 
lässigen wir  die  Quadrate  der  Neigungen  gegen  die  ursprung- 
liche Lage,  so  liefert  das  D'Alembert'sche  Princip  folgende 
Gleichungen  für  die  Bewegung  einer  vollkommen  bieg- 
samen Saite: 
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8»!         «,  8»l 


=  ß 


2 


8^_       8U  "^   ~Pcg 

Dabei  sind  x^  y,  £r  die  Coordinaten  der  ursprünglichen  Lage 
(parallel  und  senkrecht  zur  ruhenden  Saite),  §,  iy,  g  die  der  Ver- 
rückang,  p  ist  das  Gewicht  der  ganzen  Saite,  c  ist  ihre  Länge 
und  g  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

Dazu  kommen  noch  die  Bedingungsgleichungen. 

Die  erste  Gleichung  giebt  die  Longitudinal-,  die  beiden 
letzteren  die  Transversalschwingungen  der  Saite. 

9)  Nehmen  wir  die  Transversalschwingungen  als  in  der 
xy-Ebene  vor  sich  gehend,  so  wird: 

-?.  =  ««  -—4 


mit  den  Bedingungen: 


V  =fiy)> 


für  ^  =  0,  und 


für  y  =  0,  und  y  =  c. 
Die  Integration  giebt: 


71  =  0 


71  =  ^«  lAx  COS t  -f-  BxStn t)  sin  —  y, 

1       ^ 


wobei  A  und  B  sich  bestimmen  aus 


Cö 


fiy)  =  2'  ^«  «'"**  -r  y 


1 


an  ^    ^      .    X3r 


F{y)  =  "T  2'  ^'  ^^"^  T"  2^' 


^      1 


so  dass 


c 

Ax  =  —    I  f{})si7i  —  X.dX 


0 
Lfttkft,  mAtbein.  Fonnfiln—mmliiiig.  46 
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c 

J?x  =  -^    f  F(X)sin—  X.dl 

XUTC  Je 

0 

wird.    Für  die  tiefste  Schwingung  (x  =  1)  ergiebt  sich  als  Periode 

1=^  =  2]/^ 
a  ^  gq 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Schwingungszahl  des  Gmndtones 

"  -  T  -  2  V^  ^- 

Diese  Formeln  enthalten  die  von  Mersenne  (1636)  experi- 
mentell entdeckten  Gesetze  derTransversalschwingungen  der  Saiten. 

10)  Für  longitudinale  Schwingungen  von  Stäben 
gilt  allgemein  die  Gleichung: 

— -  =  a*  — ^, 

wobei  I  die  Verrückuug,  x  die  ursprüngliche  Lage  eines  Punktes 
charakterisirt.  Sei  t  die  auf  die  Flächeneinheit  senkrecht  zum 
Querschnitt  wirkende  Spannung,  so  wird 

r  =  q  ^r^.    q  eine  Gonstante 

ox 

und 

««  =  1, 
Q 

wo  Q  die  ursprüngliche  Dichte  bezeichnet. 

I.    Nehmen  wir  nun  an,  der  Stab  sei  an  beiden  Enden  frei. 
Sodann  haben  wir  die  Gleichungen: 

dp  dx^ 

-—  =  0,  für  a:  =  0,  und  x  =  l^ 

0  X 

wo  l  die  Länge  des  Stabes  bezeichnet. 
Ausserdem  ist 

o  t  für   <  =  0. 

Man  hat: 

I  =  ^'  cos  — p-  iAiCOs  —j 1-  Bi  stn  — p-|. 
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wobei  A  und  jB  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Nro.  9  zu  bestimmen 
sind  aus  f{x)  und  F{x).    Die  Periode  der  tiefsten  Schwingung  ist 

a  ^    q 

IL  Ist  das  eine  Ende  fest,  das  andere  frei,  so  sind  die 
Schwingungen  dieses  Stabes  identisch  mit  denen  der  einen  Hälfte 
eines  Stabes  von  doppelter  Länge,  dessen  beide  Enden  frei  sind, 
vorausgesetzt,  dass  derselbe  nur  in  den  Arten  schwingt,  für  welche 
I  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist 

IIT.    Sind  beide  Enden  fest,  so  haben  wir: 

für  a:  =  0,  ist  auch  |  =  0 

^    a;  =  f ,    ^      ^     b  ^=  P) 
sowie 

^l       •'^  ^'    für   f  =  0. 
^^  =  F(x\ 

Die  Lösung  lautet: 

/»  a?    ,    ^.    .    inx  {  j,         inat    ,    ^     .    inat 
g  =  /J  y  +  2J  «^^  ~f-  \Ai<^os  —^ 1-  Bi  s%n  — ^ — |. 

A  und  B  bestimmen  sich  wie  früher. 

11)  Aehnlich  gestalten  sich  die  Gleichungen  für  Torsions- 
schwingungen. Sei  n  die  Elasticitätsconstante  und  g  die 
Dichte,  ^  die  Winkelverschiebung  eines  Querschnittes,  der  um  x 
Yom  Anfangsquerschnitt  entfernt  ist,  so  wird 

z. —  =r  a« ,     a»  =  — • 

Die  Bedingungsgleichungen  sind  dieselben  wie  bei  den  Lon- 
gitudinalschwingungen.    Für  ein  freies  Ende  ist 

dx  -"' 

für  ein  festes  -O*  =  0. 

Sei  n  die  Schwingungszahl  für  longitudinale,  ^  jene  für  Tor- 
sionsschwingungen, so  wird 


V3>^>V2. 


46* 
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12)  Für  transversale  Schwingungen  von  Stäben  hat  man  die 
Fundamentalgleichung 

wobei  X  den  Trägheitöradius  des  Querschnittes,  nnd  wenn  q  Am 
Elasticitätsmodul  und  q  die  Dichte  bezeichnet, 


Die  Grenzbediugungen  für  ein  freies  Ende  sind 

?!»  — n     ^_n 
dx*  ~    '     8a;»  ~    ' 


dagegen  für  ein  festes: 


y  =  o.  11  =  0. 


Sei  l  die  Länge  des  Stabes  und  m  eine  noch  zu  bestimmende 
Zahl,  so  ist  die  allgemeine  Lösung  enthalten  in 


y=^cos\^mHYlAcos^  +  Bsin^-\-Cl  *  +Z)?    ' 

Dazu  haben  wir  vier  Endbedingungen,  für  jedes  Ende  zwei, 
diese  liefern  das  Yerhältniss 

Ä:  B  :  C:D, 

sowie  eine  Gleichung,  der  m  genügen  muss. 

Die  Theorie  ergiebt  eine  Schwingungsdauer  für  cylindrische 
Stäbe  vom  Radius  r 

und  für  prismatische  von  der  Höhe  h 

«  =  0,162  ^V|, 

bei  den  letzteren  ist  n  von  der  Breite  unabhängig. 

Diese  Schwingungen  entsprechen  dem  Grundtone.  Die  Schwio- 
gungszahlen  höherer  Töne  verhalten  sich  zum  Grundton  wie 

1  :  6,26  :  17,54  :  84,78  :  56,84  .  ,  . 

13)  Sei  T  die  Spannung  einer  Membran,  sowie  q  ihre  Ober- 
flächendichtigkeit, sowie  g>  die  Yerrückung,  so  lautet  die  Be- 
wegungsgleichung 
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m 

wobei 

T 

a  =  — • 

Q 

Als  Nebenbedingungen  haben  wir 

y  =  0  in  der  Umgrenzung  der  Membran 

In  Bezug  auf  die  hier  behandelten  Schwingungstheoreme  sei 
yerwiesen  auf:  Strutt-Rayleigh,  Theorie  des  Schalles,  deutsch 
Yon  Neesen.  Biemann,  Partielle  Differentialgleichungen,  h. 
V.  Hattendorf.  Kirchhoff,  Mechanik.  Clebsch,  Theorie  der 
Elasticität  (1862).  Beer,  Einleitung  in  die  mathematische  Theorie 
der  Elasticität  (1869).  Lame,  Le^ns  sur  la  theorie  math.  de 
Velasticite  (1866). 

§.  203. 

Wärmeleitung.  ..» 

1)  Die  Wärmemenge,  welche  ein  Körper  von  dier  Masse  w, 
der  specifischen  Wärme  c  und  der  Temperatur  u  enthält,  ist 

W  =  mpu, 

2)  Sei  ein  isotroper  Körper  gegeben,  und  sei 

wobei  X  der  innere  Wärmeleitungscoefficient  genannt  wird 
und  Q  die  Dichtigkeit  ist,  so  wird 

du  _    j  /a»w    ,    8^    ,    d^u\      • 

dt  ~  ^   \8:r»    '    dxß    '    0  W 

dazu  kommt  noch  die  Bedingung  an  der  Grenze 

5 (i*  —  Mo)  =  Ol 

8n    '    X  ^  ^ 

wobei  Ä  der  äussere  Wärmeleitungscoefficient  ist.   Für  den 

Fall,  dass  zwei  Körper  zusammenstossen,  ist 

8i*_    ,  8m' 

''d^-''    8^* 
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Dieses    sind    die   Fundamentalgleichungen    fiir  die  Wärme- 
vertheilung  in  isotropen  Körpern. 
3)   Sei 

X  =  rsind  cosq> 
y  ■=  rsind  simp 
z  =  rcos  0, 
so  wird  die  erste  Gleichung  zu 

—  =  —  l  - —  I  r*  -—  I  -4 : — =  —-  I  stn  ß  — ^  1  -4 . ., — 


-^fl.(r^^\  +  J:^±  {sind^\  + 


dt        r^\dr\      dtj    '    sin0  80  \  80/    '    sin^O  d(f 

4)  Um  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  anisotropen 
Körper  zu  erhalten,  seien  Uxx  gewisse  von  der  Natur  des  Kör- 
pers abhängige  Constanten,  so  wird 

8«M    ,  8^w    ,  8«tt 

''''  8^  +  ''^^  87  +  "^^  8^ 

+  ^«^»  +  ««^)  8^8^  +  («>'  +  "^^>  8^8^  +  ^""  +  "'«>87?^ 

du  j, 

=  '^dt '^ 

die  allgemeine  Gleichung  sein. 

Im  holoedrischen  System  ist 

CtxJi  =  «ix. 

Wir  haben  demnach 

d^u    ,    ^  83tt     .       8«tt  du  ,. 

^8^-  +  ^87"^^87^  =  '<^8T "' 

Ist  u  von  der  Zeit  unabhängig,  so  entsteht  ein  Zustand  des 
Wärmegleichgewichtes  oder  der  sogenannte  stationäre  Zustand. 
Die  durch  den  Punkt  xyg  in  der  Richtung  Aftv  fliessende 
Wärmemenge  ist 

j  8m    ,    p  8m    .    ^  8m 
•  ^8^  +  ^8^+^87' 

wobei  im  allgemeinen  Falle: 

-^  =  «11  ^  +  «u  /*  +  «13  V 

-B  =  «ii  ^  +  «28  /*  +  «as  V 

C  =  «31  ;,  +  «Sj  /t  +  «83  V. 

Die  Grösse 

g  =  y«3  +  ^«  +  ya 

wird  auch  der  mittlere  Wärmeleitungscoefficient  genannt 
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5)  Im  Falle  eines  holoedrischen  Systems  hat  Lame  zwei  zu 
den  Problemen  in  enger  Beziehung  befindliche  Ellipsoide  einge- 
führt, das  Hauptellipsoid 

al  "*"  b?  ■+"  c^  ~  a* 
und  das  Leitungsellipsoid 

£l    ,    j(l    ,    jfi  _  J_ 

«2       1       ^2    ~r    y8  ^4* 

Es  giebt  nämlich  in  jedem  Körper  ein  einziges  rechtwink- 
liges Coordinatensystem,  für  welches  die  allgemeine  Gleichung  I) 
in  die  holoedrische  II)  übergeht.  Dieses  System  bildet  die  Axen 
des  Hauptellipsoids. 

Es  giebt  zugleich  unendlich  viele  schiefwinklige  Systeme,  die 
das  bewirken;  ihre  Axen  sind  conjugirte  Durchmesser  dieses  EUip- 
soids.     In  der  obigen  Gleichung  ist 

a  =  qal    ß  =  b}q,    y  =  c^q 
zu  setzen. 

Wählen  wir  die  Hauptaxen  des  Hauptellipsoids  als  Goor- 
dinatenaxen  und  bestimmen  für  jede  Richtung  die  Grösse  von  x 
und  tragen  auf  diese  Richtung  die  Grösse 

c 
X p, 

2 
so  liegen  die  Endpunkte  auf  dem  Leitungsellipsoid. 

Ueber  die  Theorie  der  Wärmeleitung  handeln  folgende  Werke : 
Fourier,  Analytische  Theorie  der  Wärme,  deutsch  von  Wein- 
stein (Orig.  1822  erschienen).  Lame,  Le(}ons  sur  la  theorie 
analyt.  de  la  chaleur,  Paris  1861.  Riemann,  Partielle  Diffe- 
rentialgleichungen, herausgegeben  von  Hattendorf,  Braun- 
schweig 1882.  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunctionen ,  Bd.  II. 
Dronke,  Einleitung  in  die  analytische  Theorie  der  Wärme- 
verbreitung, 1882.  Poisson,  Theorie  math.  de  la  chaleur,  Paris 
1835—1837. 

6)  Nehmen  wir  einen  isotropen  Körper,  der  von  einer  un- 
endlichen Ebene,  die  wir  als  die  y^er -Ebene  nehmen,  begrenzt  ist. 
Die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 

du  _    ,  d^u 
dt  ~^  dx^' 
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wobei 


Man  findet 


u=f{x)    für    ^  =  0 
u  =  fp{i)     jf     X  =  0. 


"=2-^jw //'''"'• 


(»-2)«  (*+i)« 


4a*«      —    e       it^t 


] 


oder 


q)(k)dX,(t  —  X)    2  .  e   4a«(«-Z) 

0 

U  =  Ui  -\-  tij. 

Sodann  genügt  Mx  ^^^  Nebenbedingungen 

u  =f(x)    für    ^  =  0 
w  =  0  „     a;  =  0 

und  U2  den  Nebenbedingungen : 

.   M  =  0  für    ^  =  0 

u  =  fp(t)     „     a:  =  0. 

Aus  diesem  Problem  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  die  Erde, 
wenn  d^  die  Temperaturschwankung  in  der  Tiefe  x^  dass 

0  =  2  (>i  6     a'^2 

Dabei  wird  die  Temperatur  der  Oberfläche  gleich 
g>  (t)  =  Qq  -^  Qi  COS  (at  —  kl)  -j-  Q2  cos  (2at  —  ^2)  +  •  •  • 
angenommen,  in  welchem  Ausdrucke  Qq  die  mittlere  Temperatur 
der  Erdoberfläche,  und  ^1  die  halbe  mittlere  Schwankung  (Maxi- 
mum weniger  Minimum)  bezeichnet.   Für  zwei  verschiedene  Tiefen 
ergiebt  sich: 

-i   =  e  a       y    2 

Wachsen  demnach  die  Tiefen  in  arithmetischer  Progression, 
so  nehmen  die  Schwankungen  in  geometrischer  Progression  ab. 

7)  Sei  eine  Kugel  im  diathermanen  Mittel.  Hier  ist  die 
allgemeine  Gleichung 

Ersetzt  man  die  Differentiationen  nach  den  Coordinaten  durch 
die  Differentiation  nach  dem  Radius  r,  so  wird,  wenn  man  noch 
ru  =^  V  setzt, 
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dt 

■  o' 

8r» 

• 

Sei 

nun  c  der  Radius  der 

Kugel, 

80 

lauten  die  Nebenbedin- 

gangen: 

V       rF 

(r) 

für 

t  — 

0 

U+(^ 

-^) 

v  —  O 

n 

r 

c 

• 

V  —  0 

75 

r 

0. 

Dabei  ist 

H 

h 

X 

Es  ergiebt  sich 

V  =  ^  6„e~"  »»  sinknr, 

1 

wobei  In  die  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 

clcosck  -\-  (hc  —  1)  sin ck  =  0 

sind  und  hn  so  bestimmt  werden  müssen,  dass  die  erste  Bedin- 
gungsgleichung 

V  ==  rF(r)    für    e  =  0 
befriedigt  werde. 

Vergl.  Riemann,  1.  c.  §.  44  bis  §.  74. 

8)   Berücksichtigt  man  noch  die  Ausdehnung,  so  muss  ^iie 
allgemeine  Gleichung  anders  geschrieben  werden.    Sei 

du    .dv  _idw  

die  sogenannte  räumliche  Dilatation  (vide  Elasticität),  so  wird: 

dt  ~^  \dx-'  "^  dy^  "•"  dz^J  c^       '  a  dV 

wobei  V  die  Temperatur,  Cp  die  specifische  Wärme  beim  con- 
stanten  Druck,  und  Cv  jene  beim  constanten  Volumen  bezeichnen 
a  ist  der  lineare  thermische  Ausdehnungscoefficient. 

Die  Bedingung  für  die  Oberfläche  ändert  sich  nicht. 

F.  Neumann,  Vorlesungen  über  Elasticität,  §.  59. 


Elektricität  nnd  Magnetismus. 


§.  204. 

Elektrostatik. 

1)  Wirkt  auf  einen  Punkt  von  der  Masse  Eins,  ein  Massen - 
theilchen  von  der  Masse  m,  so  wird  der  Ausdruck 

V  =  — 
r 

die  Potentialfunction  von  m  auf  den  Punkt  für  die  Ent- 
fernung r  genannt. 

Die  Arbeit,  welche  nöthig  war,  um  die  Masse  Eins  aus  der 
unendlichen  Entfernung  in  jenen  Punkt  zu  bringen,  wird  das 
Potential  in  diesem  Punkt  in  Bezug  auf  die  Masse  m  genannt 

Diese  strenge  Unterscheidung  zwischen  Potential  und  Poten- 
tialfunction wird  nur  von  Clausius  eingehalten. 

2)  Wirken  mehrere  Massen  auf  den  Punkt,  so  wird 

oder  für  ein  Continuum 

wobei  das  Integral  über  das  ganze  Continuum  zu  nehmen  ist 
Gehört  der  Punkt  einem  zweiten  Körper  an,  so  ist  das  Potential 
dieser  beiden  Körper  auf  einander  gegeben  durch 
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Fällt  der  zweite  Körper  mit  dem  ersten  zusammen,  so  spricht 
man  von  einem  Potential  des  Körpers  auf  sich  selbst 

JB  =  i    r  Vdm. 


=u 


Es  ist  dieses  die  Arbeit,  welche  nöthig  war,  um  ihn  vom 
Potential  Null  bis  auf  das  Potential  E  zu  bringen. 

3)  Die  wichtigsten  Eigenschaften  des  Potentials  sind: 

a)  V  ändert   sich  von  Punkt  zu  Punkt   ausser  in   den 
Niveauflächen,  wo  F=:const. 

b)  Die  Differentialgleichung  der  Kraftlinien  ist 

dx        dy       8£ 
ds  ds  ds 

wobei 

dx'  dy'  dz' 

Die  Kraftlinien  stehen  auf  den  Niveauflächen  senkrecht. 

c)  Die  Kraftwirkung  ist  verkehrt  proportional  dem  Abstände 
der  Niveauflächen,  diese  können  sich  daher  nicht  schneiden,  wenn 
nicht  das  Potential  unendlich  sein  soll. 

Sei  also  dn  eine  unendlich  kleine  Strecke  der  Normalen 
einer  Niveaufläche,  und 

n  =  VX2  +  r^  +  Z' 

die  wirkende  Kraft,  so  wird 

B  —  —  —  — 
dn        d  w ' 

d  V  wird  das  Gefälle  des  Potentials  genannt. 

4)  Ist  ein  Punkt  an  einer  Stelle,  wo  sich  kein  Agens  be- 
findet, 80  ist 

dix^  ■*"  8t/2  ■+■  8^2   —  ^' 

befindet  sich  dagegen  an  jener  Stelle  das  Agens,  dessen  Menge 
für  Volumeinheit  durch  h  gegeben  ist,  so  wird 

82  F        d^r       8»F_ 

8^  +  "8^  +  "8^  ~  ~  ^'''^' 

5)  Befindet  sicji  die  Elektricität  im  Gleichgewicht,  so  ist 
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Z-        ^^-0 

also 

V  =  cqnst 

und  demzufolge 

A  =  0, 

d.  h.  im  lunem  eines  leitenden  Körpers  ist  keine  freie  Elektri- 
cität  vorhanden. 

6)  Sei  Q  die  Menge  eines  von  einer  Fläche  eingeschlossenen 
Agens,  deren  Element  wir  mit  dw  bezeichnen,  sei  femer  ti  die 
Normale  auf  dw  und  F  die  Potentialfunction,  so  ist  nach  dem 
Satze  von  Green 

- —  dw  =  —  4 Ä  Ol 

wobei  sich  das  Integral  über  die  ganze  Strecke  erstreckt 

Ist  die  Oberfläche  eines  Körpers  mit  einer  elektrischen  Schiebt 
bedeckt,  die  sich  im  Gleichgewichtszustande  befindet,  so  dass  also 
die  Oberfläche  eine  Niveaufläche  ist,  und  ist  ö  die  Dichtigkeit 
des  Flächenelementes  d  k;,  so  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

dn 

7)  Ist  ein  Körper  auf  seiner  Oberfläche  so  geladen,  dass  in 
seinem  Innern  F=  1  wird,  so  bezeichnet  man  die  auf  ihm  be- 
findliche Eloktricitätsmenge  mit  dem  Namen  der  Capacität  des 
Körpers.  Bezeichnet  man  mit  x  die  Dicke  der  Schicht,  so  wird 
die  genannte  Eloktricitätsmenge  der  Oberfläche  oder  die  Ladung 

Q  •=    I   xdtv^ 

das  Potential  auf  einem  Punkt  im  Innern 

xdw 


ff 


=/ 


r 

Vergrössert  man  die  Menge  der  Elektricität  so,  dass 
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SO  wird  auch 
also 


Vi  =  m  F, 
^  =  -^  =  const 


So  stellt  dieses  constante  Verhältniss  auch  die  Capacität  des 
Leiters  dar.  Sie  kann  daher  auch  definirt  werden  als  die.  Ladung 
für  das  Potential  Eins. 

Die  Kraft,  welche  auf  ein  Oberflächenelement  wirkt,  ist 

also  die  Gesammtkraft  oder  die  Spannung 

S  =  —    I   X  -—  ato. 


Geht  X  in  |>x,  also  V  \n  pV  über,  so  wird  S  zu  p'^S^  also 
ist  die  Spannung  dem  Quadrate  der  Ladung  proportional. 

^  8)  Für  eine  Kugel  vom  Radius  a,  die  mit  der  Elektricitäts- 
menge  E  geladen  ist,  wird  die  Dichtigkeit  6  an  allen  Punkten 
der  Oberfläche 

Die   Potentialfunction   auf  der  Oberfläche    Fq   und  im   In- 
nern Vi 

Fo  =  Vi  z=  —  =  4a«<J 

a 

für  einen  äusseren  Punkt  in  der  Entfernung  r 

r 

für  die  resnltirende  elektrische  Kraft  findet  man 

^=2"H«'    ^•  =  0'    ^<^  =  -^' 

Der  Druck,  mit  welchem  die  Elektricität  nach  aussen  ge- 
trieben wird,  ist 

p  =  It^6  = 


E^  Vi 


8  ar  a*        8  sr  a« 
9)  Ein  Ellipsoid  sei  durch  die  Gleichung 

o«  ^  fc»  ^  c»  ~ 
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gegeben.    Die  Grössen  seien  wie  früher  bezeichnet     Man  findet, 
wenn 


gesetzt  wird, 


ferner  wird 


^  =  b  +  F  +  7^J   ' 


6  =  ^^ 


4nabc'* 


^       8a\abc/ 

10)  Sind  im  Abstände  e  zwei  unendliche  Platten  gleichför- 
mig mit  der  Elektricität  beladen  und  sind  öi  und  6^  die  Dich- 
tigkeiten, ferner  Vi  und  V^  die  Potentialfunctionen  der  Ober- 
fläche (abgesehen  von  ihren  Rändern),  so  wird  für  einen  Punkt 
im  Abstände  js  von  der  ersten  Fläche 


Bo-- 


e 
F,  -  F, 


Im  Innern  der  Platten  ist  jR<  =  0  auf  der  Oberfläche 

_        1  F,  -  Fl 
^-~  2"        ~e       ' 
ferner  wird 

4ac  43re 

*1  —  fr ITi     *^  — 


Fl  -V,'    -^  -  F,  -  F, 

Die  Gapacität  C  eines  Plattenstücks  8  ist 

8 


C  = 


AiTce 


11)  Sei  eine  Kugel  vom  Radius  ri  von  einer  concentriscbeo 
Kugelschale  vom  Radius  r^  umgeben,  so  ist  für  einen  Punkt 
zwischen  den  Schalen  im  Abstände  r 

Y_  y\r%  —  Karj        r^r^  Vi  —  V^ 
r,  —  ri       "»     r     u  —  Ti' 

Femer  wird 

rg      Vi  -  F, 


<J,  = 


ri      F,  -  F, 


4arr,    r,  —  r 
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Für  die  Elektricitätsmengen  Ei  und  E^  findet  man 


F,  -  r, 


öl  =  —  ft  =  4«r»ff,  =  4«r/ö,  =  -i -^  rlr,. 

rj  —  »1 

Die  Capacität  des  Systems 

r,  —  ri         e   ^  *    '     ^ 

12)  Sind  zwei  coaxiale  Cy linder  von  den  Radien  Ti  und  r^ 
gegeben,  die  auf  der  Länge  l  mit  den  Elektricitätsmengen  Qi 
und  Qa  auf  die  Potentiale  Vi  und  V^  geladen  sind,  so  ist  für 
einen  Punkt  in  der  Entfernung  v  zwischen  den  Cylinderflächen : 


V  = 


ri  log  -2L  ra  Zo^f  -f 

Die  Capacität  für  die  Länge  l  ist 


2  -      ra 
log  -=- 


13)  Seien  zwei  leitende  Flächen  Gi  und  C^  mit  den  Poten- 
tialen Fx  und  F)  gegeben,  die  im  Abstände  e  sich  einander  nahe 
genug  befinden.  Dieser  Abstand  wird  durch  die  gemeinschaft- 
liche Normale  bestimmt,  die  die  Flächen  in  den  Punkten  Pi 
und  Ps  schneidet.  Seien  femer  r^  und  q^  und  analog  ri,  q%  die 
Krümmungsradien  von  zwei  auf  einander  senkrechten  und  durch 
die  Normale  gezogenen  Schnitte  in  Pj  respective  P3,  so  wird 

Vergl.  Maxwell:  Treatise,  Vol.  I,  p.  172  (II.  ed.).  Clausius: 
Mechanische  Behandlung  der  Elektricität,  U.  Abschnitt  (1879). 
Wiedemann:  Elektricität,  I.  Bd.,  IL  Cap.  (1882). 


öl  = 


^ 
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14)  Sei  irgend  eine  Anzahl  leitender  Körper  Ci  C, ...  ge- 
geben, welche  influenzirend  auf  einander  wirken.  Diese  sollen 
in  zwei  verschiedenen  Weisen  geladen  werden.  Bei  der  ersten 
Ladung  seien  die  auf  den  einzelnen  Körpern  befindlichen  Elektii- 
citätsmengen 

Qu  Qit  V3  •  •  •• 

und  die  dadurch  entstehenden  Potentialniveaux  der  Körper 
und  bei  der  zweiten  Ladung  entsprechend 

Q^ij  Qf%t  Cs  •  •  • 

V     V*    v 
so  gilt  folgende  Gleichung 

(Satz  von  Glausius). 

15)  Das  allgemeine  Problem  des  Gleichgewichtes  für  ein 
System  von  Leitern  lässt  sich  folgendermaassen  formuliren. 

Sei  Vx  die  Potentialfunction  des  Leiters  J.«,  und  Qx  die 
Elektricitätsmenge  in  Äx,  so  ist 

„eine  Function  V  so  zu  bestimmen,  dass  sie  auf  der  Ober- 
fläche und  im  Innern  die  constanten  Werthe  F«  annimmt,  in  der 
Entfernung  unendlich  gleich  Null  wird  und  im  ganzen  Räume 
die  Laplace-Poisson'sche  Gleichung  erfüllt". 

Eine  allgemeine  Lösung  ist  derzeit  noch  nicht  gegeben. 

Das  Princip  der  Superposition  der  elektrischen  Gleich- 
gewichtszustände lässt  wenigstens  die  Gestalt  von  V  bestimmen. 

Es  wird 


Xsmn 


wobei  px  gewisse  Functionen  der  Coordinaten  sind.    Die  Grössen 
Pxj  werden  Potentialcoefficienten  genannt. 
Ebenso  wird 

«,=  2  2«i  ^»  +  2«/' 
wobei  jxidie  Inductionscoefficienten  darstellen.  Endlich  wird 

V=^PxVx^Po. 

x=l 
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Vergl.  ßiemanu:  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus. 
Maxwell:  Treatise,  Part.  I,  Chap.  III. 

16)  Das  Verhältniss  der  Capacität  eines  von  abgeleiteten 
Leitern  umgebenen  elektrischen  Körpers,  zur  Capacität  desselben 
Körpers  im  freien  Räume,  bezeichnet  man  mit  dem  Namen  der 
Verstärkungszahl  oder  condensirenden  Kraft. 

Diese  Grösse  ist  für  zwei  Kugeln  (Nr.  11) 


^2  —  ^1 
und  für  zwei  Cylinderflächen  (Nr.  12) 

%  —  :  %  -~ 


§.  205. 

Neuere  Anschauung. 

1)  Diese  wurde  von  Maxwell  auf  Grund  der  Faraday'- 
schen  Ansichten  mathematisch  ausgebildet  und  versetzt  den  Sitz 
der  Elektrisation  in  den  Isolator  (dielektrisches  Medium).  In 
Vermeidung  einer  Einwirkung  in  die  Ferne  spricht  sie  von  einer 
von  Elemerft  zu  Element  sich  fortpflanzenden  Spannung  (Polari- 
sation) des  Isolators.  Diese  Spannung  verbreitet  sich  längs  In- 
ductionscurven  (welche  im  Falle  des  elektrisch  isotropen 
Mediums  mit  den  Kraftlinien  identisch  sind).  Daraus  folgt 
zugleich,  dass  eine  absolute  Ladung  unmöglich  ist,  d.  h.  es  kann 
positive  Elektricität  ohne  negative  nicht  bestehen.  [Faraday: 
Exp.  Rech.  1165,  1167,  1168.] 

2)  Sei  K  das  Maass  der  Induction  im  Dielektricum  [die  so- 
genannte specifische  inductive  Capacität],  so  wird  im  Falle 
eines  elektrisch  isotropen  Mediums  Ä"  von  der  Richtung  der 
wirkenden  Kraft  unabhängig  und  die  der  Laplace-Poisson'- 
schen  Gleichung  analoge  lautet 

Ist  K  constant,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 
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3)  Ist  dagegen   das  Medium   ein  elektrisch  anisotropes, 
so  wird  K  von  der  Richtung  der  Kraft  abhängig.    Seien 

XYZ 

die  Componenten  der  wirkenden  Kraft,  und  setzt  man 

^nF  =  ^xx X  "h  t^x  Y -|~  ^Mx Z 

^n  Cr    =    Kxy   X    -(-    Kyy    Y   -\-    Kgy  Z 

4b3t  H  =  Kxz  X  -|-  Kya  Y  -\-  Kgz  Z, 

so  hat  man  zu  schreiben 

dx'^  d^j  '^  dz  ~ 

4)  Wirkt  an  der  Grenze   zweier  Medien  eine  Ladung  von 
der  Dicke  fc,  so  ist 

wobei  Kl  und  K^  die  Inductionsconstanten   und  fiy  und  n, 
die  Normalen  nach  innen  bezeichnen. 

Ueber  die  experimentelle  Bestimmung  von  K  vergl.  Gor- 
don: A  phys,  treat.  on  electr.  1880,  I,  69.  Boltzmann:  Wien. 
Sitzber.  1874.  Den  Einfluss  des  Mediums  erkannte  schon  Ca- 
vendish  (1771  bis  1781).  Mossotti  (1836),  Clausius  (Mech. 
Wärmetheorie,  II.  Bd.),  Helmholtz  (Crelle's  Joum.  70)  behandeln 
sie  auf  Grund  der  älteren  Anschauungen  analog  der  n^netischen 
Induction,  für  welche  Poisson  die  Gleichungen  aufstellte,  üeber 
die  Maxwell' sehe  Ableitung  vergl.  Maxwell:  Lehrbuch  der 
Elektricität,  deutsch  von  Weinstein,  und  Wiedemann:  Die 
Lehre  von  der  Elektricität. 

5)  Der  unterschied  zwischen  der  älteren  und  neueren  An- 
schauung ist  nicht  so  gross,  wenn  man  von  der  Grösse  h  absieht 

Denn  sei  V  das  Potential  im  Punkte  xyz^ 

M     ^2     ^3   •  •  •     *m 

constante  Werthe  desselben  auf  der  Oberfläche  des  ersten,  zwei- 
ten .  .  .  mten  Leiters,  so  wird  die  Elektricitätsmenge  auf  dem 
Leiterelement  d6 

7—  -5—  «^• 

4jr  dn 
Die  potentielle  Energie  des  ganzen  Systems  ist 


A:'Jt 


/O« « 
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Setzt   man    aber   im  Green'schen   Satze   (vergl.   Potential 
§.  196)  J7  =  F  und  beachtet,  dass  z/»  F  =  0,  so  folgt 

^=8¥/^*'^' ") 

wobei 

'^  F\»    .    /8  F\«    .    /8  F\« 


- = m + (i^y + (^ 


Man  kann  demnach  die  elektrische  Energie  des  ganzen 
Systems  entweder  so  auffassen,  dass  sie  bloss  durch  die  auf  der 
Oberfläche  vorhandene  Elektricität  bestimmt  wird  (Integral  I), 
oder  so,  dass  ihr  Sitz  der  ganze  Raum  wird  ausserhalb  der  Leiter 
(Integral  II). 

6)  Lassen  wir  in  den  Fundamentalgleichungen  JBTdie  speci- 
fische  Leitungsfähigkeit  bedeuten,  so  ist  für  eine  stationäre 
Strömung 


dx 


wobei  wir  K*  zum  Unterschiede  von  K  schreiben,  weil  diese  Grösse 
hier  eine  andere  Bedeutung  hat. 

7)  Für  dielektrische  Medien  lauten  die  Stromgleichungen: 

dx\    dx/    '    dy  \    dyj    '    dz\     dzj    ' 

Ist  das  Medium  ein  elektrisches  isotropes  und   demnach  k 
und  V  constante  Grössen,  so  folgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 

l    dh 4jr  , 

"F  d7""  ""  X 
oder 

h  =  h^e      k    • 

Demnach  sinkt  die  elektrische  Dichte  an  jeder  Stelle  geo- 
metrisch, wenn  die  Zeit  arithmetisch  wächst. 


47 
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§.  206. 

Elektrokinetik. 

1)  Sei  dto  ein  Oberflächenelemcnt  im  Innern  eines  Leitere, 
n  die  Uichtung  der  Normalen,  d  J  die  Stromintensitat  der  Fläche 
dw  und   F  die  Potentialfunction,  so  wird: 

dJ=  —  Cdw  t: — • 

on 

Die  Grösse 

dJ  ^dV 

aw  dn 

wird  die  Stromintensität  genannt.     Die  Constante  Cmisstdie 
Leitungsfähigkeit. 

2)  Schreiben  wir 

dJ.dn  =  -^  CdV.  dw 

und  nehmen  C  als  constant  an,  so  wird 

Jdn  =  —  Cwd  V 
oder 


C 


Die  Grösse 


J     w 

C  J       %€ 


wird  der  Widerstand  des  Leiters  zwischen  den  Niveauflächen 

Vi  =  const,^     Vf  =  const. 

genannt.    Die  Differenz 

Vi  --  F, 

nennt  man  die  elektromotorische  Kraft.    Man  kann  sodann 
schreiben 

«7  = 


r,  -  V, 


R       ' 

welches  die  gewöhnliche  Form  des  Ohm'schen  Gesetzes  ist 

3)  Sei  l  die  Länge  eines  Körpers  vom  constanten  Quer- 
schnitt q^  sowie  r  sein  specifischer  Widerstand  (d.  h.  der 
Widerstand  für  ?  =  1  und  q  =  1),  sowie  R  der  Gesammt- 
widerstand,  so  ist 

rl 
R  =  —' 
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Aus  der  Formel 


w 


-u 


folgt,  dass  der  Widerstand  der  Leitungsfähigkeit  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

4)   Bezeichnen  wir  somit 

die  Stromintensität  mit  J, 

die  elektromotorischen  Kräfte  mit  E, 

die  Widerstände  mit  1?, 

die  Längen  mit  2, 

die  Querschnitte  mit  g, 

die  specifischen  Widerstände  mit  r, 
so  wird  für  einen  Stromkreis 


2«     Si-' 

dieses  ist  die  gewöhnliche  Form  des  Ohm'schen  Gesetzes. 

5)  A.  Fliesst  eine  Anzahl  von  linearen  Strömen  in  einem 
Punkte  zusammen,  so  ist  die  algebraische  Summe  ihrer  Strom- 
intensitäten gleich  Null.    Also 

J=0. 

(Die  Continuitätsgleichung.) 

B.  Bildet  eine  Anzahl  von  Stromleitern  eine  geschlossene 
Figur,  so  ist  die  Summe  der  Producte  aus  ihren  Stromintensi- 
täten und  den  zugehörigen  Widerständen  gleich  der  gesammten 
in  dem  Systeme  vorhandenen  elektromotorischen  Kraft.    Also 

(Die  Leitungsgleichung.) 

(Die  Kirchhoffschen  Gesetze  1847.) 

6)  Einige  Anwendungen. 

Wir  haben  für  die  Fig.  17  (a.  f.  S.) 

Ein,  +  Ä,) 


JBj  Uj  -f~  R^  2?3  -j-  R^  Bi 


EB^ 


J.= 


jBi  JB2  -|-  ü«  Äj  -|-  jKj  i?i 

E  B^ 

Bi B^  -\-  B^B^  -\-  -B3 iJj 
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Der  Widerstand  des  gesammten  Scliliessiuigskreises  B  ist 

«  =  f  =  ■«■  +  ^TTT.  =  «■  +  «•• 

wobei  R'  den  Widerstand  der  beiden  Zweige  JzR^  und  J^B^ 
bezeichnet. 

Fig.  17..  Fig.  la 

E 


j»i 


2  "^2 


Für  die  Fig.  18  wird  für  die  Brücke  (ir) 


Fig.  19. 


Ei 


Soll  der  Strom  in  der 
Brücke  yerschwinden ,  so 
muss 

fj  :  rj  =  r3  :  r^. 

Für  die  Fig.  19  haben  wir 


~  rri  -f  rr^  -\-  r^r^ 

Vergl.:    Kempe:  Hand- 
buch  der  Elektricitätsmes- 
sungen,  deutsch  von  Baumann,  Braunschweig  1883.  Kohlrauscb: 
Praktische  Physik,  1889. 

7)  Aus  den  Kirchhoff 'sehen  Gesetzen  folgt  femer:  Wird 
ein  Strom  i  zwischen  zwei  Punkten  der  unverzweigten  Leitung  in 
mehrere  Widerstände  rj,  r^,  rg  .  .  .  verzweigt,  und  sind  ii,  i^,  ij  .  . . 
die  den  Zweigen  entsprechenden  Stromintensitäten,  so  ist: 


+  ^'2  +  ?-s  +  •  •  •  =  * 


it  :  itti  :  t\ 


1 


•  .  •  . 
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1  +  1  +  I+.'..  =  1 

wo  r  der  Widerstand  der  unverzweigten  Leitung  ist. 

8)  Setzt  man 

i  =  Vw2  +  t;2  -U  t«;2  =  -  C 1-^, 
so  dass 

ox 
dV 

d  V 

w=  CZ=—  C~ 

dz 

So  kann  man  die  Stromintensität  für  irgend  eine  Richtung  m 
mit  den  Richtungscosinussen  a,  ß^  y  darstellen  durch 

Ist  der  Leiter  nicht  isotrop,  so  wird 

v  =  c^X  -^  C^Y+CiZ 
«;  =  Cj  X  +  Ci  Y  +  C\  Z. 

9)  Die  allgemeine  Gleichung  für  stationäre  Strömung 
lautet 

An  der  Grenze  der  Leiter  wird 


wobei  Ci  und  Q  die  Leitungsfähigkeiten  der  beiden  Medien  und 
Fl  und  Fj  ihre  Potentialwerthe  an  der  Grenze  bezeichnen. 

10)  Sei  C  constant,  so  lautet  die  Gleichung  der  isoelek- 
trischen Flächen 

Demnach  sind  die  freien  Elektricitäten ,  wie  beim  Gleich- 
gewichtszustande statischer  Elektricitäten,  auch  während  des  Stro- 
mes auf  der  Oberfläche  verbreitet. 
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Die  Curven,  welche  die  isoelektrischen  Flächen  senkrecht 
schneiden,  werden  Strömungscurven  genannt.  Ihre  Differen- 
tialgleichung lautet 

dV  dV   dV 

dx  '  dy  '  dz 

11)  Ist  die  eine  Dimension  sehr  klein,  so  haben  wir  eine 
Platte  von  verschwindender  Dicke  und  es  wird 


=  dx  :  dy  :  dz. 


dx^  "^  ay2  —  ^• 


Die  allgemeine  Lösung  ist 


wobei  /  und  F  beliebige  Functionen  sind. 

Ist  die  Scheibe  unbegrenzt  und  fliessen  durch  die  n  Punkte 
J.1,  ^3,  .  .  .  ^»  Elektricitäten  Ei^  E^^  .  .  ,  En  ein  und  aus,  so  dass 

El  -{-  E^  -\-  E^  -\-  '  '  '  En  =  0^ 


so  wird 


V=  M-- 


1 


X  — n 


2nCd 


E^logu, 


*«i 


dabei  sind  ri,  rj,  .  .  .  r«  die  Abstände  irgend  eines  Punktes  von 
den  Einströmungspunkten,  M  eine  Constante,  C  die  specifische 
Leitungsfähigkeit  und  8  die  Dicke  der  Scheibe. 

Sind  nur  zwei  Einströmungspunkte  vorhanden,  so  wird 


F=  Jf  + 


^1         7         U 


2nCö     -  r, 

weil  El  =  —  E^,     An   die   Stelle   der  isoelektrischen   Flächen 
treten  hier  isoelektrische  Curven,  deren  Gleichung 


r^ 


-i-  =  Canst. 

ist.    Vergl.  Kirchhoff:  Gesamm.  Abb.,  S.  1. 

12)  Ist  der  Strom  nicht  constant,  so  gilt  die  allgemeine 
Gleichung  - 

d^VJ^J'^diVd^J^d'zV^J^Tt-^' 

wobei  h  die  elektrische  Dichte  im  Punkte  {xyz)  zur  Zeit  t  be- 
zeichnet. 

Vergl.  zum  Ganzen  auch  noch  Maxwell:  Lehrbuch  der 
Elektricität  und  des  Magnetismus,  deutsch  von  Weinstein. 
Wiedemann:   Elektricität,  Bd.  I. 


Elektrodynamik . 
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§.  207. 

Elektrodynamik. 

1)  Die  elektrodynamischep  Kräfte  zerfallen  in  zwei  Gruppen: 

I.    in  die  ponderomotorischen,    d.  h.  jene,  welche 

eine  Aenderung  der  Configuration,  und 
IL   in  die  elektromotorischen,  die  eine  Veränderung 
des  elektrischen,  beziehungsweise  magnetischen  Zu- 
standes  bewirken. 

2)  Das    ponderomotorische    Elementargesetz  (Am- 
pere   1826)  lautet: 

Jds  J\dsx  .  ,,        -        _  , 

dabei  ist  x*  ein  constantcr  Factor, 
der  von  der  Wahl  der  Einheiten 
abhängt,  während  %%^  und  a  jene 
Winkel  bezeichnen,  unter  welchen 
die  beiden  Elemente  gegen  die  Linie 
r  (ds  — >  dsx)  und  gegen  einander 
geneigt  sind. 
Da 


cos%^  = 


ds' 


—  cos  B  =  r 


COSd-  =  — 


d^r 


dr 
dsi 


,    dr  dr 
ds  dsi       dsi  ds' 


so  kann  man  auch  schreiben: 

„  „Jds  Jidsi  \l  dr  dr  d^r   ] 

r^  \2  ds  dsi  ds  dsi] 

^  Jds  Jidsi    d    /  1    dr 


/  1    ar\ 


=  X2 


\/7        dS] 
Jd  s  Jydsi    d     /cos  ^' 


a    /cos  ir\ 


Vr         rf«i  V  Vr 
Liegen  die  beiden   Elemente  parallel  zu  einander,  aber  so, 
dass  sie  mit  der  Verbindungslinie  einen  Winkel 

cos  ^  =  Yj 

bilden,  so  wirken  sie  gar  nicht  auf  einander. 
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3)  Das  ponderomotorische  Integralgesetz.  Befindenj 
sich  zwei  gleichförmige  Stromringe  A  und  B  in  irgend  welchenl 
Bewegungen,  befinden  sich  ferner  die  in  ihnen  vorhandenen  Strom- 
intensitäten J  und  Ji  in  irgend  welchen  Zuständen  der  Verän- 
derung, so  wird  für  jeden  Augenblick  die  von  2?  auf  A  ausgeübte] 
ponderomotorische  Arbeit  gleich  sein  dem  negativ  genommenf 
Differentialquotienten  von  P,  genommen  nach  der  räamlichen, 
Lage  von  A.    Es  ist 


v  = 


JJl 


p 


F.  Neumann's  elektrodynamisches  Potential  (1845. 
Abhandl.  der  Berliner  Akademie). 

4)  Das   elektromotorische   Differentialgesetz  ist  znr] 
Zeit  noch  nicht  bekannt 

(Vergl.  C.  Neumann:  Die  elektrischen  Kräfte,  1873,  S.  VnL)| 

5)  Das  elektromotorische  Integralgesetz  (F.  Neu- 
mann  1847). 

Die  Summe  der  vom  Ringe  B  im  Ringe  A  während  der  Zeit 
dt  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  ist  immer  identisch  mit 
dem  totalen  Differentialquotienten 

multiplicirt  mit  einer  Constanten  e  (der  sogenannten  Induc- 
tionsconstanten).  Dabei  ist  P  das  Potential  der  beiden  Ringe 
auf  einander  und  J  die  Stromstärke  in  A. 

Sei  also 

coss 


so  wird 


dt^E  =  —  ed(J,r)  =  ''  «d(-jY 


6)  Das  Ampere' sehe  Elementargesetz  ist  nicht  daseinag 
mögliche.  Stefan  (Wien.  akad.  Ber,,  LIX.  Bd.,  II.  Abth.)  hat 
eine  allgemeine  Form  aufgestellt,  die  alle  möglichen  Elementar- 
gesetze in  sich  begreift. 

Er  findet  für  die  Componente  der  wirkenden  Kraft  in  der 
Richtung  der  X-Axe  den  Ausdruck: 
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{     (lsasi\      r      /    '       as\r/dsi 


,  d   /l\  dXi    ,       x.,  - 


iC«i  ""^  Xi 

^ -COSB 


WO  X|  1^1  Zi  und  a;^  ^2  ^3  ^^  Goordinaten  von  d^  resp.  dsi  sind. 
Ersetzt  man  a  durch  j/,  ^sr,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für  y,^. 
Von  den  vier  Constanten 

können  nur  zwei  durch  die  Wahl  der  Constanten  und  durch  Ver- 
suche bestimmt  werden. 

Wählt  man  die  Einheit  der  Stromstärke  so,  dass  das  Potential 
zweier  geschlossener  Leiter  ausgedrückt  wird  durch 

so  folgt 

1 

Die  elektrodynamische  Theorie  bleibt  also  unbestimmt,  inso- 
fern zwei  von  den  Constanten  willkürlich  sind. 

Da  die  drei  ersten  Glieder  vollständige  DifFerentialquotienten 
sind,  so  verschwinden  sie  bei  einer  Integration  über  eine  ge- 
schlossene Curve.  Daraus  folgt,  dass  alle  Elementargesetze  für 
geschlossene  Leitej  zu  demselben  Resultate  führen  müssen. 

Setzt  man  m  =  n  =  0,  so  gelangt  man  zu  einem  von  Grass- 
mann, Clausius  und  Hankel  entwickelten  Elementargesetz. 

Vergl.  Wiedemann:  Elektricität,  IV.  Bd.,  11.  Abth. 

7)  Wirkt  ein  geschlossener  Strom  von  der  Intensität  J^  auf 
ein  Element  ds  eines  Leiters,  in  welchem  die  Intensität  ey  ist, 
so  wird,  wenn  a?,  y,  a  die  Goordinaten  von  ds  sind,  ferner 

dx  ^     dy  dz 

-7—  =  COSA,      -7^  =  COS(l,      -j-  r=i  COSV 
Cv  S  (IS  (t  s 

gesetzt  wird  und  femer 

^  -  f '-^ ''■"  -  f '-^  <":• 
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welche  Ausdrücke  die  Determinanten  des  Stromes  genannt 
werden,  die  Componenten  der  Einwirkung 

1         r 

X  =  —  -^  JJi    I    [Ccosfi  —  Bcosv]ds 
Y  =  —  -^  JJi    I    [Acosv  —  Ccos k]ds 

Z  =  —  — -  JJi    I    [Bcosl  —  A  cos  ii]  d  s. 

Und  es  ist 

Xdx+  Ydy-{-  Zds  =  0 
Xä-\-  YB-^  ZCz=0. 

Die  gemeinschaftliche  Resultante  ist 

R  =  vx»  +  r>  4-  ZK 

Zieht  man  durch  äs  eine  Linie,  welche  mit  den  Axen  die 
Winkel  |,  17,  {;  macht,  so  dass 

,       A  B  ^        C 

COS^  =  -^,      008  71=-^^,      COSi  =  ^, 

wobei 

D=  VA^  +  5»  +  6^ 
so   erhält  man   die   sogenannte   Dir  e  et  rix.     Ihre  Richtung  ist 
unabhängig  Ton  der  Richtung  des  Elementes  ds.  Die  vom  Strome 
ausgeübte  Wirkung  ist  senkrecht  gegen  das  Element  selbst  und 
senkrecht  gegen  die  Directrix. 

Sei  tv  der  Winkel  zwischen  dem  Elemente  und  der  Directrii, 
so  wird 

R  =  —  -^  DJJi  d  s  sin  w. 

8)  Ein  Kreisstrom  in  der  FZ- Ebene,  dessen  Mittelpunkt  im 
Ursprung  liegt  und  dessen  Radius  a  ist,  wirkt  auf  ein  Element, 
dessen  Mitte  auf  der  X-Axe  liegt  im  Abstände  g  vom  Ursprung, 
so,  dass 

X  =  0 
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9)  Ein  Theil  eines  geradlinigen  Stromes  (r^  —  Tq)  wirkt  auf 
ein  Element,  welches  der  Stromebene  angehört,  mit  der  Kraft 

Ä  log  rL. 

Dabei  ist  u  der  Winkel  zwischen  dem  Element  und  dem 
Strome,  und  Vq  und  Vi  sind  die  Abstände  des  Elementes  von 
den  Stromenden. 

10)  Sei  ein  kleiner  Kreisstrom  von  der  Fläche  A  gegeben  und 
das  Element,  auf  welches  er  wirkt,  sei  im  Anfange  des  Coordi- 
natensystems  gelegen.  Die  Ebene  des  Kreisstromes  möge  mit 
den  Goordinatenebenen  die  Winkel  S,  i?,  S  einschliessen  und  es 
sei  q  ihr  kürzester  Abstand  von  dem  Coordinatenanfang.  Seien 
femer  x,  y,  e  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Kreisstromes 
und  r  seine  Entfernung  vom  Coordinatenursprung,  so  wird: 


Diese  Formeln  lassen  sich  nach  Neumann  auch  schreiben 
wie  folgt: 

dq  \rv 
Die  Stromcomponenten  sind  sodann 

1  ^j.       d    ixdzi  —  edx\ 
Y=--JJ,i.j^  i 7^ 1 

2  ^     dq  \  r^  J 

Gehört  das  Element  dsi  ebenfalls  einem  unendlich  kleinen 
geschlossenen  Strome  von  der  Fläche  Xi  und  der  Senkrechten  ji 
an,  so  wird: 
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1  d^ 


ix  — 


2--^        'dqdq, 
1     .  .    ,  ,         d« 


£i\ 


2  "^«(Zi  l     r^     J 


Z=- ^- J^J^i  AA^       ^' 


2r  —  JET] 


2        '       *  dgfi^i 

11)  Unter  einem  Solenoid  (cJoAiyv  die  Binne)  versteht  man 
den  Inbegriff  einer  Anzahl  unendlich  kleiner  Kreisströme  tod 
gleicher  Intensität,  senkrecht  und  in  gleichen  Zwischenraameo 
um  eine  beliebige  Curve  gelegen.  Die  Anzahl  der  Stromriuge 
auf  der  Längeneinheit  der  Axe  bestimmt  die  Dichtigkeit  des 
Solenoid s.    Seine  Endpunkte  oder  Endflächen  nennt  man  Pole. 

Sei  l  die  unendlich  kleine  Fläche  eines  Stromringes,  a  die 
Dichtigkeit  des  Solenoids  von  den  Endpunkten  aro^o^oi  ^i^i^i» 
denen  die  Entfernungen  r©  und  Vi  vom  Stromelement,  anf  wel- 
ches das  Solenoid  wirkt,  entsprechen,  so  wird: 

Ist  ro  =  00,  so  wird  mit  Unterdrückung  der  Indices 
Die  Directrix  ist 


^o  =  ^«73'    ^o=Aa^,     Co  =  ka~ 


D   —  — 
^0  —  TT' 


und  die  Resultante 


T>  ^    TT  j    1     sinOrds) 

B  =  —  -pr  JJi  dska  — ^: — ^' 

Sie  steht  auf  der  durch  das  Element  ds  und  seine  Verbin- 
dungslinie r  mit  dem  Endpunkte  des  Solenoids  gelegten  Ebene 
senkrecht. 

Da  nun  die  Einwirkung  eines  Stromelementes  auf  einen 
Magnetpol,  der  die  Menge  m  des  Magnetismus  enthält,  gegeben 
ist  nach  Biot-Savart  durch 
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T  ,        .sin  (r  d  s) 
—  Jdsm ^ — -^ 

80  sieht  man,  dass  diese  Formeln  gleichwerthig  sind,  wenn 

Xa  ^ 

gesetzt  wird.  Ein  Magnetpol  kann  also  durch  ein  einseitig  be- 
grenztes Solenoid  ersetzt  werden.  (Ampere's  Theorie  des 
Magnetismus.) 

12)  Sei  ein  Magnet  um  eine  verticale  Axe  drehbar  und  sei 
m  die  Menge  des  Magnetismus  im  Nordpol.  Der  Magnet  wird 
sich  in  der  Ruhelage  befinden,  wenn  er  im  magnetischen  Meri- 
dian ist.  Sei  femer  die  Axe  des  Magnets  in  der  Ruhelage  gleich 
der  X-Axe,  die  Senkrechte  auf  X  und  die  Ebene  des  Horizonts 
sei  die  F-Axe  und  ein  Kreisstrom  vom  Radius  R  gegeben,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Entfernung  a  vom  Ursprung  auf  der  Y-Axe 
liegt  Seien  x  und  y  die  CoordiBaten  des  Poles,  so  ist  das 
Drehungsmoment  für  den  Magnet 

M=  2«mji^-^  _  1^  (ij.  _  4a*)  [2x^y  -  i  y») 

wobei 

r«  =  R^  -t-  a«. 

Daraus  ergeben  sich  die  Formeln  für  Bussolen. 

Sei  a  ^=  0  {Tangentenbussole},  ferner  l  die  Nadellänge 
und  g)  der  Ablenkungswinkel,  H  die  Horizontalintcnsität  des  Erd- 
magnetismus, so  wird 

Ist  a  =  0,  a;  =  0  {Sinusbussole},  so  folgt: 
,       HR  L         3    i"!     . 

Vergl.  Zech:  Elektrisches  Formelbuch.  Kohlrausch:  Leit- 
faden der  praktischen  Physik  (1884). 

13)  Für  die  Theorie  der  Induction  sind  folgende  Gesetze  von 
fundamentaler  Bedeutung : 

L  Wenn  ein  Leiter  A  von  der  Stromstärke  J  eine  Aende- 
rung  der  Configuration  gegen  einen  Leiter  B  erfährt,  so  entsteht 
in  B  ein  Strom,  der  demjenigen  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
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welcher,  wenn  er  in  B  wäre,  diese  Aenderung  der  Configuration 
elektrodynamisch  zu  bewirken  im  Stande  wäre. 
Lenz:    Pogg.  Ann.  XXXI,  S.  483  (1834). 

II.  Sind  zwei  Leiter  A  und  B  gegeben,  dabei  in  B  ein 
Strom  von  der  Intensität  J^,  so  wird  durch  die  Aenderung  der 
Configuration  und  der  Intensität  Jb  im  Leiter  A  eine  elektro- 
motorische Kraft  E  inducirt,  für  welche  die  Formel  gilt: 

dabei  ist  c  die  sogenannte  Inductionsconstante  und 

Sei  R  der  Gesammtwiderstand  von  £,  so  wird  die  Grosse 


T 

/ 


Jdt  =  4  [J,  V,  -  J,  F,] 


der  Integralstrom  genannt,  dabeiist  Vi  die  Grösse  von  T  in 
der  Endlage  und  Fj  jene  in  der  Anfangslage. 

Vergl.  C.  Neumann:   Die  elektrischen  Kräfte. 


§.  208. 

Magnetismus« 

1)  Seien  m  und  m'  die  Mengen  des  Magnetismus  in  einem 
Pole  und  r  die  gegenseitige  Entfernung,  so  ist  die  wirkende 
Kraft  P 

(Coulomb'sches  Gesetz.)  Diese  Kraft  hat  im  Allgemei- 
nen ein  Potential 

mit  den  Componenten 

2)  Betrachten  wir  einen  unendlich  kleinen  Elementarmagoet 
Yon  der  Länge  j>,  so  ist,  wenn  r  und  r*  die  Entfernungen  der 
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beiden  Pole  von  demjenigen  Punkte,  dessen  Potential  gesucht 
wird,  bezeichnen, 

y m*        m' 

r  r' 

Sei  nun 

r'  =  r  -|-  j)  cos  «, 

also  £  der  Winkel,  den  p  mit  r  macht,  so  wird 

y- m'pcoss 

Die  Grösse  m'p  wird  das  magnetische  Moment  des  Ele- 
mentenmagnets  genannt 

3)  Ein  gewöhnlicher  Magnet  kann  als  ein  Aggregat  von  be- 
stimmt gelagerten  Elementarmagneten  aufgefasst  werden.  Man 
kann  annehmen,  dass  im  Elementarraume  d^  dti  d^  alle  Ele- 
mentarmagnete gleich  gerichtet  sind.  Sodann  wird  das  Gesammt- 
moment  M  durch  Addition  der  Elementarmomente  erhalten  und 
wir  haben 

M=  Jd^  dn  dt. 

Die  Bedeutung  von  J  ergiebt  sich,  wenn  wir  d^  dtj  di  =  l 

setzen.    J  wird  die  Intensität  der  Magnetisation  genannt. 

J  hat  nicht  nur  einen  bestimmten  Werth,   sondern   auch  eine 

bestimmte  Richtung,  deren  Richtungscosinusse  A,  fi,  v  sein  mögen. 

Es  wird 

A  =  J.k,    Ii  =  J,ii,     C  =  J.v 

J»  =  ^2  -f  £»  -f  G\ 

Bilden  wir  für  einen  Magnet 

Kl    r==  JJJ  Ad^dndi 
Km=  f  f  f  Bdldn  dg 

Kn  =  f  f  f  Cd^dfjdt, 

so  wird  K  das  magnetische  Moment  dieses  Systems  darstellen. 
Die  Grössen  2,  m,  n  sind  die  Richtungscosinusse  der  magneti- 
schen Axe  dieses  Systems. 

4)  Das  Potential  in  Bezug  auf  einen  ausserhalb  des  Magnets 
liegenden  Punktes  rr,  y,  0  ist 

r=fff  -^^^  -  ^>  +  ^ V  ^>  +  ^^'  -  ^^ djdn  dl 

Latk»   mathem.  FormeliiMmmliing.  48 


e) 


Jen  i"  ^)  entwickelten  Werth  darstellt 


Setzen  wir 


^  /dA   ,   dB   ,    dC\ 

k  =  —  (lA-\-mB-^nC), 
so  ergiebt  sich  durch  tUeilweise  Integration 

W  ^    f  Vhdz-\-    f  Vkilts, 

dabei  ist  dx  ein  Eaumelement,  da  ein  überHächcnelemenL  Die 
Potentialfnnction  eines  Magnets  besteht  demnach  aus  zweiTheilen. 
Der  erste  stellt  das  Potential  einer  Masse  dar,  die  mit  der  Dichte 
h  einen  Raum  ausfüllt,  der  zweite  ist  das  Potuntial  einer  Masse, 
die  mit  der  Dichte  k  auf  der  Oberfläche  des  Magnets  gelagert  ist 

7)  Entwickeln  wir 

i  =  1(1  -  !)■  +  (,  -  ,)■  +  (»  -  «•]-* 

und  setzen  dieses  Resultat  in  4),  so  folgt 

*^-* Sä +  ^  +  ^-^ 

Für  grosse  Entfernungen  wird 

„ kcoss 

a*    ' 
wobei  c  derjenige  Winkel  ist,  den  die  magnetische  Ase  mit  der 
Richtung  von   a  macht.     Dieses  ist  aber  der  Ausdruck  von  1\ 
daher  kann  jeder  Magnet  bei  grösserer  Entfernung  dnrch  einen 
Elementarmagnet  ersetzt  werden. 

8)  Alle  bisherigen  Entwickelungen  galten  fiir  permanente 
Magnete  im  weiteren  Sinne  des  Wortes,  wir  haben  noch  die 
magnetische  Induction  zu  berücksichtigen. 

Es  sei  V  das  Potential  der  magnctisirenden  Kräfte  in  BezuK 
anf  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  {x,y,z),  seien  femer  (L^y 
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die  magnetischen  Momente  in  diesem  Punkte,  bezogen  auf  Volum- 
einheit,  so  sind  diese  Grössen  eindeutig  bestimmt  durch 

dw       a  d  w  dw 

dx  äy  dz 

wobei  X  die  Magnetisirungsconstante  des  Eisens  bezeichnet.  (Theorie 
von  Poisson.)  Ausserdem  müssen  folgende  Gleichungen  für  alle 
Punkte  der  Eisenmasse  erfüllt  werden: 

0=  r+(p+  [7 

rT  r  dw  dw 

wobei  dw  ein  Oberflächenelement  des  Eisens,  n  die  nach  innen 
gerichtete  Normale  auf  dw  und  r  die  Entfernung  dieses  Ele- 
mentes von  jenem  Punkte  der  Eisenmasse,  auf  welchen  U  sich 
bezieht. 

Die  Function  (p  bestimmt  den  magnetischen  Zustand  des  Kör- 
pers und  ist  aus  diesen  Gleichungen  zu  bestimmen. 

Indessen  ist  der  Werth  von  x,  den  wir  hier  als  constant  be- 
trachtet haben,  von  der  Intensität  der  magnetisirenden  Kraft  ab- 
hängig. Die  für  diesen  Fall  veränderte  Form  der  obigen  Gleichun- 
gen findet  man  in:  Kirchhoff's  Gesamm.  Abhandl.,  S.  217, 
entwickelt  Ueber  die  erweiterte  Weber' sehe  Theorie  siehe 
Maxwell:    Treatise  Nr.  444. 

9)  Da  die  Erde  selbst  magnetisch  wirkt,  so  erzeugt  sie  ein 
magnetisches  Feld.  Wir  nennen  nun  diejenige  Kraft,  welche  an 
einem  Orte  auf  den  Magnetpol  Eins  ausgeübt  wird,  die  magne- 
tische Intensität  oder  die  Intensität  des  magnetischen 
Feldes  an  diesem  Orte.  An  den  gewöhnlichen  Magnetnadeln 
kommt  nur  die  horizontale  Componente  dieser  Kraft  zur  Wir- 
kung, die  sogenannte  horizontale  Intensität  //. 

Um  sie  zu  bestimmen,  beobachtet  man  die  Schwingungsdauer 
einer  Magnetnadel  und  die  Ablenkung  durch  einen  Magnet.    Sei 

t  die  auf  unendlich  kleine  Bogen  reducirte  Schwingung  in 

Secunden, 
K  das  Trägheitsmoment  des  Magnets, 

0  das  Torsionsverhältniss  des  Fadens, 
M  das  magnetische  Moment  des  schwingenden  Magnets, 

so  wird 


^^=iHi  +  ö) 


48* 
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Magpietismus. 


Seien  q>^(pi  die  Ablenkungen  in  den  Entfernungen  r  und  r^, 

80  wird 

M 1  r^igfp  —  r}tg(pi 

Näheres  in  Koblrausch:  Praktische  Physik,  V.  Auflage, 
IX.  Abschnitt. 

Um  die  beobachtete  Schwingungszeit  T  (wenn  a  der  halbe 
Schwingungswinkel  ist)  auf  unendlich  kleine  Bogen  zu  reduciren, 
hat  man 


t  = 


(>  +  S) 


10)  Sei  //  die  horizontale  Intensität  des  Erdmagnetismus, 
9  der  Ablenkungswinkel,  M  das  magnetische  Moment  des  Stabes, 
r,ri  die  halben  Längen  des  Stabes  und  der  Nadel,  sowie  e  die 
Entfernung  ihrer  Mitten.  Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Magnet- 
nadel die  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft  hat,  so  sind  die 
einfachsten  Ablenkungen  folgende: 

I.  Stab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian,  seine  Rich- 
tung geht  durch  die  Mitte  der  Nadel  (Fig.  21): 

2M(,    ,    2r2  —  (3  —  15 smV)r«    ,         \ 


Fig.  21. 


Fig.  22. 


SjMeiL 


IL  Stab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian,  sein  Mittel- 
loth  durch  die  Mitte  der  Nadel  gehend  (Fig.  22): 

M   (,         3  r»  —  (4  —  15sin«a?)r»    ,         \ 
^^9^  =  Ifüll--2 7^ ^^+-| 
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DL   Stab  senkrecht  zur  abgelenkten  Nadel  auf  ihrem  Mittel- 
lotlie  liegend  (Fig.  23): 


sm 


2M  (,    ,    2r2  —  3r,^    ,         ) 

Fig.  24. 


Fig.  23. 


IV.  Nadel  senkrecht  zum  Stab  auf  dessen  Mittellothe  liegend 
CFig.  24): 


Jf    f,         3 


r«  —  4  /•{* 


«5 


4- 


• . .  > . 


Vergl.  Lamont:  Handbuch  des  Erdmagnetismus  (1849), 
in.  und  IV.  Abschn.  Vergl.  auch  dessen  Handbuch  des  Magne- 
tismus (1867).  F,  Neumann:  Vorlesungen  über  die  Theorie 
des  Magnetismus  (1881).  Jenkin  Fleeming:  Elektricität  und 
Magnetismus,  d.  v.  Exner  (1880).  Für  die  Schwingungen  die 
nöthigen  Formeln  in  Zech:  Elektrisches  Formelbuch  (1883). 


§.  209. 

Die  Elektrloltät  als  Energie. 

1)  Die  Summe  aller  durch  eine  elektrische  Entladung  her- 
vorgebrachten Wirkungen  ist  gleich  der  dabei  eingetretenen  Ab- 
nahme des  Potentials  der  gesammten  Elektricität  auf  sich  selbst. 

Es  ist  also  die  Energie  der  Entladung  gegeben  durch 


W 


=1/ 


Vdm. 
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Sei  V  constant,  so  wird 

wobei  Q  die  Elektricitätsmenge  bezeichnet  und  C  die  Capacität. 
Für  zwei  parallele  Ebenen   ¥rird  fiir  eine  Fläche  S,  deren 
Dichte  gleich  x  ist 

oder  wenn   V^  =  0,  also  abgeleitet, 

wie  oben.     Für  zwei  Kugeläächen  bei  kleinem  Abstände  e 

Für  zwei  Gylinder  bei  der  Länge  l  und  dem  ebenfalls  kleinen 
Abstände  e 

2)  Die  Arbeit  Wy  welche  in  einem  beliebigen  Stücke  eines 
vom  stationären  Strome  durchäossenen  Leiters  während  der  Zeit- 
einheit gethan  wird,  ist 

J         dn 

dabei  ist  x  das  Leitungsvermögen  des  Körpers  und  die  Normale  n 

ist  nach  innen  positiv.    Die  dabei  entwickelte  Wärmemenge  if 

ist  gegeben  durch 

W 

wobei  E  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  bezeichnet. 

3)  Sei  J  die  Stromintensität,  R  der  Widerstand,  t  die  Zeit, 
so  wird 

w  =  j{r^  —  r^)t 

oder 

W=RJH, 

(das  Gesetz  von  Joule:  Phil.  Mag.,  Vol.  XIX,  1841). 

Für  einen  Draht  von  der  Länge  Z,  dem  Querschnitt  q  aod 
dem  specifischen  Widerstand  s 
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4)  Sei  U  diejenige  Wärmemenge,  die  bei  einer  chemischen 
Action  frei  wird,  E  dag  mechanische  Wärmeäquivalent,  J  die 
Stromintensität,  so  wird 

EU=J{V,-  F,), 
oder  allgemeiner 

E2:v  =  Ji:v. 

5)  Durch  denselben  galyanischen  Strom  werden  äquivalente 
Mengen  der  Elektrolyse  zersetzt  und  die  Quantitäten  der  aus 
ihnen  an  beiden  Elektroden  abgeschiedenen  Stoffe  stehen  gleich- 
falls im  Verhältnisse  ihrer  Aequivalentgewichte. 

Faraday's  elektrolytisches  Gesetz,  Exp.  Res.,  §.  377, 
732,   783  (1833). 


Optik. 


§.  210. 

Fundamentalgleichungen  der  Llohttlieorle. 

1)  Sei  k  die  Wellenlänge,  V  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, T  die  Schwingungsdauer,  so  wird 

A  =  VT. 

Die  Bewegung  des  leuchtenden  Punktes  ist  gegeben  durch 

^  =  acos27t[^-^j] 
und  die  Geschwindigkeit 


u 


2n     .    . 

—  a  -fsr  sm  2 


f  t         x\ 
'^  l T  -  TJ 


Das  Argument  der  trigonometrischen  Function  heisst  die 
Phase. 

Die  Intensität  des  Lichtes  ist  proportional  dem  Mittel- 
werth  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit,  also  proportional  dem 
Quadrate  der  Amplitude,  denn  es  ist: 

tJ   ^^^^=2(-T-)- 

0 

2)  Schwingen 


und 


(^2)12  =  (h  cos2n  j^  —  ^y  .  j 


Fig.  25. 


X 


^ 
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in  derselben  Richtung,  so  wird 


und 


(P)S  =  Si  +  I,  =  ^cos  2«  jl  - 


x-\-  D 


I 


Ä^  =  df  -\-  a^  -|-  2  ai  02  cos  2  Ä  j- 
^  COS  -j-  2  »  =  «1  -j-  a2  COS  2  Ä  y 
J.  sm  -T-  2  Ä  ==  Oj  sm  2  «  y 

Die  Grösse  -r  2jr  wird  Verzögerungsphase  genannt. 

3)    Seien  |  und  iy  zwei  Strahlen,  deren  Schwingungsrichtun- 
gen   auf  einander  senkrecht  stehen  und  senkrecht  zur  gemein 
samen  Richtung  £ij.    Sei 


Fig.  26. 


(PO  |  =  acos2;r{A_|[ 

(P2)  17  ==6cos  2;r{l,-^j, 

so  ist  die   vom  Aethertheilchen 
beschriebene  Curve 


o2 


(^)  ^  +  I  - 


— V-  <^ö5  2  ff  T 
ao  A 


sm2  2  3r  -r- 

A 


also  eine  Ellipse.    Diese  Curve  geht  in  eine  Gerade  über,  wenn 

und  in  einen  Kreis,  wenn  a  =  b  und  ausserdem 

d  =  (4m±l)  A. 

§.  211. 

Interferenz. 

Der  Punkt  in  P'  empfangt  eine  Erschütterung  von 

(P0  =  acos2ff{^-:|ij 

von  (P,)  =  acos2jr  l-^ j^f- 


762  Optik. 

Daraus  ergiebt  sich  die  resultirende  Intensität 

Em    J-^i 


Es  wird  demnach  für 


E2  —  El  =  2n  -^  ein  Maximum 


E^  —  £,  =  (2  w  4"  1)  -q"  ®^"  Minimum 


der  Helligkeit  sein.    Man  hat  aber 

El  =  6»  +  (~  c  -  x^ 


also 


El  —  E2  —  X  ^ 


mit  genügender  Annäherung.    Die  Entfernung  zweier  Prangen  ist. 

d  =  —  A  =  7 r- 

c  tgn  t 

Sei  Ai  die  Wellenlänge  einer  Farbe  an  einer  Stelle,  wo  ein 
Maximum  der  Helligkeit  auftritt,  so  ist  die  dieser  Stelle  ent- 
sprechende Wegdiflferenz 

2 
An  dieser  Stelle  kann  aber  für  eine  Wellenlänge  A,  ein  Mini- 
mum sein,  also 


Ä  =  (2n+1)^ 


Wir  finden 


Aj  —  Aj  — 


2n  +  1 
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Diese  Differenz  wird  kleiner,  je  grösser  n  ist.  Es  werden 
viele  Farben  an  jenen  Stellen  ein  Maximum  und  viele  ein  Mini- 
mum geben,  ihre  Vermischung  giebt  weisses  Licht,  welches  aber, 
prismatisch  zerlegt,  ein  Spectrum  mit  dunklen  Streifen  giebt. 
Es  fehlen  jene  Strahlengattungen,  für  welche 

Ä  =  (2»+l)i 

d.  h.   die  Wegdifferenz  gleich  einem  ungeraden   Vielfachen   der 
halben  Wellenlänge  ist. 

Wird  die  eine  Oeffhung  mit  einer  Platte  von  der  Dicke  J 
und  der  Wellenlänge  li  bedeckt,  so  werden,  wenn  r  die  Entfer- 
nung der  beiden  Punkte  von  der  gemeinschaftlichen  Lichtquelle 
bezeichnet,  die  Impulse  sein: 


^      ,  *        r  -}-  £3] 


acos2n 


T  X 

t        r  —  ^  +  ^1 


T  k 

Demnach  treten  Maxima  auf  für 


und  Minima  für 


E,  -  E,  -  J  [^^-  \\  =  2m  ^ 


-Ba  -  -El  -  ^  {^  -  1)  =  (2m  +  1)  A. 

Daraus  ergiebt  sich  als  Verschiebung  des  centralen  Streifens: 

fA 


oder 

_  ^^ 

Xn    — = 


u,  -" 


1 


51-1! 

\n  J 


Diese  Gleichungen  liefern  uns  ein  Mittel  zur  Bestimmung 
einer  geringen  Aenderung  des  Brechungsquotienten. 

Mit  Hülfe  der  Interferenz  lassen  sich  die  sogenannten  New- 
ton'sehen  Farbenringe  erklären.  Es  besitze  der  einfallende 
Strahl  die  Amplitude  a,  der  reflectirte  ar^  der  hineingehende  ad, 
der  von  der  Unterseite  reflectirte  a  d  p,  endlich  der  an  der  Ober- 
seite austretende  adQÖ,  Sei  femer  z/  die  Dicke  der  Platte,  so- 
wie Xi  die  der  Platte  entsprechende  Wellenlänge,  so  wird,  wenn 
wir  die  Strahlen  von  einer  Ebene  parallel  der  Lamelle  und  in 
der  Entfernung  x  rechnen  und  die  Länge  der  austretenden  Strah- 
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=  ar  cos2 


len  bis  zu  dieser  Ebene  mit  y  bezeichnen,  der  Impuls  eines  oben 
austretenden  Strahles 

=  adgöcos2n\^^^^—\ 
und  des  mit  ihm  zusammenfallenden  oben  reflectirten 

Die  Intensität  des  resultirenden  Strahles  wird 

A^  =  a^  {r2  -^(dQdy-\-  2rdQÖcos  2» -^l 

Nun  ist  aber  (vergl.  Neumann:    Vorles.  über  theor.  Optik, 
Vorl.  IX): 

r2  +  dd  =  1, 
also   unter   Vernachlässigung  yon   r^  (fiir  Glas  und   Luft  ist  r 
=  etwa  Vs)»  so  folgt: 

'       A^  =  ia^r^sin^2n  -^. 

Diese  Formel  gilt  selbstverständlich  nur  für  homogenes  Licht. 
Es  zeigen  sich  daher  Lichtminima  für 

z/  =  2m-^,    ni  =  0,  1,  2,  ..., 


Lichtmaxima  für 


Ai 


^  =  (2m  4-1)^,    m 


0,  1,  2,  .  .  . 


Ebenso  ist  die  schiefe  Incidenz  zu  behandeln.    Sei  i?  der  lo- 

cidenzwinkel,  so  werden  für 

2tn    kl 


J  = 


cosiff  4 


Intensitätsminima,  für 


2  m  +  1     kl 

cos'^        4 


Intensitätsmaxima  auftreten.    (Newton's  Secantengesetz.) 

Sei   9  der  Radius  des  Ringes,  JJ  der  des  Newton'schen 
Glases,  so  ist  die  Dicke 


/l  = 


2R 
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Fig.  28. 


E 


tv 


cos 


§.  212. 

BeagungsarBoheinungen. 

A.  Fraunhofer'sche  oder  teleskopische  Diffractions- 
erscheinungen.  {Dififractionspunkt  und  Lichtpunkt  auf  der- 
selben Seite  des  Schirmes.} 

Sei  D  der  Diffractionspunkt, 
P  der  Lichtpunkt,  A  B  die  Oeff- 
nung.  Ein  Oeffhungselement  da 
in  C  empfängt  einen  Lichtimpuls 
proportional  mit 

und  sendet  in  der  Richtung  DC 
.     it        FC       Cy\, 

Sei  r  die  Zeit,  welche  das 
Licht  braucht,  um  von  aßy  nach 
K  zu  gelangen,  so  wird  die  ge- 
sammte  Bewegung 

PC       Cy] 
k 

Sei  E  ein  willkürlich  angenommener  Punkt  um 

PE=  R,     PE  -^PC=JB 

DE=R\    DE-  DC=JR\ 

so  wird,  wenn  wir  die  constanten  Glieder  mit  %^  bezeichnen,  das 
Integral 

K   I    dw  cos2a  {^  -\ j —r 

Sei  E  der  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems,  dessen  X-  und  Y-Axe  im  Beugungsschirm  liegen,  und 
seien  die  Goordinaten  von 

Pia,  b^  c 

D  :  a\  h\  c' 

Cix,y,  0, 


=»/ 


dw  cos2 


\    T  k  X\ 
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sowie 


a 


Va2  -f  ft»  -|-  c» 


=  cosA, 


=  cosA\ 


6' 


Va'»  +  &'2  +  c'«  Va'*  +  6'»  +  e** 

so  lässt  sich  das  Integral  schreiben 


=  cosB 


=  cosB\ 


wobei 
c 


.   ^      Ix  \cos  A  —  cos  A^  +  y  \cos  B  —  cos  B'\ 


/,  o      IxlcosA  —  cosA']  +  y[cosB  —  cosB'\ 

B.  FresneTsche  Beugungserscheinungen  oder  die 
mikroskopischen  Diffractionserscheinungen.  {Diffirac- 
tionspunkt  und  der  leuchtende  Punkt  auf  verschiedenen  Seiten 
des  Schirmes.} 

Auf  gleiche  Weise  wie  früher  ergiebt  sich 


Fig.  29. 


=kfä 


I 

oder 


wcos2n 


t       PC     CD] 
T        l  i  ) 


FE  —  PC  =  ^4R 
ED-  CD  =  ^B\ 

und   die  constanten  Glieder  gleich  9 
gesetzt: 


='/" 


w  cosl* 


^R  .  JR 


h+=r+  A 


r=  TCCOSd-.P  —  X  Stfl  0" .  Q^ 


wobei 


P=/...».,»(4«+-«] 


«=/" 


IC  sin  2  jr 


^R'\ 


Die  Intensität  wird 

Sei  die  X-Axe  die  Projection  von  PE  auf  den  Schirm, 
Y  im  Schirm  senkrecht  darauf,  Z  die  Verticale  auf  die  Schinn- 
ebene und  die  Coordinaten  von 


so  wird,  wenn 


Optik.  767 

F  :  a  0  c 

D  :  a'  0  & 

C  :  X  y  0, 


=  cosA 


Va^  +  c» 


J=k^  {P2-j-  Q^) 


gesetzt  wird: 

und 

¥  =  J  dwcosj  {xUin^A  +  y^)  j-jj  +  ^j 

Q=^   f  dwsin  ~  (x^sin^A  +  y^)  [-^  +  -^j 

Ri  —  a^  ^  c\     B!^  =  a'2  +  c\ 

Damit  sind  die  zwei  Fundamental-Integrale  für  die  zwei  Arten 
der  Beugungserscheinungen  gegeben. 


§.  213. 

Die  Wellenfläohe. 

1)  Seien  X,  F,  Z  die  Componenten  der  durch  die  Verschie- 
bung eines  Molecüls  erregten  Elektricitätskraft  und  a,  /J,  y  die 
Richtungswinkel  der  Verschiebung,  so  wird: 

X  =  Acosa  -}'  Fcosß  '\-  Ecos y 

Y  =  Feosa  -{'  Bcosß  -{-  Dcosy 

Z  =  Ecosa  -f-  Dcosß  -\-  Ccosy. 

Die  Bedeutung  der  Grössen  A^  B,  C,  2),  £,  F  giebt  die  Theorie 
der  Elasticität. 

2)  Die  Projection  der  Elasticitätskraft  auf  die  Richtung  der 
Verschiebung  ist 

—  P  =  i4  cos'^a  +  Bcos^ß  +  Ccos^y 

-|-  2 Dcosß  cos y  -f-  2  J? cos u  cosy  -\-  2Fcosa  cos ß. 

Denkt  man  sich  von  der  Ruhelage  des  Molecüls  auf  die 
Richtung  der  verschiedenen  Verschiebungen  die  Strecken 

1 

aufgetragen,  so  wird  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte   das 
Elasticitätsellipsoid  genannt.    Sei 
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cosa  =r^  —.     cosß  =  —,     cos  y  =  — , 

so  ist  seine  Gleichung 
Ax'^-Y  -By»+  Gz^  -\-  2Dyz  +  ^Exz-]-  2Fxy  +  1=0. 

Seien  nun  die  Axen  des  Ellipsoids  zugleich  Axen  des  Coor- 
dinatensystems,  so  ist  seine  Gleichung 

a'x«  +  62 yj  _|-  c^z^  =  1. 

In  der  Lichttheorie  Fresnel's  sind  a,  6,  c  die  Fortpflanzangs- 
geschwindigkeiten  jener  Schwingungen,  welche  parallel  den  drei 
Axen  vor  sich  gehen. 

3)  Unter  der  Elasticitätsfläche  wollen  wir  den  Ort  der 
Fusspunkte  der  Lothe  yom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentialebenen 
des  Elasticitätsellipsoids  nennen. 

Ihre  Gleichung  lautet 

4)  Das  EUipsoid,  dessen  Gleichung  durch 

dargestellt  ist,  wird  das  zweite  oder  Ergänzungsellipsoid 
genannt.  Legt  man  eine  beliebige  Ebene  durch  den  Mittelpunkt 
dieses  Ellipsoids,  und  trägt  man  Tom  Mittelpunkte .  aus  auf  der 
Normale  dieser  Ebene  zwei  Strecken  ab  proportional  den  Axen 
der  Schnittellipse,  so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Endpunkte 
die  sogenannte  Wellenfläche,  eine  Fläche  vom  vierten  Grade 
und  vierter  Classe.    Ihre  Gleichung  ist 

(x»  +  y^  +  z^)  [a»a:»  +  Ä^y«  -f  c'jer«]  +  a«6»c» 

=  a:«a2(fc«  -f-  c«)  -f  y^b^ia^  -\-  c«)  -f  j?»c»  (a«  -f  ft*> 

Ist  a  =  6  =  c,  so  wird 

^'  +  y'  +  ^*  =  »*• 

Ist  fe  =  c,  so  zerfällt  die  Fläche  in 

x2  -f  y«  -|-  ;2r9  =  fe« 

a^X^  +  ft2  (yJ  ^  jgr»)  =  a^b\ 

d.  h.  in  eine  Kugel  und  ein  EUipsoid. 

Man  kann  die  obige  Gleichung  auch  übersichtlicher  schreiben 
wie  folgt: 

r»  —  a»  "•   r>  —  6«    '    r«  —  c«  ~ 


rr 
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5)  Man  erhält  für  irgend  einen  Punkt  der  Wellenfläche  die 
Schwingungsrichtung,  wenn  man  den  Radiusvector  dieses 
Punktes  auf  die  Tangentenebene  desselben  Punktes  projicirt.  Die 
Ebene,  die  den  Radiusvector  und  die  Schwingungsrichtung  ent- 
hält, wird  die  Schwingungsebene  genannt. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Lichtes  gegeben  ist  durch 


'=Vl 


wobei  e  die  Elasticitätsconstante  und  d  die  Dichte  des  Aethers 
bezeichnet,  so  kann  man  folgende  Annahmen  machen:  Es  ist 
für  verschiedene  Medien 

e  variabel  und  d  constant    (Neumann) 
oder 

e  constant  und  d  variabel    (Fresnel). 

Im  ersteren  Falle  fällt  die  Polarisationsebene  mit  der  Schwin- 
gungsebene zusammen,  im  letzteren  steht  sie  auf  derselben  senk- 
recht. 

6)  Sei  die  x-Axe  der  Axe  eines  einaxigeu  Krystalls 
parallel,  so  lautet  die  Gleichung  der  Wellenflächen  für  diesen 
Körper: 

x^  -\-  y^  -\-  z^  z=  t2 

a2  x^  -\-  fc2  (y 2  -|-  z'^)  =  a2  hK 

Dabei  ist  h  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
ordentlichen,  a  jene  des  ausserordentlichen  Strahles. 
Seien  n  und  n'  die  zugehörigen  Brechungsexponenteri,  so  wird 

6  =  — ,    a  =T  — ^. 
w  n 

Ist  6  >>  a  also  n  <;  n\  so  nennt  man  die  Kry stalle  attrac- 
tiv  (nach  Biot)  oder  positiv  (nach  Fresnel),  im  anderen  Falle 
repulsiv  oder  negativ. 

Sei  Q  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eines  ausserordent- 
lichen Strahles,  der  um  den  Winkel  A  gegen  die  Hauptaxe  ge- 
neigt ist,  so  besteht  die  Beziehung 

1  l         a2  —  62 


62  n2  «2  62 


sm2  A. 

Bezeichnet  man  mit  «  den  Winkel  zwischet^der  Poiarisations- 
ebeue  des  einfallenden  Strahles  und  dem  Hauptschnitte,  und  mit 

I(  a  •  k  a ,  maihem.  Formelnsaminlang.  49 
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/,  0,  E  die  Intensitäten  des  einfallenden,  ordentlich  nnd 
ausserordentlich  gebrochenen  Strahles,  so  wird. 

0  =  Icos^a 

(Das  Gesetz  von  Malus  oder  das  Gesetz  des  Cosinas- 
quadrates.) 

7)  Sei  ein  zweiaxiger  Krystall  gegeben.     Die  Wellen- 
fiäche  ist  dann  von  der  allgemeinsten  Form.    Sei  noch 

a  >  6  >  c, 

so  wird  X  die  Axe  der  grössten,  y  die  der  mittleren  and 
0  die  der  kleinsten  Elasticität 
Die  drei  Grössen 

111 

a'     6'     c 

heissen  die  Hauptbrechungsexponenten  des  Krystalls. 

8)  Es  giebt  vier  Tangentenebenen,  die  die  Wellenfläche  in 
einer  Curve  berühren,  diese  sind  gegeben  durch  die  Gleichung 

Diese  Curve  ist  ein  Kreis  und  seine  Ebene  steht  auf  der 
optischen  Axe  des  Krystalls  senkrecht  (Innere  conische  Re- 
fraction).  Die  Wellenfläche  besitzt  vier  singulare  Punkte,  für 
welche,  wenn  |,  ly,  t  ihre  Goordinaten  sind, 

Die  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  bilden  einen  Kegel 
zweiter  Ordnung,  dessen  Gleichung 


i»  —  c« 


1,«  + 


+ 


=  0 


ist,  wenn  die  Goordinaten  parallel  mit  sich  selbst  in  den  betref- 
fenden Doppelpunkt  verschoben  angenommen  werden  (Aeussere 
conische  Refraction.) 

Literatur.  Beer:  Einleitung  in  die  höhere  Optik,  IL  Aufl., 
von  V.  V.  Lang,  1882.  V erdet:  Vorlesungen  über  die  Wellen- 
theorie des  Lichtes,  deutsch  von  Exner,  1881  bis  1887.  Ausführ- 
liche Literatur.  Neumann:  Vorlesungen  über  theor.  Optik,  her- 
ausgegeben von  Dorn,  1885.  Neumann:  Vorlesungen  über 
Elasticität,  herausgegeben  von  Meyer,  1885. 
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§.  214. 

Die  Fehlerreohnung. 

1)  Kommt   ein  Fehler  von   der  Grösse  /l  gesetzlich  |)mal 
Tor  bei  n  Beobachtungen,  so  ist 

n 

die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Fehlers  und  man  bezeichnet 
sie  mit  9(^).    Man  hat 

yyt 
wobei   h  das  Maass    der  Präcision  bezeichnet.      Diejenigen 
ganzen   Zahlen  //,  welche  den  Quadraten  der  Grössen  h  propor- 
tional sind,  werden  Gewichte  der  Beobachtungen  genannt,  und 

man  hat 

h^  :  k]  =  gi  :  g^. 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Beobachtungsfehler,  ab- 
solut genommen,  den  Fehler  x  nicht  überschreite,  ist 

z 

yn  J 

0 

setzt  man  hier  h/J  =  t^  so  wird 

t 

w  =  Tj=  I  e-*^dt 
Vn  J 

0 

I 

3)  Der  Fehler,  für  welchen  m;  =  —  ist,   wird   der  wahr- 

scheinliche  Fehler  genannt,  sei  r  dieser  Fehler  und 

hr  = 
so  ist  Q  zu  bestimmen  aus 


\=tJ^'"-- 


Man  findet 

hr  =  Q  =  0,476936276 
und  es  wird 

^  =  ^  — 


r 

49' 
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4)    Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Fehler 
hei  einer  Beohachtungsreihe  vollkommen,  ist 


^^'-m 


h»rj*n 


bei  gleichem  h.     Es  ist  nun  dasjenige  h  das  wahrscheinUchste, 
für  welches  W  ein  Maximum  wird.    Setzt  man 


=v 


so  folgt: 


also 


n 


;  =. .  V2. 


r  =  0,6744897 .  f ,     h  =  0,7071068  • 


1 


Die  Grösse  a  wird  der  mittlere  Fehler  genannt  Es  ist 
dieses  derjenige  Fehler,  welcher,  wenn  derselbe  bei  allen  Beob- 
achtungen begangen  wäre,  dieselbe  Summe  der  Fehlerquadrate 
gegeben  hätte,  als  die  wirklich  stattfindende. 

5)  Die  Anzahl  der  Fehler,  welche  zwischen 

—  und  — i — r- 

r  *"  +  1 

liegen,  ist  bei  n  Beobachtungen  nach  der  Theorie 

n  Itoj  —  tc  j 

\    "^  ^U 

Sollen  die  Beobachtungen  und  die  ihnen  zugetheilten  Vor- 
aussetzungen verwendbar  sein,  so  muss  dieselbe  Zahl  auch  naheza 
durch  die  Beobachtung  erreicht  werden,  sonst  sind  die  Beob- 
achtungen zu  verwerfen,  was  auch  dann  geschehen  muss,  wenn 

r 

Eine  Tafel   für   w  mit  dem   Argumente  —  findet  sich  am 

Schlüsse  dieses  Paragraphs. 

6)  Seien  a«  die  n  Werthe  der  Messung  einer  Grösse  x,  so  wird 

a:  —  «x  =  ^x. 
Seien  femer  hx  die  Präcisionen  und  g^  die  Gewichte,  so  folgt 

Eah^ 2^ag 
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Das  Maass  der  Präcision  ist 
uüd  der  wahrscheinliche  Fehler  von  x 

Für  Beobachtungen  von  gleicher  Güte  ist 
T,  Q  r  0,6744897 

Um  die  wahrscheinlichen  Grenzen  von  iJ,  H  und  b  zu  er- 
halten, hat  man  diese  Grössen  mit 

('  -  Ä)  ""^  ('  +  vi) 

ZU  multipliciren. 

7)    Sind  drei  Winkel  a,  /J,  y  zu  messen,  für  welche  die  Be- 
dingung 

u-\-  ß  -\-y  =  1800 

besteht,  und  man  hat  durch  Beobachtung  die  Werthe 

ermittelt,  so  dass 

ö  =  m  4-  m'  +  m"  z  180^ 

80  sind  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

,     180«  —  6 
CS  =  m  -| 


/3  =w'  + 
y  =  w'  + 


3 

180Q  —  0 
3 

1800  —  6 


3 
8)    Seien  zwei  Constanten  a  und  h  zu  bestimmen,  also 

f  =1  au  -\-  bv. 
Man  hat  zur  Bestimmung  von  a  und  b 

aüuv  +  hHv^    —  U/v, 
iroraus 


774  Feblerrecbnung. 

Sei  h  die  Präcision  der  Beobachtungen  und  H  und  H'  die 
Präcisionsmaasse  der  Constanten  a  und  6,  so  wird 


u 

— 

4' 

/j;««. 

,£«»- 

(2;mi;)« 

r»" 

N» 

^£u*. 

.i't;« 

(2; « t))» 

Sei  r  der  wahrscheinliche  Fehler  der  Beobachtungen,  und 
R,  IV  die  wahrscheinlichen  Fehler  in  der  Bestimmung  von  a 
und  6,  so  wrrtl 

JV-rV  ^''' 

9)  Seien  ^„  ^„  Nj^,  .  ,  ,  Nn  beobachtete  Werthe  einer  Func- 
tion von  s  Variablen  x^^  x^j .  .  .  x,^  also 

iVx  ^=  y*(^n^'2?^3?  •  •  •  ^»h 
und  nehmen    wir  an,  es  sei  n  >>  s,   so  sind  jene  Werthe    von 
a?!,  äTj,  .  .  .  Xs  die  wahrscheinlichsten,  die,  in  die  obigen  Gleichun- 
gen eingesetzt,  gewisse  Werthe  -Mi,  Jtfi,  Jtfj,  .  .  .  liefern,  wobei 

3ix  ^=  jx  (^1)  ^2i  •  •  •  3r,j 
ist,  für  welche  der  Ausdruck 

ein  Minimum  wird.    Dieses  wird  der  Fall  sein,  wenn  wir  die  un- 
bekannten Werthe  XiX^  .  .  .  Xg  bestimmen  aus 


£(K  -  y.)  i^  =  0. 


Wir  erhalten  als  den  wahrscheinlichen  Werth  des  mittleren 
Fehlers  die  Grösse 


~~  ^        n  —  s 
und  als  den  wahrscheinlichen  Werth  einer  Beobachtung 

+  0,67449  \^^MHM. 


Pehlerrecli  nun  g. 

Für  den  mittleren  zu  befürchtenden  Fehler  ergiebt  sich 


775 


^      n(n  —  s) 
und   für  den  wahrscheinlichen  Fehler  des  Resultates 


+  0,67449  y^C^L^l^O!. 

Man  yergleiche  Encke:  Berliner  Jahrbuch  1834,  35,  36. 
Oppolzer:  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung.  Gauss:  Theoria 
motus,  p.  205  etc. 


J 

r 

w 

r 

W 

0.1 

0,054 

2,6 

0,921 

0,2 

0,107 

2,7 

0,931 

0.» 

0,160 

2,8 

0,941 

0.4 

0,213 

2,9 

0,950 

0,6 

0,264 

3,0 

0,957 

0,6 

0,814 

3,1 

0,963 

0,7 

0,3G3 

3,2 

0,%9 

0,8 

0,411 

3,3 

0,974 

0.9 

0,456 

3,4 

0,978 

1,0 

0,500 

3,5 

0,982 

1,1 

0,542 

3,6 

0,985 

1.2 

0,582 

3,7 

• 

0,987 

1,3 

0,619 

3.8 

0,990 

1,4 

0,655 

3,9 

0,991 

1,6 

0,688 

4,0 

0,993 

1,0 

0,719 

4,1 

0,994 

1.7 

0,748 

4.2 

0,995 

1,8 

0,775 

4,3 

0,996 

1,9 

0,800 

4,4 

0,997 

2,0 

0,«23 

4,5 

0,998 

2,1 

0,843 

4,6 

0,993 

2,2 

0,862 

4,7 

0,998 

2,3 

0,879 

4,8 

0,999 

2,4 

0,895 

4,9 

0,999 

2,6 

0,908 

6,0 

0,999 

§.  215. 

Allgemeine  Bezeiolinungen  und  Abkürzungen. 


d  Tag. 
h  Stunde, 
m  Minute, 
s  Secunde. 
0  Grad. 
'  Minute. 
"  Secunde. 

ft  Aufsteigender 
?y  Niedersteigender 

</  Conjunction. 
D  Quadratur. 
cP  Opposition. 

Y  Widder. 

V  Stier. 

X  Zwillinge. 
S  Krebs. 
Si  Löwe, 
np  Jungfrau. 
:G=  Wage. 
Ttl  Scorpion. 
^  Schütze. 
Z  Steinbock, 
sr  Wassermann. 


Knoten. 


Wo  clientage: 

O  Sonntag. 
(*     Montag. 
c?  Dienstag. 
5   Mittwoch. 
'^■  Donnerstag. 
S    Freitag. . 
t)  Samstag. 

0  Neumond. 
(   Erstes  Viertel. 
@  Vollmond. 
3   Letztes  Viertel. 

0  Sonne. 
([  Mond. 
2  Mercur. 
?    Venus. 
J   Erde, 
d*   Mars. 
2|.  Jupiter, 
t)    Saturn. 
$    Uranus. 
^  Neptun. 


{ 


X  Fische. 

Das  Zeichen  v  des  Widders  wird  auch  für  den  Frühlings- 
punkt  (Aequinoctialpunkt)  benutzt,  d.  h.  für  denjenigen  Durch- 
schnittspunkt der  Ekliptik  mit  dem  Himmelsäquator,  in  welchen 
die  Sonne  im  Frühlingsanfang  gelangt. 

Ist  die  Bezeichnung  eines  Sternes  nöthig,  so  gilt 

^  für  Stern, 

49** 


' 


! 


778  Allgemeine  Bezeichnungen  und  Abkürzungen. 

^  für  Komet  (oft  auch  für  einen  Planeten  überhaupt). 
Kleinere  Planeten  pflegt  man  einfach  zu  zählen  und  mit 

®  ®  ®  .  .  . 
zu  bezeichnen.     Das  Namensverzeichniss  findet  man  im  Berliner 
Jahrbuche. 

Es  bezeichne 

h  die  Höhe  des  Sternes, 

z  die  Zenithdistanz,  js  =  90^  —  Ä, 

a  das  Azimuth  (vom  Südpunkte  über  West  von  0*  bis  24* 

oder  0«  bis  360»  zu  zählen), 
<p   die  Pol  höhe  (geographißche  Breite), 

(p*  die  geocentrische  Polhöhe, 
d  die  Declinatipn, 
P,  ND  die  Nordpoldistanz  (vom  Nordpol  aus  von  ()•  bis 

ISO*»  zu  zählen), 
AR^  a  die  Rectascension  (vom  Frühlingspunkte  aus  Ton 

West  gegen  Ost  zu  zählen), 
t  den  Stunden  Winkel  (d.  h.  den  Aequatorbogen  zwischen 

dem  Meridian  und  dem  Declinationskreise;  vom  Meridian 

aus  im  Sinne  der  täglichen  Bewegung,  i  h.   von  Siid 

über  West  zu  zählen), 

0  die  Stern  zeit  (d.  h.  den  Stundenwinkel  des  Frühlings- 

punktes), 
p  den  parallaktischen  Winkel  (d.  h.  den  Winkel  zwischen 

dem  Höhen-  und  Declinationskreise), 
yj  den  Winkel  zwischen  dem  Declinations-  und  Breitekreise 

im  Dreiecke.   Pol  des  Aequators,  Pol  der  Ekliptik,  Stern. 
£  =  90  —  i;, 

s  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
ß  die  geocentrische  Breite, 
X  die  geocentrische  Länge  (d.  h.  den  Winkel  zwischen 

dem  Breitekreise  und  dem  Frühlingspunkte),  von  0*  his 

360^  von  West  gegen  Ost  zu  zählen, 
b  die  heliocentrische  Breite, 

1  n  7,  Länge. 
Für  die  Sonne  schreibt  man 

Äqi  ^»  Ä0  .  .  .    oder  auch  O  Ali. 


r 
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§.  216. 

Orundformeln  für  die  Verwandlung  der  äquatorealen 
Ooordinaten,  in  horizontale  und  umgekehrt. 

t  =  d  —  oc 

Ä  +  ^  =  90« 
sin  Ö  =  sin  q>  sin  h  —  costpcosh  cos  a 
cos  d  sin  t  =  cosh  sin  a 
cos  8  cost  =  sin  hcosq>  -{-  cos  h  sin  fp  cos  a, 

für  logarithmische  Rechnung: 

sin  h  =  mcosM 
cosh  cosa  =  msinM 
sin  d  =  msin((p  —  M) 
cos 8  sin t  =  cosh  sin a 
cos 8  cos  t  =  mcos(<p  —  M) 
U/M  =  ctg  h.  cosa 

.    .  sinM        . 

tot  =  — 7 tTtt  ty a 

''         cos  (q>  —  M)  ^ 

tg8  =  cost.tg((p  -—  31), 

ümkehrung  der  Grundformeln: 

sin  h  =  sin  <p  sin  8  +  cosq)  cos  8  cos  ( 
cos  h  sin  a  =  cos  8  sin  t 
cos  h  cos  a  =  —  cos  q>  sin  8  -f-  sin  q>  cos  8  cos  /, 

oder  tur  die  lugarithmische  Bechnung: 

sin  8  =  n  sin  N 

cos 8  cost  =  n  cos N 

sin  h  =  n  cos  (9  —  N) 

cos  h  sin  a  =  cos8  sin  t 

cos h  cosa  =  n sin  {<p  —  N) 

igN  =  ig  8  sect 

cosN        .   . 

tqa  =  — — 7 iTp:  tat 

•^  sin  {q>  --  N)    '^ 

tgh  =  cosa  .  dg  (tp  —  N). 


780     Qrundformeln  für  die  Verwaudluug  der  äquatorealen  Cuonliuaten. 

Gauss'sche  Formeln. 

cos  V2  ^  sin  Va  («  —  i>)  =  s^>*  Va  *  sin  Va  (y  +  *) 

cos  1/,  ;?  C05  V«  («  —  JP)  =  ^ÖS  Vj  ^  cos  V«  (^  ~  *) 

sm  Va  ^  sin  Va  (<*  +  JP)  =  sm  Va  ^  cos  V«  (9>  +  ö) 
sin  Va  ^  <^os  Va  (»  +  i^)  =  ^öS  Va '  sin  Va  (9  —  *)• 
Differentialausdrücke. 
dh  =  cosp  .  dd  —  cosa  ,  d<p  —  cosS  sinp  .  dt 
cos h  da  =  sinp  .  dd  —  sina sin h  .dq>  -\-  cos 8  cosp  d t 

dd  =  cosp  .  dh  -j-  cost  .  dtp  -\-  cosh  sinj)  .  da 
cosd  dt  =  —  sinp  .dh  -\-  sin  t  sind  .dq>  -\-  cos  h  cosp  .  da. 

Führt  man  z  statt  A,  und  P  statt  d,  so  wird: 
cos  js  =  cosP  cos  ^  -|-  siw  P  sin  if  cost 
sinz  cosa  =  —  cos P  sin if  -\-  sin P cos ^  cos t 
sin  z  sin  a  =  sin  P  sin  t. 

Führt  man  den  parallaktischen  Winkel  p  ein,  so  wird: 
cos  z  =  cosP  cos  if  +  sin  P  sin  i^  cost 
sin  z  cosp  =  .sin  P  cos'^  —  cos  P  sin  ip  cos  t 
sinz  sinp  =  sinif  sint. 

Man  hat  die  Diiferentialformel: 

dz  =  —  cosadtlf  -\-  cosp  d P  -f-  sin ^  sin P dt 
sin  z  dp  =  sinadilf  —  sinp  cos  z  dP  -j-  sin  1^  cosa  dt 
sin z  da  =  sin  a  cos z  dtl^  —  sinp  d P  -(-  sin P  cosp  d t 

Femer  wird: 
sin  P  sin  ^  -(-  vos  P  cos  (p  cost  =  sin  a  sinp  -f-  cos  a  cosp  cosz 
cosp  =  cos  a  cos  t  -\-  sin  a  sin  t  cos^ 
cos z  sinp  =  sin a  cost  —  cos a  sin t  cos  1^ 
sin  t  cosP  =  —  cos  a  sinp  -\-  sin  a  cosp  cos  z 
d^z 


sm^z 


82  a 


=  sin  P  cosp  sin  ^  cos  a 


sin'^  z  -^-j^  =  —  sin  P  sinjj  {2  sin  itf  cos  a  -j-  cos  P  sin  z\ 

sifi'^^'  -TJT  =  —  sintl;  sina  [2sinPcosp  —  cost  sinz] 
d^  t  cot  acotp  ,  cot  a  cot  V 

_____  —  __-_  .-•*-..   COSCC  w  """  ^—  ■*  I 

d  z'^  sin  a  sin  z  sin  ^  sin  P  sin  t 
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Hat  man  für  eine  bestimmte  Polhöbe  viele  Declinationen 
und  Rectascensionen  in  Höhen  und  Azimuthe  zu  verwandeln  oder 
umgekehrt,  so  rechnet  man  mit  dem  Argument  t  die  Hiilfsgrössen: 

sin q>  tgt  =  tgA 

ctg (f  cost  =  tg B 

sin  Btgt  =  ctgq>sinA  =  E 

E  =  tgd' 

C  =  sin  d- 

D  =  cos  ^. 
Diese  werden  folgender  Gestalt  in  Tafel  gebracht: 


in  Zeit' 


A 
als  Winkel 


B 

als  Winkel 


logC 


logD 


lofjE 


I 


In  dieser  Tafel  sind  die  Azimuthe  immer  kleiner  als  180^ 
zu  nehmen,  indem  sie  vom  Südpunkte  entweder  über  West  oder 
Ost  gerechnet  werden.  Für  t  gelten  bei  dieser  Zählweise  fol- 
gende Beziehungen: 

t<:ß^  A,        B,  C,  D,  E 

12*  —  ^  <  e'»     180  —  ^,  —  5,  (7,  D,  E. 

Mit  Hülfe  dieser  Tafel  lassen  sich  sofort  folgende  Aufgaben 
lösen : 

I.    Aus  a  und  8  ist  h  und  a  zu  rechnen. 
Man  bestimmt  sich  t  aus 

^  =  0  —  «. 
Sodann  ist: 

igxi,=  Ctg(B  -f  «j 
st»  h  =  D  sin  (B  -f-  *) 

Man  hat  ferner: 

tgh  =  -^  sinu 

E 


^'^^'~'  cos{B-i-  d) 
tgh  =  cosp  tg(B  -|-  d). 


y%2     Abgeleitete  Formeln  für  horizontale  und  iU|uatoriale  Goordlnsten. 

IL  Das  umgekehrte  Problem.    Als  Argument  der  Tafel 

tnrd  nicht  mehr  der  Stundenwinkel,  sondem  das  in  Zeit  Ter- 

wandelte  Azimutb  genommen. 

Es  ist 

sin d  =  Dsin{h  ^  B) 

t^u'  =  Ctg(h  —  £) 

t  =  Ä  —  u' 

u  =  0  —  Ä  +  ii' 

tgS  =  -^  sinu'. 

(Forodeln  von  Gauss,   mitgetheilt  in    Schumachers   Hülfs- 
tafeln  1845,  S.  135.) 


§.  217. 

Abgeleitete  Formeln  für  horizontale  und  äquatoriale 

Coordinaten. 


Azimuth. 

cos  N  igt 
t(ja=  -r-T ^ 


sin  t 


sin  (^  —  N)       sin  fp  cost  —  costptgä 


sin  a  = 


cos  d  sin  t 
sinz 


cos 


ctg  9  sec  <p  sin  t 
1  —  ctg  9  tgq>  cosi 


sinö 


sm  w  cose  —  stn  d 

s a  = : =  tgw  ctgz  —  - 

cos  (p  stnz  i^  X     cf  cosq)  stn  z 


.   ,,  1  /sin(S  —  (p)  cos{S  —  ^)       1   .  o  c  JA. 

ty  1/3 a  =  1/  — ^^ — o    •   /o       jt\ — ^5  wobei  2  S  =  9  +  *  -i-  x 


cos  S  sin  {S  —  d) 

,„ ./,  „  =  y^n{S-<p)cos(S-z) 
'*  ^  costp  stn  z 


stn 


cos  ^/'2 


.=v 


COS  S  sin  (S  —  8) 


cos  97  stnz 
Zeuithdistanz. 

^  cosa 


sniz  = 


cosz 


cos  d  sin  t 
sina 

cos  (q>  <^^  d)  —  2  cos  tp  cos9  sin^  \/j  t 
sm»  Va  (9  •'^  ö)  -]-  cosq>  oos  Ö  sm*  Vs  '■ 
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Setzt  man 

n  =  sin  Vj  (9  *^^  ö) 


X  =  V'^'V^'^-  sin  V, ^ 


SO  wird 


^  n 


n 


sm  V«  ;sr  = ^?-5 sm  Va  f. 


Stundenwinkel. 

cog  fe  sin  a 

^         m  cos  (tp  —  M) 

cos  h  sin  a 


sin  t  = 


cosö 


mcos (w  —  M)       sin h  —  sin  w  sin 9 

cos  t  = ^^—5 = x 

cos 5  cos q>  cosö 

-l/siniS  -  <p)  sinjS  -  S)  ^,„„  3  S  =  ^  +  «  +  * 
^ '*  ^        cosScos{S  —  e)      '  f    I        1 

sm\',t=  y  cos q>  cosö 

_  '\/sin^/,XH-h)cos^/,(H-\-h)   „enn9-Ä  =  9Q-H 
"  COS  fp  cos  8 

1  /cos  S  cos  (S  —  e) 

cos  lA.  f  =    1/  — ^^ 5 

'  "  COStp  COS  0 

-Ol/-»       cos  (8  —  (p)  —  cosz 
'^  cos (p  cosö 

Parallaktischer  Winkel. 
Ist  cos  (p  cost  =1  s  sin  S 

sin  fp  =  s  cos  S, 

so  wird 

cos  <p  sin  t 

*^^'  ~  scos(d  +  S) 

cos  w  sin  t       cos  <p  sin  a 
$in  p  = T —  =  — -— T — 

'  cos  h  CQS  0 

s  cos  (8  -f-  S)        ros  8  sin  q>  —  sin  8  cos  y  ros  t 
^^^  ^  = ^^ =  T^i 

=  sinip--sin8cosz  ^  ^.^^     sinasint  +  cosa  cost. 
cos  8  $in  z 
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§.  218. 

Orundformeln  für  die  Verwandlimg  der  äquatorealen 
Coordlnaten  in  ekliptisolie  und  xungekelirt. 

sinß  =  —  cos  8  siha,  sin  s  -(-  ^*^* '  ^os  e 
cos  ß  sin  k  =  cosd  ain  a  cos  s  -f-  sin  8  sin  s 
cos  ß  cosX  =  cos  8  cos  «. 
Für  logarithmische  Rechnung: 

sin  8  =  qsinQ 
cos 8  sin a  =  qcos  Q 

sinß  =  qsin{Q  —  s) 
cos ß  sink  =  q cos {Q  —  c) 
cos ß  cosX  =  cos 8  cosa 
Aus  diesen  folgt: 

sm  OS 

.    1         cos(Q  —  b). 
tgk  =  — ^^--;r — ^  tg  a 
^  cosQ        -^ 

tgß  r=^tg{Q—  E)sinX 

Hierzu  kommen  noch  folgende  Proben  (Tietjen,  Borl.  Astr. 
Jahrb.  1879,  S.  2): 

cos{Q  —  g) cos ß  sin k 

cos  Q  cos  8  sin  a 

cos ß  sin  {k  —  a)  =  2q  cosa  sin  —  sin  (Q  —  —  j 

.sm  — 2"^  =  (Z  ^^<^  — Y^  '^»w  2-  cos  \q  -  ~j 

Umkehrung   der  Grundformeln. 

st  H  8  =  cos  ß  sin  k  sin  e  -\-  sin  ß  cos  s 
cos  8  sin  a  =  cos  ß  sin  k  cos  e  —  sin  ß  sin  s 
cos  8  cosa  =  cos  ß  cos  A. 
Für  logarithmische  Rechnung: 

cos  ß  sin  k  =  rcosR 
sin  ß  =  r  sin  R 
sin  8  =  r  sin  (R  ~\-  f) 
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COS  ö  sin  a  r=  r  cos  {R  -j-  s) 
cos  d  cosu  =  cosß  cos  A, 

oder:  "     ig  R  =  ^ 

^  sink 

.  cos  (B  +  ß)  .   . 

tau  =  — ^ — 7^ — ^  tg X 
^  cosR       ^ 

tgd  =  sina  tg{R  -f-  «). 

Man  hat  ausserdem: 

tga  =  cosatgk  —  -^^tgß 

tgX  =  cosetga  +  ^ij  t^  d. 

Dazu  kommen  noch  die  Differentialformeln: 

da  I      •      a   jt    •  <^sß        o 

-—--  =  coss  A-  stns  tgo  stn  a  =  — ^  cos  S 

dk  '  ^  cosd 

da                sins                        sinS 
—--  = -rcos  a  =  —  - 

dß  coßcoso  cosd 

du  .   ^ 

-^-—  =  —  tgo  cosu 
de  ^     ' 

-—  =  sin 6  cosu  =  cos ß  sin S 

dö        cos 6  cosd    .    sins  sind    .  « 

^~a  = Tä 5 —  ^^^ U=  COS  S 

dß  cosß  cosß 

dö 


de 


=  stnu^ 


,    .  •    o         •      cosu         .      C05  A 

wobei  sm  S  =  stn  s =  stn  s  rr 

cos  fi  cos  d 

dk  •      j    />    •    1        cosS         ci 

— —  z=:  coss  —  Stn  etgß  stnk  = 3  cos  S 

du  ^  ^  cosß 

dk  sins  .  sinS 

dd        cos  ß  cosS  cos  ß 

— —  r=z  igß  cos  k 
de         ^^ 

TT-^  =  —  sin  s  cosk  =  —  cos  8  sin  S 
du 

dß        COSS  cos ß       sin s  sin ß    ,    ^  n 

^  = — ^ j-^  stn  k  •=  cos  S 

do  cosd  coso 

dß  .    , 

TT-  =  —  Stn  k. 

da 

Laaka,  math«m.  FormelnMmmliuig.  gQ 


786  Formeln  für  die  Polhöhe. 

§.  219. 

Formeln  für  den  Meridian. 

z  :=  Ö  —  9?  Polarsterne.    Obere  Gulmination 

z  =  ISO  —  {<p  -\-  8)  „  Untere         „ 

z  =  (p  —  d    Südsteme. 

a  =  ^  =  0  Obere  Culmination 

a  =  t=  1800  =  12*    Untere  „ 

a  =  Ö  Obere  „ 

a  =  ö  --  12*  Untere  „ 

tf  >  9     Sterne  culminiren  nördlich  vom  Zenith 
S  =  q>         fi  »  im         „ 

Ä  <<  9         w  rj  südlich    vom       „ 

P  =  q>  —  z    Obere  Gulmination 

P  =  z  —  (p    Untere  „ 

§.  220. 

Formeln  für  die  Polhöhe  (im  Meridian). 


.  nördlich  vom  Zenith 


(p  =  d  -\-  z    südlich  vom  Zenith 

<p  =  d  —  z  obere    Culm. 

tp  =  (180  —  i)  —  z   untere      „ 

(p  =  \/2  {z  —  Zi)  -|-  Vs  (d  -f-  Sj)  für  zwei  Sterne,  von  denen 

der  eine  südlich  und  der  andere  nördlich  vom  Zenith 
culminirt. 

<P  =  V,  (A  +  Äi)  -t-  V«  (-P.  -  P) 

A,  hl  die  Höhen   eines  Circumpolarstems  bei   unterer  und 
oberer  Culmination,  Pi  und  P  die  Poldistanzen  zu  diesen  iSeiten. 

§.  221. 

Culmination. 

Es  bezeichne  J  t  die  Differenz  zwischen  dem  Zeitpunkte  des 
Durchganges  durch  den  Meridian  und  dem  Augenblicke,  wo  ein 
Gestirn  mit  veränderlicher  Declination  culminirt,  so  ist 


I'ormeln  für  L  Vertical.  ^87 

dö     sin{(p  —  ö) 

H  '  cosipcosd  .  13  500  sin  1'" 

^—   ist  die  Declinationsänderung  in  der  Minute. 
dt 

Für  einen  Fixstern  ist  a  die  Sternzeit  der  Culmination  und 

des  Meridiandurchganges. 

§.  222. 

Formeln  für  L  Vertical. 

Setzt  man 

Vsin{q>  -\-  dy=  (i 

Vsin  (q>  —  S)  =  v, 
so  wird: 


tat  = ^    .  ^  tgjS  =  -^T—jr 

^         cos q)  sind  ^          sin o 

UV  ßv 

sin  q)  cos  6  sin  g> 

ta  d  sin  8 

cost  =  ^  cosz  —  '-T—- 

ig  9  sm  tp 


t!f\'-it^^ 


"■'.'=  V|^{^ 


cosw 

cosw 

stnp  =  — f 

^        coso 

UV 

cosp  =  -^—^ 
^        coso 


.  §.  223. 

Formeln  für  die  grösste  Digression. 

Setzt  man 

Vsin  (d  -|-  g?)  =  ^ 

ysin(d  —  (p)  =  Q, 
so  wird: 

50* 


n 
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Fonneln  für  den  Auf-  nnd  Uniergrang. 


igt 


sin  (p  cosd 


tga  = 


cosd 
TV 


stnt  =  — ^^ ,    ^ 
cos  9  sm  o 

cos  t  =  T^ 
tgö 

tgjs  = 


ILO 

cosa  = *-^ 


stn  a  =  — 


cosq> 
cosd 

COSfp 


sinq> 


UQ 

sine  =     ,\ 
stno 


cosz 


s%nq> 
sind 


Die  grösste  Digression  wird  auch    der  stationäre  Äzimuth 

genannt. 

fersten  Vertical       ]  f *  <  V 


Das  Gestirn  kommt  in  {Zenith 


l  grösste  Digression 


wenn 


d>9 


ist 


§.  224. 

Formeln  für  den  Auf-  und  Untergang. 

(Vergleiche  Tafeln  am  Ende.) 
A.    Fixsterne  (d  und  a  constant). 


cos  f (,  - -  —  tgq)  tgd 


cosao  =  — 


sin  S 
cosq> 


'•''  ■'*'  -  y  cos  (q>  +  *)        ^  /«  «0  -   V  tg^U(9Q-v- 


«) 

Der  Stundenwinkel  und  das  Azimuth  sind  wegen  Refraction 
noch  um 

^h  =  j.     .    .  , 

cosip  cosd  stnto 

zJa^  =  %^ .  B    (R  genähert  =  140  See.), 
stna  \     n      .  /, 

wo  ü  die  Refraction  am  Horizont  bezeichnet,  zu  corrigiren. 

Der  absolute  Werth  von  t^  wird   der  halbe   Tagebogen 
genannt. 

Sei  a  die  Rectascension  des  Sternes,  so  wird 


die  Sternzeit  des 


Aufganges 
Unterganges. 
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Ist  —  d  >  90  —  9,  80  gehen  die  Sterne  nie  auf, 
4-*>90^9,   „      „        „        „         „    unter. 

Die  Entfernung  der  Sterne  vom  Ost-  resp.  Westpunkte  im 
Augenblicke  des  Auf-  resp.  Unterganges  pflegt  man  die  Morgen- 
resp.  Abendweite  zu  nennen. 

In  der  älteren  Zeit  unterschied  man  folgende  Aufgänge: 

A.  Den  kosmischen,  wenn  der  Stern  zugleich  mit  der 
Sonne  aufgeht. 

B.  Den  akroniktischen,  wenn  der  Stern  beim  Ein- 
tritt der  Nacht  aufgeht. 

C  Denheliakischen,  wenn  der  Stern  etwas  früher  auf- 
geht als  die  Sonne,  so  dass  er  eben  noch  in  der  Sonnennähe 
gesehen  werden  kann. 

D.  Den  hesperischeu,  wenn  der  Aufgang  beim  Unter- 
gang der  Sonne  stattfindet. 

Für  die  Beurtheilung  resp.  Berechnung  der  historischen  Auf- 
und  Untergänge  hat  man  zu. nehmen: 

Aus  9  und  d  des  Sternes  den  halben  Tagebogen  r,  dann  wird 

öl  =  a  —  r 

ö   =«  +  r 

die  Sternzeit  des  Auf-  resp.  Unterganges. 

Mit 

Ö,  q)  und  £ 

(e  Schiefe  der  Ekliptik)  berechne  man  die  Länge  und  Breite  des 
Zeniths  (ö  ist  =  Rectascension ,  q>  der  Declination  des  Zeniths). 
Seien  diese 

L  und  B  für  Aufgang 

l      ^     b     „    Untergang, 

und  bestimme  für  den  Seh  bogen  A  (d.  h.  die  Anzahl  der  Grade, 
wie  tief  die  Sonne  unter  dem  Horizonte  stehen  muss,  damit  ein 
Stern  bestimmter  Grösse  gesehen  wird)  d.  h.  für 

Ä=  110  +  a;  .  10, 
wobei  X  die  Stemklasse  bezeichnet,  die  Correctionen 

sin  /J  L  =  sin  h  sec  B 

sin  Jl    =  sin  h  sec  h. 

Dann  wird  der  Grad  der  Ekliptik,  in  welchem  die  Sonne 
stehen  muss,  um  die  verschiedenen  Arten  der  Auf-  und  Unter- 
gänge zu  bewirken: 
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Beim  wahren  Aufgang. 

G  =  1>  +  90«:  für   Ortus  cosmicus,  bei  (Petavius 

Üranol.  Lib.  L,  can.  XV)  iüa  6vvmttxxoki\ 
akfid'ivfj  (bei  Ptolomaeus  Sonne  im  wah- 
ren östlichen  Horizont). 

O  =  i  +  90^  4"  "^L:  für  ortus  heliacus    iaa  xQoavaxolti 

q>ouvo(i€vri  (Sonne  h^  unter  dem  öst- 
lichen Horizont). 

O  =  i  —  90<>:      •  für  ortus  acronychus  iöx^gia  övva- 

vuToXrj  aAij^ti/if  (Sonne  im  wahren 
westlichen  Horizont). 

Q  =  L  —  90*  —  z/i:   iönBQia  Bnavatokrj  q)uivoiievt]  (Sonne  h* 

unter  dem  westlichen  Horizont). 

Beim  wahren  Untergang  des  Sternes. 

O  =  ?  —  90<>:  Occasus  acronychus  iönsQia  övyxaza 

dvöig  akfid'Lvfi  (Sonne  im  wahren  west- 
lichen Horizont). 

O  =  1  —  90®  —  ^Jl:      Occasus  heliacus  i^xagta  txtxena 

dvöig  (pouvofiev^  (Sonne  h^  unter  dem 
westlichen  Horizont). 

ö  =  l  -{-  90*>:  Occasus  cosmicus  iipa  övyxata  dvöig 

akti^ivri  (Sonne  im  wahren  östlichen 
Horizont). 

O  =  Z  -|-  90<>  -^  dl\      ifpa  TtQodvöig  q>aivofLSvfi  (Sonne  ä*  unter 

dem  östlichen  Horizont). 

Für  die  Uebertragung  der  auf  1800  bezogenen  a  und  d  eines 
Sternes  auf  eine  Zeit  t  zwischen  den  Jahren  4-  1700  bis  —  2000 
entnehme  man  der  Tafel  VI  die  Argumente 

A    A!    ^ 

für  das  betreffende  Jahr  und  rechne: 

tgS 


t9N  = 


tg(o^'  +  A)  =  tg{a-i-A) 


cos  (a  -f-  -^) 

cos  N 


C08(N-^^) 

tgö'  =  tg{N-^  ^)  cos  (a'  +  A'). 

a'  und  d*  sind  die  Rectascension  und  Declination  des  be* 
treffenden  Sternes  zur  Zeit  t 
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Zur  Controlle  diene: 

cos ö      cos{a  -\-  Ä) cos N 

losW  '  cos («'  -(-  Ä')  "  cos(N  -\-  &)' 

Für  jeden  Stern  S,  dessen  Declinatlon  kleiner  ist  als  die 
Aequatorböhe  des  Ortes,  giebt  es  im  Horizonte  zwei  Punkte  oo' 
von  der  Beschaffenbeit,  dass  der  Fläcbeninhalt  des  Dreieckes  oso' 
constant  bleibt.  (Lexell,  Acta  Acad.  Petrop.  1781,  p.  125.) 
Diese  constante  Fläche  F  ist  gleich 

^ '*  ^tgM90  +  <p-d) 

§.  225. 

Die   Dämmerung. 

Sei 

t  die  Dauer  der  Dämmerung, 

90  -\-  c  die  Zenithdistanz  der  Sonne  am  Anfang  oder  Ende, 
fo  der  Stundenwinkel  der  Sonne  beim  Auf-  oder  Unter- 
gang, so  ist 

—  8m  c  =  sin  <p  sin  d  -f  -  cos  y  cos  d  cos  (tu  -(-  ^). 

Setzt  man  also 

//  =  900  —  9?  +  s, 
so  wird 

sin  ./,  (.  +  *,)  =  ysin^/AH+c)cosMH-cl 

'  '^  ^        '       "^  ^  cos  (p  COS  0 

Die  Dauer  der  kürzesten  Dämmerung  ist  gegeben  durch 

.    ,,  sin^Uc 

sin  Vi  r  = ^-2 — 

cos  q) 

Man  hat  für  diesen  Fall 

sind  =  —  ig  Vä c  ,  sin  fp 

^      '  ^  cosd 

Man  pflegt  liir  gewöhnlich  folgende  Dämmerungen  zu  unter- 
scheiden : 

a)  Die  bürgerliche  Dämmerung  endigt,  wenn  die  Sonne 
sich  6^  unter  dem  Horizont  befindet.  Zu  dieser  Zeit  erscheinen 
die  Sterne  I.  Grösse.    Also  c  =  60. 

Nachstehende  Tafel  giebt  Monat  für  Monat  die  Dauer  der 
bürgerlichen  Dämmerung  für  die  Breite  9. 
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^ 

s 

Februar 

März 

U 

s 

's 

1 
CD 

< 

September 

October 

November 

o 

0 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

1 
m 

m 

m 

m 

42 

33 
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30 

81 

84 

86 

35 

82 

80 

30 

32 

83 

43 

33 

31 

30 

81 

85 

37 

36 

32 

80 

30 

33 

34 

44 

34 

32 

31 

32 

85 

38 

37 

33 

81 

31 

33 

35 

45 

85 

32 

31 

33 

36 

39 

88 

34 

82 

82 

34 

85 

46 

35 

33 

32 

33 

37 

40 

88 

85 

82 

82 

34 

;  36 

47 

36 

84 

82 

34 

38 

41 

'  39 

1  36 

33 

34 

35 

37 

48 

37 

34 

88 

35 

89 

43 

41 

36 

83 

84 

36 

38 

49 

38 

35 

34 

36 

40 

44 

42 

37 

84 

34 

37 

i  39 

50 

39 

36 

34 

36 

41 

45 

43 

'  38 

35 

35 

38 

40 

51 

40 

37 

35 

37 

48 

47 

44 

39 

1 

36 

86 

39 

;  42 

b)  Die  astronomische  Dämmerung  endigt,  wenn  sich 
die  Sonne  18®  unter  dem  Horizonte  befindet.    Also  c  =  IS*. 


Datum 


V 


350 


40« 


450 


50« 


550 


600 


65* 


Januar . 

n 

» 

Februar 
März. 

April 

» 

Mai  . 

n      • 
n 

Juni 

n 
Juli  . 

August 

September 

n 

October  . 

n  • 

November 

» 
December 


1 

16 
31 
15 

2 
17 

1 
16 

1 

16 
31 
15 
30 
15 
30 
14 
29 
18 
28 
13 
28 
12 
27 
12 
27 


h  m 
1,32 
1,30 
1,28 
1,26 
1,25 
1,26 
1,27 
1,31 
1,35 
1,41 
1,45 
1,48 
1,48 
1,45 
1,40 
1,84 
1,80 
1,27 
1,25 
1,25 
1,26 
1,28 
1,30 
1,32 
1,32 


h  m 
1,39 
1,87 
1,34 
1,32 
1,31 
1,32 
1,34 
1,39 
1,45 
1,58 
2,00 
2,05 
2,04 
1,59 
1,51 
1,44 
1,38 
1,34 
1,32 
1,31 
1,33 
1,35 
1,37 
1,39 
1,39 


h  m 
1,48 
1,46 
1,43 
1,40 
1,89 
1,40 
1,43 
1,49 
1,59 
2,11 
2,25 
2,35 
2,34 
2,23 
2,09 
1,57 
1,49 
1,48 
1,40 
1,39 
1,40 
1,43 
1,46 
1,48 
1,49 


h  m 
2,01 
1,58 
1,54 
1,50 
1,49 
1,51 
1,55 
2,05 
2,21 
2,47 
8,45 


8,25 
2,41 
2,18 
2,04 
1,55 
1,50 
1,49 
1,51 
1,54 
1,58 
2,01 
2,01 


h  m 
2,19 
2,14 
2,09 
2,04 
2,03 
2,05 
2,13 
2,80 
8,07 


h  m 
2,48 
2,39 
2,30 
2,23 
2,21 
2,25 
2,41 
3,22 


2,58 
2,27 
2,12 
2,05 
2,03 
2,05 
2,09 
2,15 
2,19 
2,20 


h  m 
8,42 
3.22 
3,08 
2,51 
2,49 
2,58 
3,85 


3,12 

— 

2,38 

3,26 

2,25 

2,56 

2,21 

2.48 

2,24 

2^2 

2,31 

3/H 

2,40 

3,24 

2,48 

3,44 

2,49 

M7 
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§.  226. 

Bereolinung  der  kleinsten  sobeinbaren  Distanz  zweier 

Himmelskörper. 

Man  rechne  Stunde  für  Stunde  die  Distanzen  8  aus 

01  —  a 


ig%=  g     _  g   VCOS  Ö  €08  dl 


s  = 

cosx 

Denkt  man  sich  die  so  erhaltenen  Werthe  in  der  Form 

s  =  So+tJs  +  ^4~2^^  ^*^ 
dargestellt,  so  wird  $  Minimum  für 

Für  dieses  t  kann  man  aus  der  vorhergehenden  Formel  das 
zugehörige  8  berechnen. 

Berechnung  der  Distanz  überhaupt. 

Man  hat 

cosJ  =  cos  P  cosP  -f-  sin  P  sin  P'  cos  (a  —  «') 

oder  auch  

^  \  /sin^  m  sin^  n  -\-  sin*  q  cos^  n 

2         V  cos^m  sin^n  4-  cos^qcos'^n 
wobei 

2m  =  P  +  F 

2g  =  F  —  P 

2  n  =  a'  —  a 

P  ist  die  Poldistanz,  a  die  Rectascension,  oder 

cos  J  =  sin  h  sin  h'  -j-  cos  h  cos  W  cos  (a'  —  a). 

§.  227. 

Bestimmung  von  Poldistanz  und  Reotasoension  eines 
Gestirnes  durob  Messung  der  Abstände  von  anderen. 

Seien 

^3       ^2       ^Z   •   •   •  • 

die  gemessenen  Abstände  der  Sterne, 
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CCi        CC^        03     ...  . 

von  dem  Stern,  dessen 

a  und  P 
bestimmt  werden  soll. 

Setzt  man 

X  =  cosP 

y  =  sin  P  cos  a 

z  =  sin  P  sin  a 
so  wird: 

cos  /i}t  -r^  X  ,  cos  P}^  '\'  y  .  sin  P^  cos  «k  -[-  x?  .  sin  P^  sin  ct^ 

Für  %  =  2,  muss  mau  zur  Bestimmung  von  x,  y^  z  noch  die 

Relation 

rr»  +  y2  +  ;8ra  =  1 

hinzufügen,  sonst  bei  vielen  Unbekannten  wird  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  angewendet. 

Diese  Formel  leistet  wichtige  Dienste  bei  der  Bestimmung 
der  Aequatorealcoordinaten  aus  den  Beobachtungen  alter  Astro- 
nomen, die  zumeist  nur  Distanzmessungen  bestanden. 

Bei  drei  Distanzen  kann  man  rechnen  wie  folgt:    Sei 

Ai  =  sinP^  sinP^  sin(ai  —  Oj) 

Ai  =  sinPi  sinP^  sin(ai  —  063) 

A^  =  sin  P2  sin  Pj  sin  (oj  —  «i) 

Bi  =  sin  Pi  \cos  d^  cos  P«  —  cos  d%  cos  Pj } 
Bq  =  .siwPj  {cos^i  cosP^  —  cos^i  cosPi\ 
B^  =  sinP^  [cos^i  cosPi  —  cos^i  cosP^] 

L    =  £  Ale  cos^k  fc  =  1,  2,  3 

M  =  2J  BkSinajc 
N  =  £  Bkcoso^ 


so  wird 


^P^^YM+E 
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§.  228. 

Bereclinaiig  des  Ortes  eines  Qestirnes   durch 

Allignements. 

(Berl.  Jahrb.  1821,  S.  170,  Bessel.) 

Fundamentalgleichungen  (Theoria  Motus  113,  Gauss): 
0  =  —  tgd  sm(a3  —  «j)  -|-  tgdi  sin(a  —  «2)  +  ^^^«  sm(a,  —  a) 

0  =  —  tgd  sin («4  —  «3)  4*  ^ ^3  ^^^ (^  —  "4)  +  ^9 ^4  ^^^* (^  —  ^) 
oder  wenn  man 

«1  -[-  a,  =  2  .s  «2.  —  «1  =  2  d 

«3   +  «4  =  2  S'  «4   —   «3  =  2  d' 

setzt 

0  =  tgSi  sin (s  —  cc  -^  d)  —^  työ  sin 2d  -{-tgö^  sin{a  —  s  -\-  d) 

0  =  tgö^  sin (s'  —  a  4"  d')  —  tgS sin 2d*  -{-ig ä^  sin («  —  s'  -|-  ^')' 

Setzt  man  nun 

sin(Si  —  do) 
u  sin  V  stn  tv  =  ——. — r-^ — 5; — ^^-^ 

2  sin  d  cos  Ol  cos  dj 

,  sin(d^  "-  A4) 

u  cos  V  stn  %&  =  ^   .     '  '^    ., — i^-r- 

2  stn  d  cos  Ö3  cos  04 

sin(d.  +  ^2) 

M  Stn  V  cos  tv   =  r: T-^—k — ^^ 

2  cos  d  cos  Ol  cos  0^ 


so  wird 


,  siniöx  —  64) 

li  cos  V  cos  W    ==  TT 5^-^^ — 5: ^^-r- 

2  cos  d  cos  03  cos  O4 


ig  ö  =  u  sin  v  cos  {a  —  s  -\-  ir  ) 

=  u  cos  V  cos  (a  —  s'  -|-  to') 
und  weiter 

tg  {«  —  V2 (s  —  t4)-{'S'  —  w')]  =  dg  VqC«  —  w  —  s'-\-to')tg{^6^  —  v). 

Hiermit  ist  tga  bestimmt.  8  ergiebt  sich  aus  den  vorher- 
gehenden Gleichungen.  Hall  giebt  im  astron.  Journ.  Bd.  VHI, 
S.  143  für  06  einen  anderen  Ausdruck: 

{tgdi  sin  02  —  ^^^2  sino^i)  sin(u^  —  a^) 

^  (ig  Si  cos  0^  —  tg  d^  cos  0^)  sin  («4  —  «3) 

i_  (tgS^  sina^  —  tgd^  sin  «4)  sin(u2  —  ^i) 
(tg  Ö4  cos  «3  —  tg  63  cos  «4)  sin  (ag  —  ocj) 
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§.  229. 

Die   Zeit. 

Es  sind 

366  .  24  2201  Sterntage  =  365  .  24  2201  mittlere  Sonnentage, 

,  ^,      ,      .        365  .24  2201       ^  , 

1  Sterntag     =3ee.24  2201       «^'^^«"^^ 

=  0,99726957  „ 

=  Id  —  3'~55',909  Sonnenzeit 

,  ^j  ,  366  .24  2201       ^.,      , 

1  Sonnentag  =  ^g.    ^^^^^^       Stemtage 

=  1,00^273791  „ 

=  1^  -|-  3"*  56',555  Sternzeit 
Sei 

II  =  1,00273791 

und  J^  ein  Sternzeitintervall,  I^  ein  mittlerer  Zeitintervall,  so  ist 

is  =  ^JM  —  JM  ^  0,00273791  I^ 

I^z=lis  =  IS  •_  0,00273043  J« 

Für  die  Verwandlung  der  Zeitintervalle  kann  man  sich  am 
besten  der  Tafeln  I  und  II  bedienen. 
Man  unterscheidet 

0     Sternzeit, 

M  Mittlere  (Sonnenzeit), 

W  Wahre  Sonnenzeit. 

Sei      ^"*  die  Sternzeit  im  mittleren  Mittag,  so  ist 

24fc  ^  3m  55«,909 


0  =  ry~  +  jar 


24* 
24*  -h  3~  56»,555 


oder 


24* 


M={H  -  Ö»«)- 


Ö    =  0«  -f  Mfi. 
Sei  ferner 

Z  die  Zeitgleichung, 
so  ist 

Z=M^  W. 

Die  wahre  Sonnenzeit  =  Stundenwinkel  der  Sonne. 
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Wahre  Zeit  -\-  Rectascension  der  Sonne  =  Stemzeit. 

Sei  femer  ^A  die  Längendifferenz  in  Zeit  vom  Normal - 
meridian  der  Ephemeride  ~|-  westlich  —  östlich,  so  wird 

Ortszeit  =  N  Meridianzeit  —  Längendifferenz 

N  Meridianzeit  =  Ortszeit  -|-  Längendifferenz. 

Sei  ferner  ^A'  der  Betrag  von  ^  A  in  Stemzeitintervall,  so  wird 

A  =  dk'  —  ^Jl  =  Sternzeit  im  mittleren  Ortsmittag  weniger 

Sternzeit  im  Normalmeridian. 

Man  hat  also  nachstehende  Formeln:  Die  für  den  Ort  gel- 
tenden Grössen  seien  mit  dem  Index  o,  jene  für  den  Epheraeriden- 
meridian  mit  dem  Index  n  bezeichnet: 

00  =  0?+//  +  -^. 

d"  ist  die  seit  dem  mittleren  Mittag  verflossene  mittlere 
Sonnenzeitdauer  verwandelt  in  Sternzeitdauer  (Taf.  I): 

Mo  =  [do  -  {ff:  +  A)\. 

Dabei  ist  der  Elammerausdruck  {  }  in  mittleren  Zeitintervall 

zu  verwandeln  (Taf.  II). 

Sei  a,  die  Rectascension  eines  Sternes,  so  ist  der  Stundeh- 

winkel 

t  =  0  —  a, 

also  ist  iür  ^  =  o,  d.  h.  im  Meridian  obere  Culmination 

ö  =  a. 

Bürgerliches  Datum  =  astron.  von  Mittag  bis  Mitternacht 

„  „      =        „       vermehrt    um  11  von  Mitternacht 

Astronomisches  „       ==  bürg,      vermindert  „    iJ       bis  Mittag. 

Beasel  hat  als  Jahresanfang  jenen  Moment  gewählt,  in  wel- 
chem die  mittlere  Länge  der  Sonne  =  280<*  oder  ocq  =  18*40»". 
Er  zählt  in  diesem  Moment 

Januar  0,0 

and  nennt  das  in  diesem  Moment  beginnende  Jahr  das  fingirte 
Jahr  annus  fictus. 

Für  jenen  Meridian,  in  welchem  aus  0  Januar  im  mittleren 
Mittag  die  mittlere  Länge  der  Sonne  gleich  280^  ist,  fällt  das 
fingirte  Jahr  mit  dem  bürgerlichen  zusammen.  Dieser  Meridian 
wird  der  Hauptmeridian  genannt. 

Die  Lage  des  Hauptmeridians  bezogen  auf  den  Pariser 
Meridian  ist  gegeben  durch: 


798 


Die  Zeit. 


k  =  0,289886  +  0,00779967  {t  —  1850) 

-f-  0,000000034424  (t  —  18Ö0)«  —  i/*/ 
oder 

k  =  6'»57»»26',13  +  (ll'»13',8872)  (t  —  1850) 

+  0^,002974  (t  —   1850)2  —  / .  6\ 

da))ei  ist  t   die  Jahreszahl  in  julianischen  Jahren, 

/  der  Rest  der  Division  der  Jahreszahl  durch  4, 
k  die  Lage  des  Hauptmeridians  bezogen  auf  Paris. 

Die  mittlere  Länge  der  Sonne  im  mittleren  Mittag 
zu  Paris  ist: 

Mp  =  18*41*»8»,574  +  1»,84504  {i  —  1850,0) 

+  0»,00000814322  (-| 1850,0)2  —  59^,1 388/. 

Will  man  diese  Länge  für  einen  Ort,  dessen  Länge  z/Jl  von 
Paris  ist,  so  hat  man 

Mi  =  Mp-\-  ^l.  .  9',85648 

wobei  ^A  in  Theilen  der  Stunde  hinzuzufügen  ist. 

In  den  Schaltjahren  gilt  dieser  Werth  für  Januar  1,0. 

Sternzeit  im  mittleren  Mittag  ist  gleich  (der  Rectas- 
cension  der  mittleren  Sonne  =  mittleren  Länge)  corrigirt 
wegen  Nutation. 

Jahreslängen. 

Gregorianisches  Jahr:    365^,24250. 

Jülianisches  Jahr:  365^25000. 

Tropisches  Jahr  (chronologisches,  Kalenderjahr,  astro- 
nomisches Jahr),  Länge  nach  Harkness  (mittleres  tropisches 
Jahr): 

365^242199870  —  0^,0000062124  •  -  ~  ^^^^ 


365''5*48'^46',069  —  0%53675 


i 


100 
1850 


100 


mittlere  Sonnentage.  Das  tropische  Jahr  fangt  nach  Bessel  an, 
wenn  die  mittlere  Länge  der  Sonne  weniger  dem  constanten 
Theil  der  Aberration  (20",48)  den  Werth  280»  gezählt  von  dem 
betreffenden  mittleren  Aequinoctium  annimmt.  Es  ist  dieses  die 
Zeit,  in  welcher  die  Sonne  einen  vollen  Umlauf  in  Bezug  auf 
den  Frühlingspunkt  vollendet.  Die  Länge  des  tropischen  Jahres 
ändert  sich  von  Jahr  zu  Jahr  wegen  der  Nutation  etc.  bedeutend. 
Siderisches  Jahr  (Sternjahr). 


r^ 
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Länge  nach  Harkness  =r  365^,2563578      mittl.  Sonnentage 

=  365^6*9«9',314     „  „ 

=  31558149',314       „  „ 

Anfang  der  Jahreszeit. 

Man  hat 

n  —  L 


n  —  L 


.24\ 


dabei  ist 


n  =  360»  für  den  Frühling, 
n  =    90**    „      ^     Sommer, 
n  =  180<>    „      „     Herhst, 
.      n  =  2700    ^       ^     Winter. 

Ij  und  V  sind  die  Sonnenlängen  der  Tafeln,  die  der  Grösse  n 
am  nächsten  kommen. 


§.  230. 

Refraotion. 

Man  hat  nach  der  Tafel   für  Correction  wegen  Refraction: 
Refr.  =  mittlere  Refraction  (Taf.  XXI)  .  AB^ 
wobei  A  und  B  den  Tafeln  XXII  und  XXIII  zu  entnehmen  sind. 

Einfache  Formeln  für  mittlere  Refraction. 
Refr.  =  hT^nitgz  (bis  45 0) 

_        57-,717^g^ 

"     —  1+0,006364  f(/^^^'^'^"  ^• 
Man  hat 

wahre  Höhe  =  beobachtete  Höhe  —  Refr., 

„       Zenithdistanz  =  „  Zenithdistanz  -f-  Refr. 

Nach  Bessel:  Tabulae  Regiomontande  wird  die  Refraction 
dargestellt  durch 

wo   ußAyk  Coefficienten  sind.    Die  Factoren  ß  und  y  hängen 
vom  Thermometer  und  Barometer  ab. 

Kimmtiefe. 
Sei  X  die  Höhe,  gemessen  in  Erdradien,  so  ist 


tg 


-=VV'. 
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a)    Für  Länge  und  Breite. 

n  ^rr  COR  ß  cofi  l  —  sinp  COR  B  cosL 

tu  k'  =  —  (sin  k  cosß  —  sin  p  sin  L  cos  B) 
^  n  ^ 

tgß'  =  —  cos  l'  {sin  ß  —  sinp  sin  B) 

1 

stnD'  =  —  cos  Ü  cos  ß*  sin  D, 
n 

oder  für 

Wi  =  cos  X  cos  ß  —  sinp  cos  q>'  cos  A 

tgk'  =  —  [sin  k  cosß  —  sin  p  [sin  9'  sin  e  -}-  cosq>'  cos  a  sin  A]\ 


n 


igß'  r=z  —  COS  V  [sin  ß  —  sinp  \sin  <p'  cos  e  —  cos  9'  sin  f  sin  A] 

1  -n 

sinD'  =  —  cos  k*  cos  ff  sin  1), 

Genähert  hat  man 

_        ^9^ 

^y  —  cos(k-L) 

^,_^^_^llcosB__ 

cosß 

ff  —  ß  =—^—. stn  (ß  —  y) 

^        ^  siny  ^       ^ 

T^i       Tx       pDcosB       ,,        ^v 

B*  —I).= 5—  cos  {k  —  L). 

^  cosß  ^ 

Die  Grössen  B  und  L  kann  man  rechnen  aus 

cos  B  cosL  -=  cos  (p'  cos  ö 

cos  B  sin  L  =  cos  9'  sin  Q  cosb  -[-  sin  q>'  sin  s 

sin  B  =  ^  cos  9'  sin  d  sin  s  -|-  sin  q>'  cos  «, 

oder  man  setze: 

M  sin  N  =  sin  q>' 
McosN  =  cos  (p*  sin  0, 


so  wird: 


t9N  =  ^ 


sin  6 

^   ^        cos  (N  —  e)      . 
''  COS  N 

tgB  ^=  tg  {N  —  e)  sin  L. 


I^arallaxe.  ÖO.I 

0  ist  die  Sternzeit  der  Boohachtmif^, 
£  die  Schiefe  der  Ekliptik. 

b)  Für  Azimuth  und  Höhe. 

1 

—  =  rosa  cosh  —  sinp  siv(q)  —  9') 

tff  a!  =  Wg  shf  a  cos  h 

i(fJi!  r=  n>2  cosa'  [sink  —  sin p  ro<i((p  —  <p')\ 
sin  7)'  =  w,  cos  a'  cos  W  sin  J), 
oder  genähei't: 

^  cofffi^p  -  y') 

^  ^  COS  a 

p  sin  (w  —  w')  sin  a 

a  —  a  = ^ 7 — 

cos  h 

j^,  _  j[_  i?f/>cs(y  —  (p')sin(h  —  y) 

sin  y 

jy  _jy__  pDsin{q)  •—  (p')  cosa 

cosh 

Betrachtet    man    die    Erde    als   Kugel    und    setzt   tp  =  (p* 
a  =  a\  so  wird: 

h  —  Ä'  =  ji  cos  h' 

cos  h 

c)  Rectascension  usd  Declination. 

—  =  cosa  cos  ö  —  sin p  cos 6  cos  w' 

tgu'  =  n^  (sin  acosd  —  sinp  sin  0  cos  9') 

tg  d'  =  ns  (sin  5  —  sinp  sin  9')  cos  a' 

sin  D'  =  ns  cos  a'  cos  d'  sin  D, 

oder  genähert: 

t(f  q)' 

^'^  "  cos(a  —  H) 

f  p  cos  qp'     .    ,  ^v 

a'  —  a  =  ' i:-  Sin  (a  —  ff) 

coso  ^ 

ö'  —  ö  =  ^—, — ^  sm  (0  —  y) 

smy 

COSO  ^  ' 

51* 


804  Moiidformelni 

Für  den  Mond  genügen  die  genäherten  Formeln  nicht,  man 
kann  dann  rechnen  wie  folgt:     Sei 

^ Q  sinp  cos  q>'  cos  («  —  0) 

coso 

sin  N  =  Q  sin  p  sin  g?' 
so  wird: 


,                           Q  cos  (p' sinp  sin (a  —  H) 
tg(a  —  «)  =  V2 .^.Ao....  1/   TU- 


cos  Ä  sin^  ^U  M 


,  ^  sin  V,  {8  —  N)  cos  ^/,  (S  +  N)  cos  ja'  -  o) 
^  cos  S  sin^  V2  M 

TV  71       ^f*  ^^^  ^'  ^^  ("'   —  **) 

•^   —  -*'^  •  s — = — tt; — Tir —  • 

cos  0  stn^  \'.2  M 


§.  233. 

Mondformeln. 

Sei  a  die  geocentrische  Rectascension  des  Mondes, 

8  „  „  Declination  des  Mondes, 
s  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes, 

p  die  Aequatorialhorizontalparallaxe  des  Mondes, 

9  V    geographische  Breite  des  Beobachtungsortes. 

Horizontalparallaxe. 

p'  z=p  (l  —  0,00674  sin^tp). 

Parallaxe  in  Rectascension  und  Declination. 

,  sinn' 

a  =  cos  (p        - 


cos  8 


^  ^^  cos  y^  Ja 

,  sinp* 
c  =  sin  cp  —-;-—- , 

so  ist: 

a  sin  t  -\-  -:t  sin  2t  -\-  -^  sindt  -]-  -  -  '\ 


Sin 


\ 


sin  \".J8  =  —  Usin{h  -  d)  -f-  ^  sin2{J)  —  S) 


-\-%  sinZQ)  —  S)  -! \ 

t  ist  der  Stunden  winkol  des  Mondes. 


oder 
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Zenithdistanz  und  der  parallaktische  Winkel. 

Sei  z  die  Zenithdistanz, 

^  der  parallaktische  Winkel, 

cos  z  =  sin  <p  sin  d'  -|-  cos  fp  cos  Ö'  cos  t' 

tyx  =  cost'  ctgd' 

.    ..,  sin  (x  +  9) 

cosz  =  stno' ^^ — ■ — ^ 

cosx 


sm  q  =  cos  9  — : 


sin  V 


sm  z 


oder 


"wobei 


1  A  11       s?'nw 


Ujy  =  cos(p  cost\ 

ö'  und  if  sind  die  wegen  Parallaxe  corrigirten  Wertbe  von 
d    und  t, 

§.  234. 

Aberration, 

a)  Tägliche  Aberration. 

a'  —  a  =  0",322  cos  (p  cos  (Ö  —  a)  sec  8 

S'  —  d  =  0",322  cos  (p  sin  (0  —  a)  sin  ö 

0",322  =  Lichtzeit  X  Sonnenparallaxe  X  15  X  / 

_  3CG  .  2422 
•^  ""  305  .  2444 

A'  —  A  =  --  0",343  cos  (ä'  —  A)  src  ß 
/J'  —  /J  =  —  0",343  sm  (ä'  —  A)  sm  /J 
ä'  =  2800  21' 21"  +  ßlVO  r^o  —  1850) 
^0  die  Zeit  in  julianischen  Jahren  seit  1850. 

b)  Jährliche  Aberration. 

cc'  -.-  a  =  —  20",445  {sin  O  sinn  -\-  cos  Q  cosoc  coss]  secd 

—  0",000931  sin  2  (O  —  a)  sec^  ö 

d'  —  ö  =  -{'  20",445  \{sin  a  sind  cos a   —  sin  d  sin  f]  cos  O 

—  cosa  sin  ö  sin  O]  —  0",0004()r)  cos  2(ö  —  a)t(jö 
A'  —  A  =  —  20",445  cos  (Q   —  A)  sec  ß 

—  0",0010133sin2(G  —  A)scc«/3 
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Fär  Pole  nicht  zu  naher  Sterne  hat  man: 

«e  =  «r  +  \m'  («  —  T)}  -f  W  {t  —  T)  sinoitgSi 
di=  dT+  {n"  (t  —  T)}  cosoci, 
Ol  und  dl  sind  genäherte  Werthe  für  die  Epoche 

*+  T 


tn  und  n  haben  die  vorher  angeführte  Bedeutung  und  sind 

e-f  T 


ebenfalls  für  die  Zeit 


zu  nehmen,    m',  n',  n"  können  fol- 


gender Tafel  entnommen  werden. 


T 

1 

Wl« 

logn* 

log  it" 

1800 

3^06968 

0,126146 

1,302238 

1810 

6987 

6128 

2219 

1820 

7006 

6109 

2200 

1830 

7025 

6090 

2182 

1840 

7044 

6072 

2163 

1850 

7063 

6053 

2144 

1860 

7081 

6034 

2125 

1870 

7100 

6015 

2107 

1880 

7119 

5996 

2083 

1890 

7138 

5978 

2069 

1900 

7157 

5959 

2050 

Analoge  Formeln  erhält  man  für  A  und  ß  und  zwar  wird, 
wenn  ki  und  /J,  analog  den  Werthen  für  die  Mittelepoche  gelten: 

A^  =  Ar  +  {?  4-  Ä  tgß  cos(k^  —  J7)}  (t  —  T) 

ß^  =  ß^—Tt  sm(Ai  —  77)  (^  —  T), 


T 

l 

n 

n 

1800 

50",22336 

0",47982 

172032' 4y' 

1810 

2562 

976 

38  17 

1820 

2788 

969 

43  46 

1830 

3013 

963 

49  15 

1840 

3239 

956 

54  43 

1850 

3465 

950 

173«  0  12 

1860 

3691 

943 

5  41 

1870 

3917 

937 

11  9 

18H0 

4143 

930 

16  38 

1890 

4368 

924 

22  7 

1900 

4594 

917 

27  36 

PolbeBtimmung  für  beliebige  Epoche.  809 

In  den  Katalogen  findet  sich  gewöhnlich  die  jährliche  Prä- 
cession  nebst  der  Variatio  Saecularis  angegeben.  Bezeichnet 
man  die  erstere  mit  p,  die  letztere  mit  v,  so  ist  die  Eeduction 
wegen  Präcession: 

„,  =  „^^  p(t  -  T)  +  V  (i^^' 


S,  =  8,^pit-T)  +  v(i^ 


3 


Die  Variatio  Saecularis  entsteht  durch  Multiplication  nach- 
stehender Ausdrücke  mit  100: 

^J  =  m'  ^n'tgd  sinu  +  st»  1"  {n^sin^  a(Va  +  tg^d) 

-|-  mntgd  cos  «} 
,       '=  n' cos  a  —  sin  1"  {n^ sin^ atgd  -(-  mn  sin «} . 

§.  236. 

Polbestixnmung  für  beliebige  Epoohe. 

Bezeichne  a  und  S  die  Declination  und  Kectascension  des 
Weltpols  zur  Zeit  ty  bezogen  auf  den  Aequator  und  das  Aequi- 
noctium  to^  sowie  s  und  Cq  die  diesen  Zeiten  entsprechenden 
Schiefen  der  Ekliptik,  so  ist: 

cos  8  sin  a  =  sin  s  cos  Bq  cos  l  —  cose  sin  Bq 
cos  8  cosa  =  sin  b  sin  l 

sin  8  =  sin  b  sin  Bq  cos  l  -^  cosb  cos  Bq, 

l  bezeichnet  wie  vorher  den  Betrag  der  allgemeinen  Prä- 
cession. 

Man  kann  auch  nachstehende  Näherungsformeln  verwenden: 

tga  =  —  cos «ü  tg  Va ? 
sin  Bq  sin  l 


cos  8  = 


cosa 


§.  237. 

Nutation. 

Sei    Q  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens, 

ö  n        r»       der  Sonne, 

<l  yi        n       des  Mondes, 

P@  „         „        des  Perihels  der  Sonne, 

P^  „         „       des  Perigäums  des  Mondes, 


810  Nutatlon. 

80  ist  nach  Harkness: 

^A  =  —  [17",2463  +  0,0001732  (i  —  1850)]  swQ 
4-  [  0",2070  +  0,0000002  (t  —  1850)]  sin  2  Q 

—  [  1",2642  4-  0,0000012  (<  —  1850)]  s»n  2© 

—  [  0",2043  +  0,0000002  (t  —  1850)]  sin  2  d 
-\-  [  0",1273  4-  0,0000001  («  —  1850)]  sin  (O 
+  [  0",0686  -f  0,0000001  («  —  1850)]  s»n(([  - 

—  0",0339  sin{2([  —  €l)  —  0",0261  sin (3  ([ 

—  0",0213  sin(0  +  P®) 

Jez=-j-  [9",2205  +  0",0000090(<  —  1850)]  cos  ft 

—  [O",0899  —  0",0000005  (t  —  1850)]  cos  2  Q 

+  [0",5486  —  0",0000029(e  —  1850)]  cos  2© 

+  [0",0886  —  0",0000005  {t  —  1850)]  cos  2  ([ 

-f  0",0181  cos  (2  ([  —  ß). 

Die  Zahl 

9",22054  +  0",00859 

wird  die  Nutationsconstante  genannt. 

Setzt  man : 

.  du     ...    da    ^      , 


-p®) 


und  beachtet, 

dass 

See 



COS  B  -\-  sin  e 

tgd 

sin  a 

da 
ds 

—  cos  atyd 

dS 

— 

cos  a  sin  s 

■ 

dd 

ds 

•        ■ 

• 

sin  a 

• 

•     •     ■ 

so   erhält  man   die   Formeln   für   Ja  und  Jd.    Von  ihrer  An- 
führung nehmen  wir  Abstand. 


Bternreduction.  811 

§.  238. 

Stemreduotion. 

A.  Auf  den  Jahresanfang.    Durch  die  Präcessionsformeln. 

B.  Ad  locum  apparentem. 

Sei  t  die  Zeit  seit  dem  Jahresanfang,  so  hat  man  als  Cor- 
rection  für  Präcession: 

dai  =  t{m  -f-  ntgdsina) 

dSi  =  tn  cos  a, 

und  Correction  für  Nutation: 

d Oa  =  cos  €  z/  A  ~f-  (sin  e  sin a  ^  X  —  cosa/i  B)ty8 

dö^  •=  sin  B  cosaJ  k  -\-  s^in  a  J  b. 

Fasst  man  beide  Formeln  zusammen,  so  folgt: 

da  =  t{fn  '\'  ntgS  sinci)  -]-  cosB  ^X  -{-  sin b  sin atgdJX 

—  cosatgö  J  € 
d5  =  tncosa  -\-  sin  b  cosa  ^ X  -\-  sin a  /l  b. 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  schreiben  wie  folgt; 

Sei  im  -{-  cosb  AX  =:  Am  -{-  E 

tn  -\-  sinB  JX  =  An 

B  =  —  Jb 

C  =  —  ncosQ  cos  b 

2)  =  —  n  sin  O 

a  =  m  -\-  n  tgS  sin  « 

J  =  wcosa; 
ferner: 

b  =  cosatgd         V  •=  —  sin  tf. 

c  =^  cosa  sec  d        d  =  tgB  cosS  —  sin  a  sin  d 

d  =  sin  a  sec  d       rf'  =  cos  a  sin  Ä, 

M  und  m'  die  jährliche  Eigenbewegung,  t  die  Zeit  seit  Jahres- 
anfang in  Theilen  des  Jahres,  so  wird:    . 

«app  =  octned  -\-  tm  -\-  Aa  -\-  Bh  -{-  cü  -\-  Bd  -\-  E 
8app  =  «med  +  t m'  +  A ci'  +  JB 6'  +  c  C  +  Bd\ 
Setzt  mau  noch: 

f=m''A-}-E 
gcosG  =  n"  A  h  sin  H  =  C 

gsin  G  =  B  hcosH  =  B 

i  =  CtgB^ 


8 1 2  StemreducUoD. 

SO  wird: 

dapp  =  d„ud  -h  t  rn'  -\- g cos{G -{-  a)  -\-  h cos (i/+  «) sjh d  +  * cosi. 

Diese  Grössen  können  den  Ephemeriden  entnommen  werden. 
Dazukommen  noch  die  Correctionen  wegen  Fixsternaberration: 

^  a  =r  7*0  sin  (Ho  -(-  a)  sec  d 

J8  =  h^  cos  (Ho  -\-  a)  sin d  -(-  *o  ^^^  ^ 

%  Ao  //o                      fo 

1800          9,534  351,30  _  o,022" 

1850          9,534  350,5«  —  0,024" 

1900          9,534  349,70  —  0,026". 

Diese  letztere  Correction  wird  nicht  angewendet,  weuü  die 
Beobachtung  bereits  durch  Verminderung  der  Beobachtungs- 
zeit um  die  AbeiTationszeit,  sowohl  für  die  Fixstern-  als  auch 
für  die  Planetenaberration  corrigirt  wurde.  In  diesem  Falle 
fallen  auch  die  Grössen 

h  sin  (H  -\-  a)  scc  d 
h  cos  (H  -f-  a)  sin  d  -\-  i  cos  8 
weg  und  man  hat: 

ctapp  =  oc»ied  -{-f  +  9  sin(G  -\-  a)f(jd 
Sapp  =  S„ied  -{-  9  cos  (G  -}-  a). 
Bei  den  Polsternen  rechne  man  nach  diesen  Formeln: 

z/a  =  dapp  —   CCmed 
^S  =  dapp  Stnedi 

Südann  wird: 

z/a  arcl" 


^0  (^»PP  —  ^>ned)  = 


l  —  tgS  .  dSarcV 
Sapp  —  S„u.a  =  JS  —  ctg Ö  ig  1/2 ((^app  —  ccmed) . ^ iirc  1", 
oder  bis  auf  die  Glieder  zweiter  Ordnung  genau: 

««pp  —  o^med  =^^€c-\-tgd.^u.^d  arc  l" 
Sopp  —  *med  =  /i/ 6  —  V2 iff S  .  Ja^ arc  1". 
(Vorgl.  Fabritius,  Astron.  Nachr.,  Nr.  2073.) 

Sternkataloge.  (In  der  Klammer  officielle  Bezeichnungs- 
weise in  Beispielen.) 

Argelander:  Bonner  Durchmusterung  (DM  -f-  3,2413*), 
Sterne  von  —  2®  bis  -f-  90^  bis  9,5.  Grösse.  Abgerundete  Posi- 
tionen («  auf  1«,  d  auf  Zehntel  einer  Bogenminute),  fortgesetzt 


2eitbestinuuüng  aus  iJoheii.  Bl3 

von  Schöllfeld,  Sterne  —  2"  bis  —  23^    Nach  diesen  Katalogen 
^Tirden  die  sogenannten  Bonner  Sternkarten  gezeichnet. 
Diese  Durchmusterung  bildet  die  Grundlage  der: 
Kataloge  der  Astronomischen  Gesellschaft.  (Enthalten 
Revision  der  Durchmusterung.) 

d + 80«  bis  -f  750  Kasan  -f  20«  bis  -f- 1 5«  Gap  d.  g.  HoflFnung 

+  750  „   -f'^OoDorpat  -fl-^®  V  +   5<* Leipzig 

+  700  „   -f^öoChristiania  -f   50  „  -j-   l^Albany 

+  65»  „   4-550  Gotha  -j-   1^  «  —   2oNikolajew 
550  „   +  500  Cambridge  U.S.  —   2»  „  —   Ö^Strassburg 

50«  j,   -i-^OOBonn  —   6«  „  —  10«  Wien,  Ottakring 

+  400  „   -fSöoLund  —  lO»  „  —  14«  Cambridge  U.  S. 

+  350  „   +300  Leiden  —  140  „  _  18«  Washington 

+  300  ^   +  250-Cambridge  E.  — 180  „  —  23^\lgie^ 
+  250  „   +200  Berlin 

Wichtigere  Kataloge. 

Schjellerup        (Sj  4140      )  Stjernefortengnelse  —  I50  bis  +  W- 
Weisse  (Wj  10*,962)  Positiones  mediae  —  150  „   + 150 

(W,  11^,371)         „  ^       +150  „  +450 

Seeliger  (M^  1213      )  L  München. Stern w.  +  l 50  „    —  12oi) 

(M3321       )IL      „  „       +250  „   -250 

Paris  (Par.  13605)  In  allen  daselbst  sichtbaren  Declin.  2) 

Rümker  (Rü  517      )   „      „  „  „  „ 

Copeland  &  Borgen  Göttinger  Katal.  —  Oo  bis  —  P 
Johnson  &  Main  Radcliff  „    alle  das.  sichtb.  Declinat. 

Grant  (Gl  2940)  Glasgow  „     alle  das.  sichtb.  Declinat. 

§.  239. 

Zeitbestimmung  aus  Höhen. 

Grundformel: 
1 ,        .        sin  h  —  sin  w  sin  8 

l)  cos  t  = ~ 

cos  (p  cos  0 
Differentialformeln : 

2}    dt  = : (möglicher  Fehler  in  der  Höhe). 

stn  a  cos  9  ^ 


^)  Enthält  die  L am ont' sehen  Kataloge. 
*)  Revision  der  Lal  an  de 'sehen  Kataloge. 


du  S^eitbeBtimmting  aus  fiöheü. 

Es  wird 


f=    Ol 


oder  6 


=  0 
=  90» 


,,  [Min.  f=  90«  1     , 

"Mw      ,  wenn  a  .^     ,      ,o/^A}oderop 

iMax.'  I—    0^  oder  180»/  ^ 

ist. 

3)  dt  = ?^ —   (möglicher  Fehler  in  der  geogr.  Breite). 

cosq)  tga  ^     ^  ^ 

Hier  wird: 

dt  =  0,    wenn  a  =  90» 

df  Max.,       „     rt  =  00,  180« 

dti:^dq),      „      ctga  ^  cos(p. 

---  ^ 

4)  df  = ~np^  (möglicher  Fehler  in  der  Declination). 

Hier  wird: 

dt  ==  0,    wenn  p  =  90« 
dt  Max.,       „     p  =  0\  ISO» 

d  ^  <:  rf  d,      n     ctg  p  ^  cos  d. 

Man  erhält  aus  der  Formel  1)  den  Stunden winkel.  Sodann 
ist  die  Sternzeit  der  Beobachtung 

Ö  =  ^  -f  a. 

Hat  man  die  Sonne  beobachtet,  so  giebt  t  unmittelbar  die 
wahre  Sonnenzeit. 

Beispiele  in  Albrecht  und  Vierow's  Lehrbuch  der  SaTi- 
gation,  §.  135  sq.  Vergl.  Jordan,  Grundzüge  der  astronom. 
Zeit-  und  Ortsbestimmung,  §.  13,  S.  56.  Melde,  Astronomische 
Zeitbestimmung,  Gap.  X,  S.  416. 

Man  kann  auch  nach  folgenden  Formeln  rechnen: 

sin  V,  t  =  \/sinV,(.-f-<p-S)sim/,i.-^  +  ö) 

'  ^  COS  ^  COS  0 

oder  setzt  man: 

sin  w  sin  5 

tgco  = ^ , 

^  sin  e 

so  wird: 

1      cos  (z  +-0)) 
COSt  = ^^ ■ — 5r^- 

cos  G)    COS  q>  coso 

Specialfälle. 

1)Ä  =  0  cost  =  —  tg^tgS 

t  ^  6*,  je  nachdem  q>  und  *  1       i  •  u  }  ^^» 


r 
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2)  g>  =  0  cost  =  ^^  t  <  6* 

3)  «  =  0  eost  =  ^^  t  <  6* 

5)  9  =  0    4  =  0         cos  f  =  sm  Ä 

6)  9  t=  0    A  =  0    *  =  0    cost  =  0  t  =  6\ 


§.  240. 

Zeitbestimmung  aus  mehreren  Zenithdistanzen. 

Man  hat  für  die  Zeuithdistanz : 

dz  =  cosip  sin adt 

.         .^    ,    cos  w  sin a  cos u  cos p     ^^t 

jd z  =  cos  cp  s^n  a  /It  -\ r— ; •  -— r— ' 

^  smt  2 

Schreibt  man  diese  Formel  wie  folgt: 

..         ,\    X    cosw  sin  a  cosa  cosp  ftjt  —  fo)^ 
Zt  —  -?o  =  Cös 9  stna(ti,  —  to)  H -r-r ^  ^^ — ^ — ^ 

Stfl  V  Ji 

und  summirt  über  alle  n  Beobachtungen,  also 
V  (i'fc  —  ;?y)  =  cos  (p  sin  a  v  (ffc  —  ^o) 

j_  cos  9  sin  u  cos  a  cosp     ^^  (tk  —  /q)^ 

and  dividirt  durch  n,  so  ist: 

Zo  =  cos  Q>  stn  oc  ( fo ) 

n  ^  \  n  / 

,    cos  (p  sin  a  cos  a  cos  p     -^  (tk  —  U^ 
'  sint  ^       2n 

Man  hat  also: 

2  -2^fe    ,     l   cos(p  sin  a  cos  a  cosp  ^. , .        , .  . 

Diese  Formel  giebt  die  Verbesserung  der  Zenithdistanz  für  die 
Mitte  der  Zeiten. 
Man  hat  femer: 

i;  ^fc    ,     1    cos  a  cosp      .  . 

^«  =  IT  +  2li      sint       -^^'  -  '«^  • 

Diese  Formel  giebt  die  Verbesserung  der  Zeit  für  die  mittlere 
Zenithdistanz. 
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§.  241. 

Zeitbestimmung  aus   oorrespondirenden  HölLen 

desselben  Sternes. 

Seien  i*  und  m'  die  ührzeiten  bei  gleichen  Höhen  desselben 
Sternes,  sowie  g  der  tägliche  Gang  der  Uhr,  so  ist  für  einen 
Fixstern  die  Uhrzeit  der  Culmination: 


U=y,[uJr^h  +  '^^9] 


Vergleicht  man  diese  Uhrzeit  mit  der  Culminationszeit,  so 
erhält  man  unmittelbar  die  Zeitcorrection. 

Hat  man  aber  die  Sonne  beobachtet  (den  Mond  beobachtet 
man  zu  diesem  Zwecke  nie),  so  muss  noch  die  sogen.  Mittags- 
verbesserung angebracht  werden. 

Sei  fi  die  Declinationsänderung  der  Sonne  in  48  Standen,  in 
Bogensecunden  ferner 

t  =  V,  («,  _  «)  (i  +  ^), 

so  wird  die  Mittagsverbesserung  in  Zeitsecunden : 


■'"=4 


^v  +  t:7Z  *9^ 


sin X    ^  ^    '    igt 

Hat  man  Nachmittags  und  dann  am  folgenden  Tage  Vor- 
mittags beobachtet,  so  ist  die  Mitternachtsverbesserung: 


dü  = 


ii    12^»  —  r 


{+^^^-^^ 


720         r         [  ^    sinv  ^  ^        ig 

Hat  man  nicht  correspondirende,  sondern  nur  nahe  correspon- 
dirende  Höhen  beobachtet,  dann  ist,  wenn  h  die  Vonnittags 
und  h'  die  Nachmittags  beobachtete  Höhe  bezeichnet,  noch  an  « 
die  zweite  Correction 

diu   =   Vso    : 

cosip  stna 
oder 

,,     {h!  —  h)  cos  h' 
COS  <p  cos  ö  sin  t 
anzubringen.    Man  muss  trachten,  dass  W  —  h  nicht  allzu  grckss 
werde,  sonst  wird  diese  Correction  illusorisch. 
Die  Mittagsverbesserung  für  r  =  0  ist: 

^j^  ft  .  206  265  ..  .  ;., 

^^^  =  -15X3600^^y-^^> 


Zeitbestimmung  aus  correspondii*enden  Uölien.  817 

Diese  Orösse  niuss  man  zu  der  Zeit  der  grössten  beobtichteteu 
Höhe  hinzufügen,  um  die  Zeit  der  Culmination  zu  erhalten. 
Setzt  man  also: 

Sin  t  tyz 

so  wird  die  Mittagsverbesserung  in  Zeitsecunden 

^'''  =  7!)  ""^^^*^  +  ^^*^*^• 
Analog  erhält  man  lür 

12  —  r        r  .  12  —  r       r  ,, 

.  -_ ^=:  A  .  „^  :=^  ß 

T        .  Hin  X  T  tgo 

die  Mitternachtsverbosserung  in  Zeitsecunden 

ylu'  =  ^{Atgip-]it!,ö). 

Danach  sind  die  Tafeln  VII  gerechnet. 


8.  242. 

Zeitbestimmung  aus  oorrespondirenden  Höhen  ver- 
schiedener Sterne. 

Man  beobachtet   gleiche  Höhen  zweier   Sterne  in   Ost  und 
West     Sind  dann: 

die  beobachteten  Uhrzeiten  .    .    .    ,    T  T" 

die  wahren  Sternzeiten //  fr 

die  gemeinsame  Höhe        h  7i, 

so  wird,  falls  man  an  einer  Sternzeituhr  beobachtet  liAtte,   die 
Uhrcorrection 

^T^o'  —  r  =  ir  -  T\ 

Setzt  man  in  den  bekannten  Gleichungen: 

s/n  h  =  sin  q)  sin  d'  -f-  cos  fp  cos  ö'  cos  («'  —  0' ) 
=  sintp  sind"  -{-  cosq>  cosö"  €os{0"  —  a") 
f  =  d  +  £  a'  —  0'   =  f  +  r 

["  =  «_£  fr  —  cc"  =  t  ^  r, 

so  ergiebt  sicli: 

sin  t  sin  r  -\-  ig  €t(/ö  cos  t  cos  r  =  ig  e  tg  q). 
Führt  man  eine  Hülfsgrösse  m  ein,  so  dnss 

tg  m  =  ig  e  ig  ä  coig  t, 

LAdka,  matbeni.  FomielnBamiuluiift-  52 
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»r« 


wobei 


2  2 

so  folgt: 

stn  (r  -\-  7)1)  =  ^—~--    -  cosm. 

sw  t 

und  hieraus: 

Die  Declinationsuiiterschiede  beider  Sterne  sollen  nicht  mehr 
als  40  betragen,  auch  sollen  im  Moment  gleicher  Höhen  die 
Sterne  ein  Azimuth  haben,  welches  nicht  kleiner  als  i  30*"  ist 

Methode  von  Zinger.  Vierteljahrsschrift  für  Astronomie 
1874,  S.  lo5. 

§.  243. 

Zeitbestimmung   zweier  Sterne  in  demselben 

Vertical. 

(Schumacher,  Hölfstafeln,  S.  124.) 

Man  wählt  einen  südlichen  und  einen  Polstern.  Die  accen- 
tuirten  Buchstaben  gelten  für  den  Polstern. 

Seien  TT'  die  Durchgangszeiten  und  a  das  Azimuth  des 
Verticalkreises  von  Süd  über  Ost  gerechnet,  ferner  ^  T  die  Uhr- 
correction  in  Bogentheilen,  so  ist: 

für  den  Südstern 

^  =  T  —  «  -+-  ^  T  =  Ö  -  «, 

für  den  Nordstern 

V  =  T—  a'  +  z/  r  =  /y  +  f , 
also 

£  =  1/3  {T  -  T)  -  h',  («'  -  «) 

0  =  i/,(r  +  T)  -  VaC«'  +  «)  +  ^T. 
Bestimmt  man  die  Hülfswinkel  A  und  B  aus  den  Gleichungen 

K  sin  k  = ^^ 

C0S6 

^        ,        sin  (ö'  —  ä) 
E  cos  A  = ^^-: ^, 

SUI  6 

so  findet  man  (f  aus 

sin  (A  —  0)  ^=z  —  tyq)  cos  d^  cos  d, 
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und  ^  T  aus  der  Gleichung: 


^T=ti  -  >, ,  (T  +  T)  +  1/,  («'  +  «) ; 

femer  wird: 

tg  a  -  0) 

sin  q) 


§.  244. 

Zeitbestimmung  im  Meridian. 

Zenithdistanz  für  die  Einstellung. 

Südsterne:    z  =  q)  —  8, 

r,  1   .  (obere    Culraination  z  =  ö  —  qp 

Polsterne:  l     ^  ^^^„  ^    ,      ,    ^. 

[untere  „  z  —  ISO^  —  (9?  +  ö). 

V  =  Neigung  der  Drehungsaxe  gegen  den  Horizont;  positiv, 
wenn  das  Westende  der  Axe  über  dem  Horizonte 
liegt; 

A"  =  Azimuth  oder  Abweichung  der  Normalebene  auf  der 
Drehungsaxe  von  der  Ebene  des  Meridians;  positiv, 
wenn  das  Westende  der  Axe  zwischen  dem  Süd- 
und  Westpunkte  des  Horizontes  liegt. 

c  =  Collimation  oder  Abweichung  der  Gesichtslinie  von 
der  Collimationslinie ;  positiv,  wenn  der  Winkel  nach 
der  Seite  des  Objectivs  und  nach  der  Seite  des  Kreis- 
endes grösser  als  90^  ist. 

n  =  die  Declination  des  Punktes,  in  welchem  die"  über  das 
Kreisende  verlängerte  Drehungsaxe  die  scheinbare 
Himmelskugel  trifft. 

90  —  m  =  der  Stundenwinkel  desselben  Punktes. 

Relation  zwischen  diesen  Grössen: 
cos  n  sin  m  =  cos  (p  sin  i  -|-  .sin  q)  cos  i  sin  h 
cos  n  cos  m  =  cos  Je  cos  i  i    .    .    . 

sin  n  =  sin  9  siti  i  —  sin  Ä'  cos  (p  cos  i 

Für  kleine  Fehler  a^  h.  c: 

i  =  m  cos  9  -|-  n  sin  9  m  ==  /  cos  (p  -j-  k  sin  q) 

=  msecq>  —  ktgq>  =  i  sec  q)  —  ntg  q> 

=  n  cosec  q>  -j-  1:  ctg  q>  =  /r  cosec  q>  -(-  w  cotg  q> 

52* 
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A;  =r  msintp  —  ncostp  n  =  isin(p  —  kcosq) 

=  m  cosec  (p  —  i  cotg  (p  =  i  cosec  tp  —  m  cotg  y 

=  i  tg  q)  —  n  sec  9  z=  mtgip  —  k  sec  9- 

Festlegung  der  Ordnung  der  Fäden:    Schema  eines  Faden- 
netzes 

a)  beim  geraden  Passaggeninstrumente: 

Mittelfaden 
I  I 

Südsterne 

Kreis  West 


Polsterno  0.  C. 


12     3     4     5 


I 


Polarsterne  U.  C, 

Südsterne 
Kreis  Ost 


Polsterne  U.  C. 


Polarsterne  0.  C. 


12     3     4      5 


ß)  beim  gebrochenen  Passageninstrumente: 


^    I 


Polsterne  U.  C. 


Südsterne 


Südsteme 

Kreis  West 


Polsterne  0.  C. 


12      3     4     5 


Poli^terne  0.  C. 


Kreis  Ost 


Polsteme  ü.  C. 


12     3     4 


Sind  i  die  Aequatorealfadendistanzen  (vom  Mittelfaden},  so 
ist  die  Reduction  auf  den  Mittelfaden  eines  Sternes  (a,  Ä):  J 

Strenge  Formel :  Hin  J  ^=  sin  i  sec  d\ 

Näherungsformel:  «/•  =  i*  «ec  ä,  anwendbar  für  Sterne 
d  <  800. 

Für  Deelinationen  8  ;>  80''  ist  entweder  die  strenge  Formel 
anzuwenden,  oder,  weil 

J" 

—  sin  J  .-=  /  sin  1"  sec  ö 


J'^  =  i  sin  i"  spcö  • 


sin  J 
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J'  .  15 
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j8  —-  i»secö  ' 


sihJ  ' 


die  Formel 


J"  T=  i^secd  .  k        h  = 


J"  .  15 
SUi  J  ' 


wobei  A*  leicht  tabulirt  werden  kann. 
Tabelle  lür  h: 

1)  es  ist  eJ*  gegeben,  dann  ist  i' 


J'  .  COHÖ 

Je 


und  die  Tabelle  geht  mit  dem  Argumente  J  in  Zeitminuten 

J               lg  h  lg  i»  sec  d 

\^  0,00000  1,778 

2  0,00001  2,079 

3  0,00001  2,255 

4  0,00002, 

2)  es  ist  i'  gegeben  dann  ist  J*  =  i'secäk 
und  die  Tabelle  geht  mit  dem  Argumente  IgPsecd. 

Albrecht's  Hülfstafel  13  enthält  die  numerischen  Werthe 
von  Igk  =  d,  (Th.  Alb  recht,  Formeln  und  Hülfstafeln  für 
geographische  Ortsbestimmungen). 

Schema  der  Reduction  von  Seitentaden  auf  den  Mittelfaden : 


Ost 


Kreisende 


West 


3 


2\ 


die  Beobachtungszeiten 
>  an  den  einzelnen  Fäden 
(i;  Mittelfaden), 


so  ist  die  Reduction  auf  den  Mittelfaden  (für  Zeitsteme): 
Tj  -|-  i^  sec  d 
Ta  —  '4  ^^c  8 
Nimmt  man  das  Mittel  Tq  der  beobachteten  Grössen,  dann  ist 


wobei  ii,  «j,  /4,  i-,  die  Aequatorealfaden- 
distanzen  vom  Mittelfaden  sind. 


Obere  Culmin. 


^0   + 


5 


sccS    Kr.  W. 


T,  +  ''  +  '-  T  '^  "  ''  secö    Kr.  0. 


D 


die  Zeit  des  Mittelfadens. 
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Wenn    ^         ^    ^ — ^  =  z/  /  gesetzt  wird,  so  ist: 

Tq  +  ^i  sec d  =  v'      ..      Obere  Culmination 

To  +  -^ «  sec  d  =  Ijy-fi     Untere  Culmination 

die  Zeit  des  Mittelfadens. 

Werden  die  Beobachtungszeiten  in  mittlerer  Zeit  angeführt, 
so  sind  anstatt  der  Werthe  t,  welche  sich  auf  Stemzeit  beziehen, 
die  Beträge  0,99787  i  in  Anwendung  zu  bringen. 

L   Die  Mayer'sche  Formel. 
Man  hat  für  Kreis  Ost: 

Obere    Culm.i  «  =  To  —  (c  4-  O',021  cos  w)  sec  Ö  -U  /  ^^  ^^  7  ^^ 

COS  d 

Untere  Culm.r  a  +  12*  =  Tq  +  (^  +  0«,021  costp)  secS 

.  co,(<p-j-d)        ^  s/Hfy  +  d)  ^  ^^ 
coso  '  coso 

Für  Kreis  West: 

Obere    Culm.:  «  =  J,,  +  (c  -  0',021  cosro)  secS  +  i  ^^^-^  T  ^' 

'  COSO 

Untere  Culm.:  a  -\-  I2h  =  T,^,  —  (c  —  0*,021  cos  9)  sec d 

.co.s(y  +  a)  sm(y4-d)_^^^ 

COS  ö  cos  0 

Ermittelt  man  die  CoUimation  durch  Umlegen  des  Fem- 
rohres, so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen  auf  die  Form 

bringen.  Man  hat  mehrere  solche  Gleichungen  und  rechnet  aus 
ihnen  ^J  T  die  Uhrencorrection  und  den  Azimuthalfehler  iL 

Vortheilhaft  ist  für  die  Zeitbestimmung,  je  einen  Süd-,  einen 
Zenith-  und  einen  Polstern  zu  beobachten. 

Der  strenge   Ausdruck    für   den  Unterschied  ^  =  «  —  T 

lautet: 

tg  i      cos  q>  cos  ScosJ  4-  sin  q>  sin  8 


sin  z/  = r  • -jt 

cos k  cos  0 


,  sin  w  cos  ö  cos  z/  —  cosw  sin  ö    . 
+  ^Of^ ZZTä ^ 1-  ^^'" 


secd 


cosö  cos  icosi 
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IL  Bessel'sche  Formel.    (Werke  II,  S.  33). 

n  und  90®  —  m  Declination  und   Stundenwinkel   der  über 
das  Westende  verlängerten  Drehungsaxe. 
Obere  Culmination : 

a  =  T  +  m  +  «^*  +  (c  +  0^021)  cos  q>  secö  [^^^^®  ^^^^ 

Untere  Culmination: 

«  -f  12*  =  T  +  w  —  n  ^ Ä  +  (c  —  0',021)  cos  q>  sec  d  ^^^^^®  ^®^* 

Strenge  Formel: 

tgd     ,  secö 


Kreis  Ost 


Kreis  Ost. 


sin  («  —  T)  =  tgm  cos  (a  —  T)  -|-  ig  7i 


cos  m 


-|-  sin  c 


cos  m  cos  n 


IIL    Hansen'sche  Formel. 
Obere  Culmination: 

u=T-\-isec(p-\-n(tgd'-tgq))i:(c-{-0''fi2\eos(f)secdlj.    .    ^ 

Untere  Culmination: 

a  +  12*=  T+isecq>  —  n{tg8  +  fg<p) 

—  /         /^-/v^i\  *  r Kreis  West 

+  (c  —  0*,021)  cos  9  sec  ö 


Strenge  Formel: 

.    ,  rwr\  .    .  secw  cosCa  —  T) 

stn(a  —  D  =  stni ^ ^ 

^  cos  m  cos  n 


tgn 


Kreis  Ost, 


tgd         tgq)  cos  d 


cosm 
-f-  sine 


cosm 
secS 


cos  m  cos  n 


IV.    Formel  von  Gauss: 
Obere  Culmination: 


(«) 


P 


=  T+  Z/T+  m  ±  (c'  +-  n)  cotg  f  ±  (C  -  n)tg  | 


Untere  Culmination: 


P  -7- 


(a)  -f-  12*  =  r+  ^r+  m  +  (c"-\-n)cotg  ^  +  (c"--n)tg  ^ 
oder 


c  -\-  n 
~2~ 


—  C        c'  =  c  -^  ()«,021 


n 


2 


=  T 


C"   =:C 


0»,02 1 . 


Obere  Culmination: 


(«)  =  T  -f-  2/  T  +  m  4-  Cco^^  ^J^Ttg^    Kr.  W. 


p 


p 


(«)  =  r  4-  ^  T  +  m  -  C<9  ^  -  Tcotif  £-    Kr.  0. 
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Untere  Culmination: 


(a)  +  12'* 


r+  z/T+  m  —  Ccotg  |- 


Ttg^    Kr.W 


(a)  4-  l'i*  =  T  +  ^/  T  +  m  4-  6'<5r  ^  +  Tcotg  t    Kr.  0. 

V.    Formel  von  Chanel  1er  (Astron.  Journ.  Nr.  187). 
a  =  F  +  z/  T  +  { Jsm  (d  —  D)  -^  e\  secd, 
wobei  w  =  —  JsinD 

7^  =  -f-  JcosD^ 
m  und  w  dieselben  Grössen  wie  oben. 

Instrumental  fehl  er. 

i  Neigung  (positiv,  wenn  das  Westende  zu  hoch  ist), 
A'  Azimuth, 

c  Collimation  (positiv,  wenn   der  Winkel   zwischen  Fem 
röhr  und  Kreisende  grösser  als  OO»  ist), 

i  =  1/,  [{w  +  «^0  +  (0  +  O'j}, 
dabei  ist: 

Wenn    I.    Der  Nullpunkt,  der  Libelle  in  der  Mitte  liegt, 

Westende        Ostende 

1.  Lage  j-  w  -  «  j  ^^^  j  .^^jj^ 

2.  Lage  -|-  w  —  o'J 

Wenn  II.     Der  Nullpunkt  am  Ende  sich  befindet 

Westeude        Ostende 

1.  Lage  -\-  w  -j-  0 

2.  Lage  —  tv'  —  o' 
Die  Correction  wegen  Zapfenungleichheit: 

. ij  —  t'a  sin  W 

2        sin  W  -\-  sin  w ' 

ii  und  i.2  die  Neigungen  in  beiden  Lagen, 
W  den  halben  Winkel  der  Lagerflächen 
IV  den  halben  Winkel  der  Aufsatzflächen 
bezeichnet. 

Collimation. 
Obere  Culmination: 

c  ^  1/2(7;  —  T,c)  cosö  -^  1  2  (?'"  —  «'"l  co*^(qp  — ■*), 
Untere  Culmination: 

r  =  1/3  (T„.  —  To)  c^^>>'d  4-  V2  O'*"  —  n  cos  (<jp  +  d). 


der  Lil)elle. 


der  Libelle 
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To  und  Tu;  die  auf  den   Mittelfaden   reducirten  Zeiten  der 

Ost-  und  Westkreislage  des  Instrumentes, 
i^     „      i"'  die  entsprechenden  Neigungen. 

§.  245. 

Polhölienbestimmuiig. 

1.  Aus  einer  Höhe. 

^  =  Ö  —  a 

d  sin  D  =  sin  8 

d  cosD  =  cos  8  cos  t 

.  ^.         sin  h 

cos  ((p  —  D)  =  —^ 

oder  ig  D  =  työ  sec  t 

cos  y  =  sin  h  sin  D  cosec  8 

q)  ^  I)  i:  y, 
DiflFerentialformel : 

^  ^f^  ^  A^       I        ^^^V      AÜ 

^w^= cos op  Ufa  dt  -\ do. 

^  cos  a  ^  *  cos  a 

2.  Aus  Beobachtung  des   Polarsterns, 

ip  =  90^  —  z  —  p  cost 

4-  V»i>^  sin^  ^  et 9  ^  ^^'^  I" 
—  Vsi^'^  cost  sin^t  sin  V% 
Dabei  ist  p  die  scheinbare  Poldistanz,  z  die  wahre  Zenith- 
distanz  und  t  der  Stundenwinkel  der  Beobachtung. 

3.  Durch  Reduction  auf  Meridian. 

Sei  die  Höhe  h  beobachtet  und  der  Stundenwinkel  t  gegeben, 
so  ist 

cos  {(f  —  8)  =  sin  h  -\-  cos  q)  cos  8.(2  sin^  -^  j  • 

Ist  also  (p  genähert  bekannt  und  wird  h  nahe  dem  Meridian 

gemessen,  so  kann 

q)  —  8 

gefunden  werden.  Da  d  bekannt  ist,  findet  man  hieraus  qp.  Da 
aber  q)  —  8  zugleich  die  Höhe  zur*  Zeit  der  Meridianpassage  ist, 
so  wird,  wenn  man 

setzt,  auch 

.,,,.,        j.        cosq)  cos 8  sin'^  i/^  t 

'^  ^  ^  cos  1/.^  (}v  -j-  h) 


826  Polhöhenbestimmung. 

Diese  Formeln  gestatten  die  strenge  Reduction  auf  den 
Meridian. 

Wird  diese  letztere  Formel  in  Reihe  aufgelöst,  um  an- 
gewendet, so  kommt  man  auf  die  Methode 

4.    der  Circummeridianhöhen.     Sei 

cos  q)  cosd . 

cosh 

2sin^y^t  =  msinl" 
und  hat  man  mehrere  Höhen  beobachtet,  so  wird 

n  n 

Will  man  strengere  Reductionen  anwenden,  so  sind  nach- 
stehende Formeln  hierzu  besonders  geeignet,  wenn  mehrere 
Höhen  beobachtet  werden,  da  sich  die  Grössen  m  und  n  leicht 
tabuliren  lassen. 

Aus  gleicher  Höhe  zweier  verschiedener  Sterne 
die   Polhöhe  zu  finden. 

Seien  t  und  f  die  Stundenwinkel  der  beiden  Sterne,  und  sei 

m  sin  M  =  sin  Va  (<'  —  0  ^^s  7-2  («'  —  *) 

mcosM=  cos  V«  («'  —  t)tff  »/j  (d'  +  d), 

so  wird 

tgq)  =  m  cos  { i/j  (t'  -\- t)  —  3T] 
Man  hat 

^<p    —  sin a  JT  A-  sin a'  J T  -\-  {sin a*  —  sin a)  ^dT 

COS  (p  cos  a  —  cos  a' 

Man  mus  also  cosa  —  cosa   möglichst  gross  nehmen. 


§.  246. 

.  Meridianreduction  der  Zenitlidistanzen. 

Sei  (t  vom  oberen  Meridian  gezählt) 

_  2  sin  \/.2  P  _  2  sin  h:^  t* 

Sin  \"  sm  r 

um  X  die  Correction,   um  die  ausser  dem  Meridian   beobachtet« 
Zenithdistanz  auf  die  Zenithdistanz  im  Meridian  zu  reduciren.  Also 

Zenithdistanz  im  Meridian  =rr.  z  —  x  obere  Culmination, 

r^  z  -\-  X  untere  Culmination. 
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L    Sterne  südlich  vom  Zenith: 

.    ,,  cosw  cosd  sin'^  ^/^t 

genähert: 

cos  w  cosd                r  cos  w  cos  ö  T 
X  = T^ TT  •  m  —  ' • 


[cos  w  cosS  Y   .    .  ^. 


cos(q)  —  d) 

IL    Sterne  nördlich  vom  Zenith. 
a)    Ohere  Culmination: 

.    , ,  cosw  cos  S  sin^  V2  ^ 


sin  (8  —  9  4"  K'2^) 
genähert: 


X 


cosw  cosS            r  cosw  cosö  V  ^ 
=    .    .Z r  m  —      .    .; r     äg  (0  —  w)  .  n. 


b)    Untere  Culmination  (die  Stunden winkel  werden  vom 
unteren  Meridian  gezählt): 

.  cos  (f  cos  8  sin^  V2  ^ 

sm  {(p  -\-  0  —  Va  ^) 
genähert: 

cosw  cos  S  [cosw  cos  Sy     ^    ,       ,     * 

szw  (<jp  -f-  *)  \s%n  (9>  +  Ä)  I       -^  v^    I      '^ 

III.    Für  die  Sonne. 

cos  q>  cosä       ^    .„,/..    , 

^  =  48  stündigen  Aenderung  der  Declination  der  Sonne.  Für 
d  ist  die  Declination  der  Sonne  im  Mittag  zu  nehmen. 


§.  247. 

A  z  im  uthb  est  immun  g. 

a)  Aus  einer  Höhe. 

Sei  h  wahre  Höhe, 
<jp  die  Polhöhe, 
P  die  Poldistanz  des  Sternes, 
a  das  Azimuth  des  Sternes, 
2)  der  parallaktische  Winkel, 
dann  ist: 


H2>< 
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j.    .  \  /^tn(s  —  w)  sin(s  —  h) 

t(f  l  .2(1=:   W  ^ 

Y         cos  s  cos  (s  —  P) 


Man  hat 


2s  =  (p  + A4-P. 


Z/«   =  — 


cosh  tgp 

b)   Aus   correspondirenden  Höhen   eines  Stefnes. 

Seien  Ä   und  A'  die  Lesungen   des   Kreises  vor  und  nach 
der  Culmination  des  Sternes,  so  ist 

A-^  A' 


2 


=  Azimuth  0. 


Also  bei  der  Lesung  vor  Culmination  das  Azimuth 

A'  —  A 


3600  — 

und  bei  jener  nach  Culmination 

A'  —  A 


2 


c)  Aus  correspondirenden  Sonnenhöhen. 

Sei  AA'  die  Lesungen  für  Vor-   und  Nachmittag   wie  oben 
gerechnet, 
Ö  die  Declination  der  Sonne  zu  Mittag, 

-jr  die  stündliche  Aendernng  von  d\ 
so  ist  die  Correction 

JA=  Va 
oder 

^A  =    »2   -rr  r—  • 

dt  cosq>  stnt 
Diese   Correction   ist  vom   aritbmefischen  Mittel   abzuziehen, 
wenn  die  Theilung  des  Kreises  in  demselben  Sinne  läuft,  wie  (he 
Azimuthe  gezählt  werden. 

Man  hat  alsdann  für  das  Azimuth  =  0 

A-^A' 


d  t  cos  q)  cos  h  sin  a 


2 


—  JA, 


d)   Durch  Beobachtungen  des  Polarsternes. 

Beobachtet  man  die  Zeiten  TT,  in  welchen  der  Polarstem 
dasselbe  Azimuth  erreicht  und  sind  i  und  V  die  zugehörigen 
Stundenwinkel,  sowie  h  und  W  die  zugehörigen  Höhen,  so  ist 
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also  beim  Polarstern  genähert 

Cl  =   ^ — 5 

COS  <p  tgö 
e)  Mittelst  bekannter  Zeit  und  der  Polhöhe. 

cos  ö  shi  t 


sma  = 


cosh 


sm  w  cos  8  cos  t  —  cosw  sin  d 

cosa  =  — i 

cosh 

Differentialformel : 

^     _  cos 8  cos p  sinp 


^8. 


z/ a  = 7-^  dt  —  tqh  sin a  dw  -\ , 

cosh  ,  ^    ^    cos  h 

Da  in  dt  ein  Fehler  am  ehesten  zu  befurchten  ist,  muss 
cos  p  nahe  an  0  sein.  Dieses  ist  beim  Polarstern  in  der  grössten 
Digression  der  Fall. 

Hat  man  eine  Reihe  von  Azimuthen  beobachtet  und  sind 
tu  ^lie  zugehörigen  Stundemvinkel,  so  ist 

öt 


wobei 


da  cos 8  cosp 

dt  cosh 

d^  a  cos  w  sin  a  ,       ,     .    ^    ,     .  , 

— —  = -^—n —  {cosh  sind  -\-  2 cosw  cosa], 

öt'^  cos'^h       *  1^1 

f)  Azimuthbestimmung  aus  Sonnendistanzen  vom 
terrestrischen  Objecte  (mittelst  Sextanten). 

Sei  qp   die  Polhöhe  des  Ortes, 

t  Stundenwinkel  der  Sonne, 

8  Declination  der  Sonne, 

h  die  wahre  Höhe  derselben, 

Ä'  die  scheinbare  Höhe  derselben, 

H  die  Höhe  des  Objectes, 

a  das  Azimuth  der  Sonne, 


L. 


b30  AzimuthbestimmuD^. 

^*  der    auf    dem    Horizont    reducirte    Abstand    -J    des 
nächsten  Sonnenrandes  vom  Gegenstand  dessen  Azi- 
muth  bestimmt  werden  soll. 
Man  hat  zu  rechnen: 

tgx  =  cos  t  t(/<p 

.    ,         sinw  sin(x  -\-  ä) 
sinn  = 


sin  K  = 


cosx 
sin  t  cos d 


so  wird 


cosh 
Ä'  =  A  +  r  —  i; 
/•  =  Refraction 
p  =r  Parallaxe. 


fnu  yf'  -  1  /shi  \ ,  (^  4-  h'  ~  H) sin  V,  (^  -  ft-  4-  H) 
^U  h^  —   y  ^^^  1 ,  (^  J-  A'  -^  H)  cos  1  ,  (z/  —  A'  —  H) 

Man  hat  ausserdem: 


wobei 


cos  II  tu  t 

t(j  w  =  -^  ^ r 

sm  ((jp  —  j/) 

t(j  ff  =  -^ 
•^  -^        cos  ^ 

,        cos  d  s?n  ^ 

6-08  A  ^=  : 

snnv 
-2,.    ^.  _  s»?  1  /,  (^  +  A^  ~  H)  cos  V>  (^  —  y  4-  iJ) 

bin*  '/.i  Zr     5-7 ry • 

'  COS  Ä'  COS  // 

Das  Azimuth  des  Gegenstandes  ist  dann : 

§.  248. 

Oenäherte  Meridianbestlmmung:. 

Man  bezeichne  mit  W  die  Höhe  eines  Gnomons  (einfache 
vertical  in  die  Erde  gesteckte  Stange)  und  mit  li  und  7,  zwei 
Schattenlängen.     Setze  dann: 

«1  «a 

Sei  ferner  z/  der  Winkel  den  diese  beiden  Schatten  mit  ein- 
ander einschliessen  (aus  dem  Dreiecke  ?j  l^  durch  Seitenabmessung 
zu  berechnen). 
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Mau  rechne :  q  =  sin  J  cos  Äj 

q'  =  cos  Äs  —  cos  A  cos  h^ 

sinA  =  (sin  hl  — stw/ig)  4] 

sinx  =  (snihi  —  stnh^)  -^-^ 
so   ist  das  Azimuth  der  zweiten  Länge  ?2  gleich 

q>   ist  die  Polhöhe  des  Ortes. 

§.  249. 

Aus  den  Höhen  zweier  Sterne  und  der  Zwischenzeit 
die  Polhöhe  und  Uhrcorrection  zu  finden. 

Seien  «i     «.^ 

die  gegebeneu  Rectasceusionen ,  Declinationen  und  Höhen,  sowie 
^  die  Zwischenzeit,  so  hat  man  zu  rechnen: 


1.  toF  = 


t(f  dj 


COS[((X,^ ß,  )  —  z/| 


t(J  V  =  —  * 


sin  (F  —  d  J 


cos  IV  = 


UjCt  = 


cos  V  ig  hl     \  sin  h^  sin  F  •        | 


—  1 


tfß  (F  —  dl)  [sin  hl  sin  dj  cos {F  —  d^)  J 

tffhi 
cos{v  —  w) 


_  cos  G  tg  (r  —  xv) 
'J,—     sin{Cr-Si) 

und  man  erhält 

tg(p  =  cosk  ctg{G  —  Äj) 

t-\-Jt=  Vi6  («  +  ^) 

(Methode  von  Gauss). 
2.    Man  rechne: 

in(±^^  -X-  Ä\  —  ^^^^ '''''  ^^^''  +  ^^^  ^^^  '''  ^^'  ~  ^^)  ^^^  ^' 
'^  '  *^        coi>  V-i  (/*i  -^  öl)  cS'?>/  >/2  {hl  —  d\)  ro.sd.2 


832  Polhöhe  und  Uhrcon-ection. 

Sei  A  der  üeberschuss  des  Unterschiedes  der  beiden  Rectar 
scensionen  über  die  in  Grade  verwandelte  Zwischenzeit  der  beiden 
Beobachtungen. 

ig  Z?i  =  ig  A^  dg  1/2  ^ 
ig  B.2  =  ig  Ä^  dg  V  2  ^ 

I)  =r  B.2  -  B, 

j-, sin  {hl  -4-  Äj)  sin  (Aj  —  d\)  sin  D 

^  cos^8^  cos  1/2  {D  +  C)  cos  1/2  (C  —  i>/ 

Sodann   berechnet   sich    k    aus  einer   der    beiden    Formebi: 

^  ■  cos  L 

tg{k  -  V2  C)  =  ±Vtg^;^Dig(}l,D  -^  E) 
und  endlich  tp  aus 

jr/  i^^o  ,2  (p;  __  ^^^  ^^  ^  .^^  |.^^  _  ^^^  ^^  _  ^^j  ^^^^^  ,^^  {C+  D) 

«1  -|-  ^  giebt  in  Zeit  verwandelt  den  Stand  der  Uhr. 
(Jahn:    Praktische  Astronomie  II,  §.  118.) 

§.  250. 

Aus  zwei  Höhen  desselben  Sternes  Zeit  und  Polhölie 

zu  finden. 

Seien  T  und  T  die  Zeiten  der  Beobachtung,  AT  und  JT 
die  Uhrcorrectionen ,   h'  und  h  die  beobachteten  Höhen,  so  wird 

A  =  (T'  —  T)  +  (Jr  —  AT) 

sin  C  =  cos  ö  sin  K'^  k 

^         _        cos  Va  (h'  +  h)  sin  1/2  (^'  —  h)      . 

i,in  '2  (ft'  +  A)  co.s  ^2  (A'  —  '0 
'  cos  ß  cos  (J 


,-. sin  d 

COS  (J 


11 


so  wird 


sin  q)  :=  6US  ^  sin  (D  -\-  y) 

ig  ß             ,  sin  ß 

i(jT  =  — .^^. — r  oder  = ^ 

•^          cos  (I)  -f-  y)  COS  <p 
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und  die  Stundenwinkel  zu  den  Beobachtungszeiten: 

t  =  r  —  V'^ 
t^  =  T-\-  V,  A. 

(Formeln  von  M.  Caillet  in  Manuel  du  Navigateur,  Nantes  1818.) 

Wird  die  Sonne  beobachtet,  so  hat  man,  wenn 

^d  =  —  VaCÄ  -  d') 

gesetzt  wird  und  Ö  die  zur  Höhe  ä,  ö'  die  zur  Höhe  h'  gehörige 

Sonnendeclination  bezeichnet : 

sin  ß 


z/g)  =  —  ^Ö 


II  =  ^s 


cos  <p  sin  '  '2  ^ 
tg  9  cos  T  tgö 


\  sin  1/2  ^         tfj  \'2  ^ 
t  =z  +  y-  i/,A+  ^U(e'-e) 

wobei  c'  die  Zeitgleichung  zur  Zeit  T  und  e  jene  zur  Zeit  T 
bezeichnet. 

Fehlergleichungen: 

^A  =  —  CO8  a  J  9?  —  cos  <p  sin  a  d  r 

Jh'  =  —  cos a' dtp  —  cos tp  sin a' d r 
oder 

,  sina'  .,     ,  sina  .j.t 

ö7/i((t  —  a)  sin{a  —  a) 

.  ,  cosa'  ^,  cosa  ^,, 

cos  ^  dz  =       .      ,     , Z/Ä r— r-j Z/Ä  . 

.SiH(a   —  a)  stn{a  —  a) 

Hieraus  sieht  man,  dass 

sin  {a!  —  a) 

nahe   gleich  1  sein  muss,   wenn  diese  Methode  halbwees  genaue 
Resultate  li(»fern  soll. 

S.  251. 

Bestimmung  der  Uhrcorrection  und  der  geographischen 
Breite  aus-  drei  Sternen,  die  in   gleicher  Höhe  beob- 
achtet wurden. 

Seien  gegeben: 

tti     «2     0;^  die  Rectascensionen, 

Ä,     Ä.^     ö-^  die  Decliuationen, 

Wi     ik     ^h  die  Stornzeiten. 

L&i^ka,  matht'iii.  Korinr1i)AaTnmluiii/.  g^j 
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A  =  l,2, 


Seien  ferner: 

^it  die  Uhrcorrection, 

9)  die  Breite, 

so  lauten  die  Fundamen talformeln: 

Ök  =  «fe  -f-  h 
sin  h  =  sin  9  sin  öjc  -\-  cos  (p  cos  Ä^  cös  (tu  —  ^tk)\ 

1.    Aus  diesen  folgt,  wenn 

^  sin  V  =  sin  1/2  Q^  —  ^)  (^^9  ^  a  (*2  —  *i) 

f*  cos  V  =  cos  1/2  O2  —  ^1)  iy  Vs  (Äj  4-  *l) 

ö=  ^2(^1  -f  M  — ^ 
gesetzt  wird 

t(jq>  z=:  yLCOS  (ö  —  z/^) 

Setzt  man  ferner: 

fi'  Siw  v'  =  sin  V2  (^a  —  h)  (^ty  V2  (*3  —  ^1) 
^'  cos  v'  =  COS  »/  2  (fj  —  ti)  tg  Va  (*3  +  *i ) 

ö'  =  V2  {t  +  ^5)  -  f^', 
so  folgt  weiter: 

ty(p  =  fi'  cos  (ö'  —  z//) 

Setzt  man  demnach 

t(J^  =  t(j  (4o  —  Q) Ct(J^ — -^ — ^, 

80  wird 

Jt  =  1/,  (ö  +  ö')  —  i^. 

(Gauss  in  Zach,  Monatl.  Correspondenz  1808.) 

2)    Man  rechne 

_  sin  '/a  (^3  —  ^0  cty  ^'2  (h  —  U) 
'^^^^-  6'OS  1/,  (Äs  +  Ä2) 

_  6///  '/,  (ö,  -  Ö,)  Ctg  1/2  (t,  -  f,) 
_  sin  1/,  (g,  ~  gp  d^  i/,  (f.,  -  t{) 

'^  ^^   -  cos  I /,  («2  +  ÄO 

_  sin  ^2  (^2  —  ^1)  cty  (A  —  ^2) 
cos  1/2  («i  +  «2) 


o. 


I) 


f//ii  = 


ist: 


II 


^  ^  =  Viä  (<*  +  h)  —  £. 
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Setzt  man  ferner: 

C/  ^^^  Ä'\  — p-  Ji.}  —  Ai 

^       ""  cos%{t  —  zft  -  C) 

.    j,  _  sm  i/,(t^^t-  C)  dy  (450  +  V,  dl) 

^  siny^it  —  Jt^    C) 

so  wird: 

9?  =  JJ  +  £, 
und  die  Höhe 

A  =  2)  -  J?. 

(Methode  von  Cagnolli  Zach,  Monatl.  Corresp.  19). 

§.  252. 

Polliöhe  und  Zeit  aus  der  Beobachtung  mehrerer  Sterne 

in  demselben  Vertlcal. 

(Wislicenus,   A.   N.   2958.) 

Seien  a^       t^i      «^       »4 

dl       63       63       ^4 

die  Rectascensionen   resp.   die  Declination   von   vier  Fixsternen, 
die  zu  den  Zeiten 

T,     T,     ?;,     2; 

denselben  Vertical  passiren. 

Man  rechne   für  jeden   die  iur  den  Uhrgang  corrigirte  Zeit 

Ufc=T, +  z/n  fc=l,  2,  3,  4, 

sowie  die  Grössen: 

^1  =  («2  —  «1)  —  («2  —  «1) 
K  =  (W4  —  '^h)  —  («4  —  «0 

^3    =   (W3    —   t^l)    —    («3    —    «l) 

A4  =  (W4  —  W2)  —  («4  —  a-i). 
Sodann : 

sm  ^Aj  (dl  —  da) 


<?^i/  \  2  (öl  +  Ö2)  =  d(j  \l^  Ai 


cos  V2  (dl  4-  daj 


^    ./  /  ^   .,   1     cos^uidx  —  do) 

«^r/ •/,(<»,  - «.,)  =--  c/,v,>i.  ,,„ /;;(;^  ^  ;j 

j    ./  /^      .        N  1    ./   1     sitih\,(So  —  Ö4) 

c<i/  V.  K  -  ö.)  =  df/ . ,  A,  ;^;^;^7^^^; 

.sm  V?  (03  -\-  04) 

53* 
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ferner :        <</'',(  iJ.  -  in)  =  rf<7  '  *  4»  c«*-  •  ,  (ö,  +  d,) 

.    .         ■  sin  \U  (Ä-  —  Ä.) 

(.y '/.  (j».  +  p.)  -=  *  V.  A,  „■„ ,,,  (i,  _)_  a,) 

Sodann: 
•^    2V  1  ./  stny^{p,  —  (J,  +  i),  +  Oy) 

Man  hat  dann  für  die  vier  Stiindenwinkel: 

*l  *i  h  *4i 

und  die  Polhöhe  g?  nachstehende  Gleichungen: 

,    ,,  .  ,x  ,    , ,  ^   cos  V-,  (90«- *t.  —  ^^ 

f, . ,  (90..  -  <,)  =  f,  V.  (90»  -  ö.  + ..) ::;;,;  ;;;;g 

Beobachtet    man    auf   diese    Weise    das    Verschwinden  von 
nahen   Sternen    hinter    einer  entfernten   Thurmmauer,   so  kann 
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man  ziemlich  genaue  Resultate  für  die  Polhöhe  erhalten.  Dieser 
von  Olbers  vorgeschlagenen  Methode  hatte  sich  B  es  sei  in 
seinen  Lehrjahren  oft  bedient.  Vergl.  Zeitschr.  f.  pop.  astron. 
Mittheilungen  1859,  Bd.  1,  Heft  3.  Eine  andere  Lösung  findet  man 
in   des  Verfassers  Lehrb.  d.  Astron.     Stuttgart,  J.  Maier.   1889. 

§.253. 

Methode  durch  Interpolation. 

Hat  man  mehrere  Höhen  beobachtet; 

hl     h.2     h^    h^  ,  ,  l 
und  die  Zeiten     ^ 

T»        T"        V        '7" 
1        Jt  2       -i-  8        i  4    ♦    .    . ,  ... 

oder  die  Krcisstände 

«1       «2      ";}      «4 

abgelesen,  so  kann  man  stets  die  grösste  Höhe  auf  folgende  Art 
finden,  vorausgesetzt,  dass  einige  Beobachtungen  vor  dem  Maxi- 
mum, einige  nach  dem  Maximum  und  einige  sehr  nalie  am 
Maximum  gemacht  wurden. 

Sei  hmax  die  grösste  Höhe,  so  kann  man 

/Wx  =  h  +  «  (Tu  -  T„,a.y 
setzen  und  hieraus  a  bestimmen. 
Man  hat  allgemein: 

h  +  a  (T,  -  r^a.y  =  hj  +  «(?}-  T„,„,y\ 

oder : 

h  —  hj  


y^_  y.  -«(n+  Tj)-  2aT, 


max* 


Bildet  man  noch 
hk  —  k 


L=a(T,  ^  T;)  -  2aTn 


so  wird: 

„(T  T\ ^^fc  ~  ^h  hhJIlJ!l' 

t*  \  ±J  Xt)    rp     rp  rp     rp  ? 

hierdurch  ist  a  bestimmt.  Damit  bestimmt  sich  leicht  aus  den 
Vorhergehenden  Gleichungen  das  Tn^x  und  endlich  hn^x- 

Führt  man  statt  der  Zeiten  die  Kreislänge  ein,  so  kann  man 
die  Polhöhe  auf  diese  Weise  ohne  Zeitbestimmung  ausführen. 

Man  kann  sich  auch  nachstehender  Formel  bedienen: 

vorausgesetzt,  dass  Äj  7*2  h\  nahe  am  Meridian  beobachtet  wurden. 
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§.  254. 

Monddistanzen. 

A.    Sonne  und  Mond. 

Sei         P  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne, 
2)    y,  ji  des  Mondes, 

B,  der  scheinbare  Halbmesser  der  Sonne, 
r     „  „  j,  des  Mondes, 

ha  scheinbare  Höhe  und  Azimuth  des  Mondes, 
HA         „  y)        n  n         ^^^  Sonne, 

Ai  tti  Hl  Ai  die  wahren  Werthe  dieser  Elemente. 

Man  bestimme  die  Höhenparallelen  für  Mond  und  Sonne  aus 

tn(}^   ^  h)=         9sinpcos\h  +  (y  —  q>')cosa\ 
^^  ^  ^        l  —  g  üinp  sin  {A  -f~  (9  —  y')  cosa] 

Hl  —  H  =  PcosH. 
Dann  sind  die  wahren  Höhen: 

Hi  =  H+{Hi^H) 
hi=  Ä  +  (hl   —  h). 

Man  hat  ferner: 

p  sin  (w  —  op')  sin  p 

^^ r^-^ stn  a 

cosh 
ig  (ai  —  a)  = 


QSin  (w  —  qp )  stnp 

1  —  ^^ Y^-^ cosa 

cosh 


oder  genähert  (genügend): 

Qsi)i  (qp  —  <p')  sinp    . 
cos  h 

Hiermit  erhält  man  den  wahren  Azimuth 

Qi  =  a  -\-  (ui  —  a). 

Weiter  ist  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes  und  (i'^r 

Sonne: 

r  j  =    r  -\-    r  sin  p  sin  h 

Äi  =  ü+  RsinPsinH. 

Sei  d  scheinbare  Distanz  der  Mittelpunkte   von  Sonne  «n<l 
Mond,  so  ist  die  wahre: 

ros(l  =  cos  (Hl  —  hl) Y^ Yj-  (cos  \H  —  h\  —cosd) 

^  ^        rosh  cos  H  ^  ' 

( Dunthor nc,  Xautical  Alm.  1767), 
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oder: 

cos  dl  =  —  cos  (Hl  4-  hl)  H 7 rr  {^ö.s  (H  -4-  h)  +  cos  d\ 

^        ^      ^    *     coshcosH   ^       ^       t      /    I  I 


Oller  wenn 


(Lex  oll  1777), 


.     --. 1  /cos hl  cosHi     gQS  Vg  (i/4-  A  4-  d) cos  ^U {M-+-h  —  d) 

sm  M—  y  -—J——JJ.  .  ^^^^  ^^^  ^^^^  ^  ^^^ 

gesetzt  wird,  auch: 

sin  Vj  d|  =  cr)5  Vs  (^^i  +  ^i)  ^^-^^  -3f. 
(Borda,  Description  et  usage  du  cercle  de  reflection  1787.) 
Sei  ferner: 


sinN=\ 
so  wird: 


/cos  hl  cos  Hl 


cos  h  cos  H 


cos  Va  (//  +  /*  +  d)  cos  \!,2  (H+h-  d). 


(sin  Vi  di)2  =  cos 


hl  +  Hl 


-i-^ 


cos 


ihi  4-  Hl 


2 


-iV^ 


(Mackay  1783,  vergl.  Encke,  Berliner  Jahrbuch  1872.) 
NB.    M  und  N  sollen  nicht  nahe  an  90®  sein. 

Setzt  man 

^  ^  1 /cosMosÄ,  ^^^.^      (d  +  7/  -  Ä)  sin  Va  (d  +  Ä  -  A) 
•^    coshcosH  '^v      I  /         /-j\      I 

.9e«  J/a  (//i  —  Ai) 


Ro  ist,  wenn  d  <;  90^ 


c 


oder 


SZH  ^  2  dl   = 

sin  J/j  dl  = 


siny^iHi  -  hl) 


stn  ^ 


c 


cos  |ü 

Ist  dagegen  d  >  90^  so  setze  man 


'^  =  V^^  ''««  y^  (H^h  +  d)  cos ./,  (//  +  h  -  d) 

so  wird: 

cos  ^' 


Cx 


srn^i 


oder 


C0.9  1/2  dl  = 


COS  IL  i 


TLexell:    Observationes  circa  meth.  inven.  long.  1780.) 


([  Oestlich       „ 


« 


.    ,,            l  /coss  sin(s  —  IL) 
vn  V,  r/  =  l  1      '    j — - 


/ 
Sl 


COS  hl  sin  d^ 


oder 


so  wird: 


•    ,/   ^        ^/cossstnis  —  Äj) 

svi  1^2  Q  "=  V  TT—- — 7 — - 

^       cos  Hl  sin  dl 


cos  H    .    ,  jt  ^ 

sinn  =  — : — 5-  Sin  (ai  —  Ai) 
sind 

.     ,.        cosh    .    ,  .  . 

StV  (J  rrr  -: =  StH  («i   -4.), 

^        Sind  ^ 


dl  =  d  —  (hl  -f-  '0  ^'^^'**(Z  —  CA  —  ^)  cos(i, 
(Methode  von  Lacaille  1759.) 
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Au    die   so    berechnete    Distanz  dj   ist  noch   die   Correctiou 
wegen  Azimuthalparallaxe  des  Mondes  hinzuzufügen: 

z/rfj  =  +     .       sin  (q)  —  (p')sinj}  cos  H  sin  a  sin  (ui  —  Ai  —  ^ti) 

z/a  =  a'  —  a. 

Ui  und  Ai  sind  die  scheinbaren  Azimuthe  des  Mondes  und 
der  Sonne.     Es  wird: 

xxT    J.^'^  xt    "i-       i(L  links    ♦  rechts    z/rf.  -4- 

(T  Westhch  vom  Meridian  i^        ,^     .    i-  i  ^j 

(T  rechts  afc  links       ^rf,  — 

([  links     3fc  rechts    z/rf,  — 
(I^  rechts  3fc  links       jdd^  -^ 

Dann   berechnet  man   die  mittlere  Zeit   7\  jenes  Meridians. 
für  welchen  die  Ephemeride  gilt,  welche  der  auf  den  Mittelpunkt    * 
der  Erde  reducirten  Distanz  dj  entspricht. 

In  den  Ephemeriden  werden  die  Distanzen  von  drei  zu  drei 
Stunden  gegeben.  Die  Zeit  zur  Distanz  di  wird  durch  Inter- 
polation gewonnen.  Sei  ferner  T  die  Ortszeit,  so  ist  die  Lauge  k 
bezogen  auf  den  Meridian  der  Ephemeriden  = 

A  =  T,  —  T. 

B.    Statt   der    strengen    Formeln    kann    man    sich 
der  genäherten  bedienen. 

Man  rechne  mit  der  genäherten  Distanz  d) 

S  =   1;2  Qh  +  ^1   +  dl) 
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Setzt  man: 

yf    —  TT  ^  h  \ 

^,  ^i  immer  + 


z/i  =  Fl  —  All 
J  =  H  --h 


cos  hl  cos  Hl  1 

cosh  cosH  "~  (• 

cos  d 


c 
cos  /i 


cosi) 


=  cos  1)\ 

c 
$>o    wird : 

'  '    stn  ^  2  ("  +  Ih 

(Bremiker,  Astroii.  Nachr.  30.) 

§.  2.55. 

Sonnenfleoken. 

Seien  Ja,  JÖ^  z/A,  Jß  die  Differenzen  zwischen  den  geo- 
zentrischen Coordinaten  des  Fleckens  und  des  Sonnenmittel- 
punlctcs. 

O  die  Länge  der  Sonne, 

Li  =z  180^  +  O  die  heliocentrische  Länge  der  Erde, 
B  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
2J  der  Winkel  zwischen  dem  Breitenkreise  und  Declinations- 

kreise  der  Sonne, 
Z,  6,  ei  die   heliocentrische  Länge,  Breite    und    Declination 

des  Fleckens, 
r  die  Entfernung  des  Fleckens  vom  Sonnenmittelpunkte, 
Q    r,  „  ?9  n  7i     Erdmittelpunkte, 

R  der  Radiusvector  der  Erde, 
D  die  Declination  des  Sonnenmittclpunktes, 

i  die  Neigung  des  Sonnenäquators  gegen  die  Ekliptik, 
Q    die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnenäquators 

auf  der  Ekliptik, 
^lan  hat: 

J  k  =  J  Ö  sin})  -f-  z/  a  cosp  cos  D 

J  ß  ^  J  d  cosp  —  z/a  siup  cos  I) 

t(jp  =  cos  ö  t(J6 

sin  b  =  —  svi  ß 

V 
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sin  (l  —  A)  =      -  -r  sin  (L  —  A) 

•       /  T  ^  X  J^  cos  ß       .       .r 

swiL  —  A)  = f-  sin(L  —  A). 

Will  man  die  Elemente   der  Rotation  bestimmen,  so  bilde 
man  aus  n  beobachteten  Positionen: 

Xk  =  Tk  COS  bk  cos  Ik 

yj,  =  rjc  cos  bjc  sin  h         i*  =  1.  2,  3  .  .  .  n 

£k  =  rusiubk. 

Hierauf   bestimme    man   nach   der    Methode    der  kleinsten 
Quadrate  die  Grössen  A,  B^  C  aus 

jsk  =  Äxic  +  liyjc  +  f\ 
so  wird: 


tgi=yA^  +  B^ 


tgO,   =  —  -ß 


Hierauf  rechne  man: 

sin  (l  =  —  cos  i 
r 


*  Ircosd 

so  wird  die  Rotationszeit: 

T  =  360  .  'jL=ii, 

V 

wobei  in  =  ti  die  Zwischenzeit  zwischen   der  ersten  und  äosser- 
sten  (n)  Beobachtung  bezeichnet. 

Bequemer  für  die  Rechnung  sind  die  nachstehenden  Formeln- 
Man  suche  a  Ui  a^  aus  den  Gleichungen: 

^   ,    ,       I  Sil?  Vä  (bi  —  b)    .    h  —  1 

U/ S Tai  +  a)  = ,,  ;/    ,    ,;  ctg  -^ — 

•^    *     *    '      ^        cos  »/j  (bi  +  6)  '^ 

f^./,(a,  +  a)  =  ^^^;;j^;^^jdff 
sowie  m  mj  »«^  ^^*^* 


2 

?* 



l 

2 

^ 

— 

h 

2 

1 

a 
1  — 

1  ~ 

-     fl 
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und  mit 

n  =  v,(?  +  ?^)-  1/2  (m  +  mO 

die  Grössen  3/  und  N  aus 

^    ,^       cos  1/,  (Z  —  »  4-  a)    ^90  —  6 
''^ ^  =  cos »/,  (?  -  H  -  aj  ^^^  —2— 

^    ,T-       sin  i/j  (Z  —  n  —  a)    ^    90  —  h 

tg  N  r=:    ,     ;  ; ■ — '-   tg  — tz — , 

s^n  1/2  (Z  —  w  -|-  a)     ^        2       ' 

so  wird: 

Bestimmt  man  noch  v  aus 

_  siny,ih  —  lh)cos(l'-'  I^) 

$tn  V2  iP'  +  «2)  ^os  II 
wobei 

900  —  U=:M-^N 

ist,  so  wird: 

T  =  3600  .  tuiLi. 

V 

Nach  Spörer  ist,  bezogen  auf  das  Aequinoctium  von  18(H),5: 

i  =    ßo  58' 

ß  =  740  36' 

T  =  25'^    5\ 

Die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Sonnenflecken  ist  eine 
Function  ihrer  heliographischen  Breite.  Sei  dieselbe  6,  so  ist 
nach  Spörer  die  Winkelgeschwindigkeit  an  einem  Tage  gleich 

1011'  —  203' «:w  (6  +  410). 

Die  Sonnenflecken  bilden  sich  fast  nur  in  einer  Zone,  die 
begrenzt  ist  durch  die  Breiten  J-  10"  bis  -|-  35^  nördlich  und 
—    10"  bis  —  350  südlich  vom  Aequator. 
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Venus-  und  Merkurtlurcligänge. 


ij.  256. 

Venus-  und  Merkurdurchgänge. 
Mittlere  Zeit  der  Venusconjunctionen  für  Paris: 


Jahr  Datum 

1874       8.  üecemb.  16*  17- 

1882       6.         .  4  25 

2004       7.  Juni  21  0 

2012       5.      „  13  27 

2117  10.  Decemb.  15  7 

2125       8.         .  3  18 

2247  11.  Juni  0  30 

2255       8.     .,  16  54 


Jahr  Datum 

2360  12.  Decemb.  13*  59- 

2368  10.         r  '-^  1<> 

2490  12.  Juni  3  58 

2498  9.     „  20  21 

2603  15.  Decemb.  12  54 

2611  13.         „  1  11 

2733  15.  Juni  7  24 

2741  12.     «  23  44. 


Seien 

a     d     die  Ae([uatürcoordinaten  des  Planeten, 
a@  d@  jene  der  Sonne, 

^  wahre  Distanz  der  Mitteli)unkte  beider, 
Kq  scheinbare  Halbmesser  der  Sonne  und    des  Planelen, 
31  Nv  und  t  Hülfsgrössen,  so  hat  man: 

^siit  31  =  (a  —  a@)  cos  ^  2  (Ä  -l-  Ä@) 


Z/  cos  M  rr=   d 


'S. 


u  sin  X  =  -r:  {a  —  a@)  cos  ^  2  (^  +  d@) 
tt  CdS  N  =  --j-:  {d  —  d@). 

^    (a  —  «ol  ist  die  Diflferenz  der  stündlichen  Bewegungen. 

^.s.;;/(3/—  N) 


r  = cos 


'  = cos  (3t  —  X) 


_^        ^^         7?  +  p         ,14-  äusserer  Contact 
(31  —  A  I =^-^  cos  1^'         . 

I{±Q 


cos  llf 


I —  innerer 

-1-  äusserer  Ctmtact 
—  innerer 


So.  findet  vom  Mittelpunkte  aus  gesehen  der  Eintritt  zur  Zeit 

lind  der  Austritt  zur  Zeit 

t  -L   t' 


f 
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statt,  wobei  t  die  Zeit  der  Conjunction  bezeichnet,  und  zwar  an 
den  Stellen,  die  gegeben  sind  durch  die  Winkel 

S=  N  ^  t  -\-lSO^  inr  Eintritt, 

S=  N-^-  t  „    Austritt. 

S  ist  der  Winkel,  den  der  grösste  Kreis  zwischen  den  beiden 
Mittelpunkten  f Sonne-Planet)  einschliesst  mit  demjenigen  D^cli- 
nationskreis ,  den  die' Sonne  im  Moment  der  Berührung  passirt. 

Für  einen  bestimmten  Ort  von   der  Länge  A  und 
Breite  <p. 
Seien 

3r@  und   n  die  Horizontalparallaxen  für  Sonne  und  Planet, 
II  Stemzeit  zur  Zeit  T  oder  T', 
fiifjh  H  Ulfs  variable. 

fsins  =  ncos(E  -jz  Q)  —  ^^ 

fcoss  =  —  Jt  $in{R  +  q) 

fiin  (g  —  a@)  cos  h  =  sin  s  sin  S 

(X)s  {g  —  a@)  cos  h  ^=^  cos  s  cos  ö@  —  sin  s  sin  d@  cos  S 

sin  h  =  cos  s  sin  ö@  -f-  sin  s  cos  d@  cos  S 

cos^  =  sin(p  sink  -f-  cos  cp  cosh  cos{g  —  (i  —  A) 
(zweimal  zu  rechnen  für  ii  zu  T  und  fi'  zu  T). 

Man  hat  für  den  Eintritt: 

'         '  n  cos  ilf ' 

und  für  den  Austritt: 

'  U  COS  ^ 

Man  vergleiche  Dubois:  Les  Passages  de  Venus,  Paris  1873. 

§.  257. 

Bereclmung  der  Satumpingepscheinungen. 

Sei     Q,  die  mittlere  Länge   des   aufsteigenden  Knotens  des 
Ringes,  bezogen  auf  die  Ekliptik 

g,  =  l(i6o  r)-V  8,9"  4-  46,462"  (t  —  1800), 

N  dieselbe  Grösse  in  Bezug  auf  den  Aec^uator, 
i  die  Neigung  der  Ringebene,  bezogen  auf  die  Ekliptik, 
7    „  „  „  „  „  „    d.  Aeiiuator 

i  =  28'^  10'  44,7"  —  0,350"  {t  —  1800), 
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baturnring. 

£  die  Ekliptikschiefo, 
a,  d  die  geocentrischen    Saturücoordinaten, 
A.  ß  die  heliocentrischen  „ 

a  die  grosse  Axe  des  Planeten  für  die  mittlere  Distanz. 
r  die  mittlere  Saturndistanz  von  der  Sonne, 

hgar  =  2,57416, 
a   die  scheinbare  Grösse  der  grossen  Axe  des  ausser- 

sten  Ringes. 
b*  die   scheinbare  Grösse   der  kleinen  Axe  des  ausser- 

sten  Ringes, 
p  der  Winkel  der  kleinen  Axe  der  Ringellipse  mit  dem 

Declinationskreise  (östlich  -4-,  westlich  — ), 
IV  Krhöhungswinkel  der  Erde  über  der  Ringebene  vom 
Saturn  aus  gesehen  (nördlich  -|-,  südlich  — J, 
Q^  (p  Hülfswinkel, 

t(j  q)  =  t(/i  cos  Q> 

sin  q) 


^U^^=71 


sin{q}  -f-  &) 
tg((p  -L  a) 


tyil 


*^  cos  N 

t(j  Q  z=tyl  sin  (a  —  N) 

ctg  (a  —  N)    .    ^^ 

tun  =rr '-LI— -1  sm  Q 

J^  cos{(^  —  d)         ^ 

i(ß  —  Uj(Q  —  ö)cosp 

,        ar 

a  =-.^ 

1/  =  a'  sin  I 

sin  ß 

sm  w  = 5 — : — —. -— 

^        cosß  sin{k  —  U) 

.    -,,        sinß  sin  (i  —  w) 

am  I  = • r-^^ — 

sin  <p 


§.  258. 

Vorausbereclmung  der  Sternbedeckungren. 

(Methode  von  Bessel.) 


Seien       a...  die  Rectascension 

'1» 

ö^  die  Declinatiou 
a  die  Rectascension 
ß  die  Declination 


des  zu   bedeckenden  Sternes. 


des  Mondes, 
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J  u\  die  stündlichen  Veränderungen  der  Rectascension 
J  Ö)  und  Declination  für  den  Mond, 

n  die  Aequatorealparallaxe  des  Mondes, 
T  die  der  Bedeckung  nächste  Stunde  (mittl.  Ortszeit), 
II  die  zu  T  gehörige  in  Bogen  verwandelte  Sternzeit, 
q)  die  Polhöhe  des  Ortes, 
e  die  Excentricität  des  Erdmeridians. 


Man  rechne  die  Grössen: 

A  = 


cos  q> 


P  = 


0.= 


Vi  —  e'^  üin'^fp 

j, (1  —  €^)sinq> 

]/l  —  e^  sin'^  q> 
(a  —  «„.)  ro.s  d 


^  u  cos  d 


n 


P  = 


q'  = 


% 


^d 


* 


Dann  ist 


7t  7C 

a  =  A  sin  (ft  —  «*) 

b  =  Acos  (ji  —  a^) 

c  ^z=  Bcos  Ö^. 

u  =  a 

V  =  c  —  h  sin  d^ 

v'  =  ka  sin ö^ 
hgk  =  9,41916 
tu  sin  M  =  })  —  n 
m  cos  31  =  q  —  v 
n  sin  N  =  p'  —  n' 
ii  cos  N  =  q*  —  v' 

AVI 

COS  ilf  =z  -j-  sin  (31  —  N) 

log  k  =  9,43609 
^  <  1800. 


m  cos  (31  —  N)       Ic  sin  tl 

"T 


Jüf,  N  immer  -f- 


n 


n 


J 


3600 


die    Zeit  des  Ein-  und  Austrittes. 
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Stembedeck\in^en. 


Wenn 

cos^;  >►  1, 

dann  findet  keine  Bedeckung  statt. 

Endlich  ist  der  Ort  des  Ein-  und  Austrittes  durch  den 
Winkel  Q  gegeben.  Dieser  giebt  die  Richtung:  Mondmittelpunkt 
Stern  und  Nordpol  von  Nordon  gegen  Westen  gezählt. 

Es  ist: 

'^  —  Austntt 

Die  ganze  Rechnung  ist  zu  wiederholen,  um  strenge  Resultate 
zu  erhalten.  Bei  der  Wiederholung  werden  die  Grössen  a,  ö,  T,  fi 
für  die  Zeit  der  Mitte  der  gefundenen  Zeit  des  Ein-  und  Aus- 
trittes gerechnet. 

Im  Berliner  Jahrbuch  findet  man  für  gewöhnlich  die  helleren 
Sternbedecküngen  schon   angegeben  und  auch  die   Hülfsgnissen 


p  fi  p'  a'  'r^ 


sowie 


h  log  sin  8^    log  cos  8^. 

Man  hat  dann  zu  rechnen  wie  folgt: 

a  ==  J.  sin  (h  -^  k) 
b  =  A  cos  (h  -\-  k) 
c  =  Bco$d^\ 
k  ist  die  Länge  von  Berlin  (-f-  östlich,  —  westlich) 

u  =  a 

V  =  c  —  b  sin  d^ 
u'  =  kb 
V  ^=  ka  sin  Ö 
hgk  =  9,41916. 

Die  übrige  Rechnung  wird  wie  oben  geführt,  und  sind 

P  <l  p'  n' 

dem  Berliner  Jahrbuch  zu  entnehmen.  In  die  Zeit  des  Ein-  und 
Austrittes  ist  noch  die  Längendifferenz  anzubringen,  um  den  Ein- 
uud  Austritt  in  Ortszeit  zu  haben. 

Ist   der   bedeckte   Stern   ein   Planet,   so  hat  man  statt  der 
(j rosse  Ic  bei  der  Berechnung  des  Winkels  ^  zu  setzen: 

<y    r Eintritt  am    I.     Austritt  am  II.i  t>     j 

IL  .         „      I.)^^^' 


/.•  + 


w 


n 


7) 


wobei  (J  der  Halbmesser  des  Pianoten, 
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(0  die  Horizoutaläquatorealparallaxe  des  Mondes  weniger 
jener  des  Planeten, 
und  statt  der  Grösse  k^ 

k  —  0,0000727  ^ 

ist,  wobei  /t   die   stündliche  Aenderung    der   Rectascensiou   des 
Planeten  in  Secunden  ausgedrückt  bezeichnet. 

§.  259. 

Bereolintuig  der  Längendifibrenz  aus  Stembedeokungen. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  man  schon  einen  rohen  Werth 
der  LängendiiFerenz  kennt 

Die  Sternbeobachtungen  werden  mit  Hülfe  dieser  Differenz 
auf  Berlin  reducirt  und  die  Mitte  der  Zeiten  T  bestimmt.  Es 
werden  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  die 

«C    ^C    ^C 
Rectascensionen,  Declinationen  und  Parallaxen  für  die  Zeiten 

entnommen.    Dabei  ist  T  auf  Stunde  abzurunden.  Nun  bestimme 
man  für  die  drei  Zeiten 

die  Grössen 

cosd^     .    , 


sin  Ä£ 
ß  =  sin  *£  cos  d^ 
ß'  =  cos  S^  sin  Ä^  cos  («^  —  a^) 

ß  —  ß' 
q  =  i- i— 

sinn^  ' 

a^  und  8^  sind  die  Rectascension  und  Declination  des  bedeckten 
Sternes.    Man  bilde  für  p  und  q  das  Schema: 


(T  -  If 


9-  1 


5  +  1 


^9-1 
^9+1 


dann  wird  für 


L&ska,  mathem.  Fonnelnsammlun«;.  54 


—    I 
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Längendifferenz  aus  Stern  bedeck  ungen. 


(T—  If 


dg 

dt 

Jy- 

'k^^g 

dg 
dt 

■  ^g    ■ 

dg 
dt 

^y  + 

V»  ^^g 

ferner 


(2'+  1/ 

Sei  nun: 

fx  die  mittlere  Ortszeit  der  Beobachtung 
Aj  die  LängendifTerenz  (genähert) 

t^  A,  dieselben  Grössen  am  Orte  II, 


am  Orte  I. 


(7)  = 


^  +  <.  -  q.  4-  A,) 

2 


so  bestimme  man  die  zur  Zeit 

T  =  t,-  {T)  -  A. 
gehörigen  Werthe  von 

dp  dq 

TT  ^^^    IT 

durch  Interpolation. 

Nun  rechne  man:. 

i  =  Q  cos  (p*  sin  (0  —  a^) 

ti  =  Q  {sinq)*  cosö^  —  cosqp'  sin d^  cos (H  —  a))- 

Dabei  ist  9'  die  geocentrische  Breite, 

Q  der  Radiusvector  des  Beobachtungsortes. 

m  sin  M  =  Po  —  J 

m  cos  M  T=  Qq  —  t; 

dp 


n  sin  N  = 


n  cos  N 


dt 

dq 
dt 

7n 


sin  1^  =  --  sin  {M  —  N), 

Für  Eintritte  t  im  I.  oder  IV.  Quadranten,  für  Austritte 
II.  oder  III.  sind  zu  nehmen: 

log  ~  =  0,5646335 

j,„  _  fn_  cos(M  —  N  —  t) 
5  cos  if 


im 
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log  -—  1,7781512 

Ä                     ^ 

206265  .  11  sin  n^ 

^  206265        MbdTiöb 

-: — -  sin  (N  +  1/;). 

^  = 


B  = 

Sind  dann  zia  und  ^ö  die   Correctionen   der  Mondcoordi- 
naten,  so  hat  man  für  die  wahre  Längendiflferenz : 

di  =  ^,  —  (T)  +  T"  —  ^  .  zf «  4-  5  .  zfd. 

Ebensolche    Gleichung   findet    man    für    den    anderen  Ort^ 
und  zwar: 

d,  =  t,  —  (T)-^Ti  —  Ä.^a^£.  z/d. 

So  hat  man  nun  für  Austritt  und  Eintritt  an  beiden  Orten 
vier  Gleichungen  für  die  drei  Grössen: 

dj  —  dl  .  ^  a  .  d  8. 
§.  260. 

Mondesfinsternisse. 

Bedingung. 

/^C  <  ^2'     Finsterniss  sicher, 

52' < /5c  <  63'  „  möglich,     , 

ß^  >  63'  „  unmöglich, 

dabei  ist: 

n  Aequatoreal-florizontalparallaxe  des  Mondes, 
p  n  n  der  Sonne, 

6  scheinbare  halbe  Durchmesser  des  Mordes, 
d  „  „  ^„.       der  Sonne, 

/J^  die  Mondbreite  im  Augenblick  der  Conjunction. 

Anfang,  Mitte  und  Ende  der  Finsterniss. 
.  .Seien.   a@8@  die ; äque^torealen : Coordinaten  der  Sonne, 

"£  ^c    »  n  r)      '   •■  des  Moudes, 

54* 
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Hondesflnstemiase. 


P'  =  [9,99929J  X 
A  =  ^(3i-\-p  —  d) 

Man  rechne: 

a  =  «^  —  (a@  +  12^) 

a^  =  -jj  =  stündliche  Bewegung  von  a 

^  =  *c  +  «  +  *@ 

y  =  acos  d^ 

dx 

•^'  —  dl 

Hl  =  «1  cos  S^ 


^'r= 


A  +  «  t""''' 

—  [äussere 

^,^^  [innere 

—  [äussere 


Berührung  des  Halbschattens. 


Vollschattens, 


tifS  = 


—  1 


X 


cotgi  =  — 


y 


X 


sin  S        cos  S 
n=  TTcosI—  (S  +  i)} 
n 

Wcos  i 


cosw  = 


c  = 


.  3600" 


Hl  cos  w 

<i  =  csin  { —  (S  4"  i)  —  w\ 
t^  =  csin  \ —  (S  +  t)  4-  ^V 
Dann  ist: 

Zeit  für  den  Anfang     T  +  ^ 

„      „    das  Ende         T+  ^ 


die  Mitte 


T  + 


und  im  Falle  einer  partiellen  Mondfinsterniss,  Grösse  der  Finster 
niss  im  Monddurchmesser: 
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/l'  —  n 
2d 

Man  findet  endlich,  wenn  die  Winkel  im  umkehrenden  Fem- 
rohre von  Nord  über  Ost  gezählt  werden: 

Eintritt     Si  =  (—  i)  —  mc 

Austritt    Sj  =  ( —  %)  -\-  w- 

Dabei  ist  T  die  Zeit  der  Conjunction. 

Man  hat  hierbei  angenommen,  dass  im  Maximum 

d  =  16'  45"      d  =  16'  18"      n  =  61'  24"      p  =  9", 
und  im  Minimum 

d  =  14'  41"      d  =  15'  45"      n  =  53'  38"      p  =  8,6" 
wird. 

§.  261. 

Sonnenflnsterniss. 

Bedingung: 

es  ist  überhaupt: 

^£  •<  1®  24'    Finstemiss  sicher, 

10  24'  <  Ac  <  1<>  34'  „  möglich, 

A^  >  10  34'  „  unmöglich, 

dabei  ist: 

7C  Horizontal-Aequatorealparallaxe  des  Mondes, 
jj  „  „  der  Sonne, 

S  wahrer  Halbmesser  des  Mondes, 
d       yi  „  der  Sonne. 

Man  kann  auch  sagen:   Beträgt  beim  Neumond  der  Abstand 
der  Sonne  vom  nächsten  Mondknoten 

weniger  als    9^  33',  so  findet  eine  totale, 

jf  99     11^  54',  so  kann  eine  totale  stattfinden, 

„  „     15®  23',  so  muss  eine  partiale  stattfinden, 

„  „180  21',  so  kann     „  „  „ 

Es  ist: 

die  grösste  Länge  des  Mondschattens  =  51000  geogr.  Meilen, 
„    kleinste      »         „  „  =  49350      „  ,, 

der  grösste  Durchmesser  des  Kemschattens  =  35  geogr.  Meilen. 


854  SoDnenfinstemiss. 

Man  bestimme  die  relative  Bahnneigung  i  aus 

igt  = 


d  d^        d  d@  d  OL^        d  (x@ 

Jf  .  "^  ~    dt  dT 


Die   Differentialquotienten    drücken    die    stündliche    Beiire- 

gung  aus: 

n  =pd  cosi 

d  •==  Differenz  der  Declinationen  im  Momente  der  Opposition 

nsini  ,^  ^^^«^^ 
c  =      j.       (3,55630) 

t  =  ctgi. 
So  wird  die  Zeit  der  Mitte  der  Finsterniss: 
T«  =  Zeit  der  Conjunction  —  t. 

Sei  noch: 

n 
cos  IV  =  —7 

T  z=z  cigw. 

A  wahre  Distanz  der  beiden  Centra  Sonne,  Mond.    Dann  ist 
für  den  Anfang  der  Finsterniss: 

und  für  das  Ende: 

T^  +  r. 

Für  A  hat  man  zu  nehmen: 

P'  -f-  Ä  -f-  d  für  eine  partielle, 
P'  -j_  tf  _  d    ^      ^     totale, 

P'  —  b  Ar  d    „      „     ringförmige, 

P'    „      „     centrale, 
wobei 

JP'  =  [9,99929]  {%  — 1>). 

Die  Zahl  in  der  Klammer  ist  ein  Log. 

Länge   und  Breite   9  der  Orte,  wo  Anfang  gesehen 
wird. 

a  =  (—  i)  ^  w 

sin  (p  =  cos  a  cos  8@ 

iah  = ^^r- 

Oestliche  Länge  =  A  —  Im  +  ^- 
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Länge  und  Breite  tp'  der  Orte,  wo  Ende  gesehen 
wird. 

b  =  ( —  i)  -\~  w 
sin  <p'  =  cos  b  cos  Ä® 

^9^'  =  —  7r 


sind@ 
Oestliche  Länge  =  h^  —  T,»  —  r. 


§.  262. 

Berechnung  der  Sonnenfinsternisse  nach  Bessel. 

(Vergl.   B  es  sei's   Abhandlungen ,  herausgegeben  von  Engelmann,  Leipzig, 
1H76,   3,  369,  oder  auch  Loomis:     An  introduction   to  prac.  astronomy. 

New  York  1888,  p.  277.) 

1)  Man  interpolirt  die  Declination  und  Rectascension  des 
Mondes  und  der  Sonme,  sowie  die  Parallaxe  des  Mondes  und  des 
Radiusvectors  der  Erde  etwa  für  zwei  bis  drei  Stunden  vor  und 
nach  der  Conjunction. 

Es  sei  sodann: 

T  die  ungefähre  Zeit  der  Conjunction, 

des  Mondes, 

der  Sonne, 

Ä]   j.    T^    T     i.«  l<J6s  Mondes, 

..,}  die  Declination       {j      o 

0  }  (der  Sonne, 

n    die  Aequatoreal-Horizontalparallaxe  des  Mondes, 

r     der  Radiusvector  der  Erde, 

so  sind  folgende  Grössen  zu  rechnen: 

sin  8,84"  ,  1 
h  = 


r]"' 


die  Rectascension 


r  sin  n  sin  n 

j  , ecosd .  sec  d' .  (a  —  «') 

1  —  e  cosd  ,  sec  d' 

D  —  d'  =  ^  ^^  ~  ^'^ 

1  —  e 

1  —  e  cosö  sec  d' 

^  cos  D  sec  Ä' 

J^  =  hcosd  sin  (a  —  Ä) 

y  =  h  [sin  (d  —  J))  cos^  Vi  («  —  ^)  +  sin  (Ö  +  D)  sin^  V2  («  —  ÄJ] 
s  =  h[cos{d  —  B) cos^  1/2  («  -  J)  —  cos (6  -f  I)) sin^  1/2  (a  —  Ä)] 
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7,6688050 


sinf  = 


für  die  äussere 

!^  Berührung, 

7,6066896  x^.     ,.     . 
für  die  innere 


i  =  tgf 

]c  =  0,2725     logk  =  [9,4353665] 

l  =  ztgfip  ksecf. 

Sei  ferner: 

ft   die  Stemzeit  der  Conjunction  des  Beobachtungsortes, 

ft'    ,,  „  „  „  „     Meridian  der  Epheme- 

ride  (Berlin), 

k  die  Länge  des  Beobachtungsortes  (östliche  -f-f  westliche  — ), 

op'  die  geocentrische  Breite       I  ^.     •«      n    ^    ^^         ^ 
j      ^,  j.  .       j       T^  j  J  für  den  Beobachtungsort. 

Q   der  Radiusvector  der   Erdej  ° 

so  sind  folgende  Grössen  zu  rechnen: 

^  =1  Q  cos(p'  cos  (ft  —  Ä) 

rj  =  Q  [sin  9'  cos  D  —  cosfp'  sin  D  cos{^  —  Ä)] 

J  =r  p  [sin  qp'  sin  D  -\-  cos  qp'  cos  D  cos  (ft  —  Äj\ 

d^  =  Q  cos  q>'  cos{ii  —  Ä)d{^  —  Ä) 

dri  =  ^sinDd(fi  —  -4)  —  gdD 

Die  Variation  von  Ä  und  D  sind  die  ersten  Differenzen  der 
durch  stündliche  Berechnung  gefundenen  Ä  und  D  Werthe. 

Die   Variation    von  fi  ist  aus    dem  Berliner  Jahrbuche  zu 

berechnen  (==  Diff.  der  zwei  auf  einander  folgenden  Tage,  dividirt 

durch  24): 

m  sin  M  =  X  —  | 

mcosM  =  y  —  iq 

n  sin  N  ^=  dx  —  d  | 

n  cosN  =:  dy  —  dri 

(m  und  n  sind  immer  positiv  zu  nehmen), 

wobei  dx  und  dy  die  stündlichen  Variationen  von  x  und  y  sind. 
d.  h.  die  ersten  Differenzen  der  durch  stündliche  Interpolation 
gefundenen  x  und  y  Werthe. 

l  -  it  =  L 

AM 

sin  ilf  =  -jr-  sin(M —  N)^ 

wobei  ^  nur  im  ersten  oder  letzten  Quadranten  liegen  kann; 
dann  ist  für  den  Anfang  der  Finstemiss: 
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^  == COS(M  —  N) COS  ^, 

und  fiir  das  Ende: 

f •  = cos  (M  —  N)  A cos  ^, 

und  die  ungefähre  Zeit  des  Anfanges 

und  des  Endes 

T+A  +  f,. 

Mit  diesen  Werthen  rechnet  man  nun,  für  die  genäherte  Zeit 
des  Anfangs: 

Ti  =  f ,  -f  A  +  r, 

und  des  Endes: 

die  genaueren,  indem  man  die  Formeln  wiederholt.  Man  findet  so : 

t'i  und  fs, 
i:ud  u  wird  endlich  die  Zeit  des  Anfangs  resp.  Endes: 

^Anüuig  =    ^1    +    'l 

^Ende      =  T2  -\-  ht 

femer  der  Winkel  des  Berührungspunktes  für  den  Anfang  Q  vom 
Nordpnnkte  aus  gerechnet: 

Q,  =  180«  +  2V  -  ^, 
und  derjenige  für  das  Ende: 

§.  263. 

Phase   des  Mondes. 

Sei  L@  die  Sonnenlänge, 

Zf  die  Mondlänge 

für  eine  Epoche  t^  welche  unmittelbar  vorangeht  in  den  Tafeln 
jener  Zeit,  fiir  welche  die  Differenz 

L^  —  L@  =      0^    für  Neumond, 

90«      „    Erstes  Viertel, 

180«      „    Vollmond, 

2700      „    Letztes  Viertel. 
Seien  ferner: 

jit'  die  tägliche  Bewegung  der  Sonne, 
^     „         „  „  des  Mondes, 
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SO  wird: 


Mondphasen. 


t  -\-  n  -\-  L^ 


'® 


IL   -II' 

wobei  für  n  der  Reihe  nach  0«,  90«,  ISO«,  270»  zu  setzen  ist   Auf 
diese  Weise  bekommt  man  die  genaue  Zeit  r  der  Mondphase. 

Will  man  für  eine  beliebige  Zeit  die  Grösse  g  und  den 
Positionswinkel  u  der  Phase  des  Mondes  haben,  so  seien 

a@  P@    die  Rectascension  und  Poldistanz  der  Sonne, 
«^  P^      „  „  „  „  des  Mondes, 

auf  das  Erdcentrum  bezogen, 

a®  P®    dieselben  Grössen  für  die  Sonne,  bezogen  auf  den 
Mondmittelpunkt, 

«^  P^    dieselben  Grössen  für  den  Mond,  bezogen  auf  den 
Beobachtungsort. 

Um-  diese  letzteren  zu  finden,  wende  man  die  gewöhnliche 
Parallaxenreduction  an.  Die  ersteren  erhält  man  ebenso,  nur 
wird  statt  der  Erdradien  q  die  Entfernung  der  Erde  vom  Monde 
genommen  und  es  werden  die  strengen  Formeln  für  die  Par- 
allaxe angewendet. 

Man*  hat  ^ 

cos  g  =  cos  P®  cos  P^  -\-  sin  P®  sin  P'^  öos  (a®  —  ot^ ) 
sin  g  sin  u  =  cos  P®  sin  P'^  —  sin  P®  cos  P^  cos  (a®  —  cc^). 


§.  264. 

Berechnung  der  Libration  in  Länge  und  Breite. 

Sei    l  die  mittlere  Länge  des  Mondes, 

Q    ri  7i  n        7)    aufsteigenden  MondknotensL 

7    ^  „        Neigung   des    Mondäquators    gegen  die 

Ekliptik  =  P  32'  9",0, 

y  =  180<>  +  ß. 

Man  rechne: 

fgB'  =  tglsin{k  —  (j) 
1)  =-.  sin  I  cos  {k  —  15) 
E  =  tg'^  1/2  7  8m  2  (A  —  ö). 
so  ist  die  Libration  in  Länge 

JX  =  k  —  l  —  D,^ß  +  E 
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und  die  Libration  in  Breite: 

ß  und  A   bezeichnen    die  Mondbrqite    und    die    Mondlänge. 

Die    Grössen  ß  und  k  können    aus  a  und  d    berechnet  werden, 

wie  folgt: 

sin  y  ==  sin  s  cosa 

tgri  =  tg€  sin  a 

tgx  ^^=,  sin  a  cos  a  tg  {S  —  t?) 

■^  ^        '     *^  cos  £ 

SO  wird: 

sin  ß  =  cosy  sin  (d  —  ti). 
Man  hat: 

Maximum  der  geocentrischen  Libration  in  Länge  7'>53'51",0 

„   Breite  6o50'45",0 

10  r3r/',o 

10o25'22",0 
1P25'30",0 


§.  265. 

Bestimmung  der  Position  des  Mondpoles  und  Mond- 
äquators. 

Sei    £  die  Ekliptikschiefe, 

ß    ^    mittlere  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  -|-  18^^ 
J    „    Neigung  des  Mondäquators  P32'9". 

Man  rechne: 

.       .  cos  \/'2  (£   —  /).     ,  .    ^ 

^  stn\/2(6  +  i)  *^  ' 

•    ,  /    •        ^i^  ^'2  (f  —  I)     '    ,  /   n 
Sin  Va  t  =  .    -y, sin  Va  00. 

'^  stnB  '^ 


7i 

„    parallaktischen 

7) 

„    geocentrischen 

rt 

59 

„    totalen 

n 

so  ist: 


i  ist  die  Neigung  des  Mondäquators,  bezogen  auf  den  Erd- 
äquator : 

ß'  =  ^  -  B. 


n 
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z/  =  dem  Bogen  Yom  aufsteigenden  Knoten  des  Mondäqoa- 
tors,  bezogen  auf  den  Erdäquator  bis  zum  aufsteigenden  Knoten 
des  Mondäquators,  bezogen  auf  die  Ekliptik. 

Si'  •=  Reetascension  des  aufsteigenden  Knotens  des  Mondes, 
bezogen  auf  den  Erdäquator. 

Die  Grössen  ^,  S^'  und  i  findet  man  im  Nauticalalmanach 
von  zehn  zu  zehn  Tagen  angeführt 

Sei  ferner  |  der  Winkel  zwischen  dem  Declinationskreise 
und  der  Mondaxe  im  scheinbaren  Mondroittelpunkte,  so  ist 

.    u  .    .  cos  («'  —  <Q') 

stnt  =  —  sin  t ^ —. 

*  cos  ß' 

.    .  cos  (k  4-  r  +  J?) 

cosd 
dabei  ist: 

a'  die  geocentrische  Reetascension  des  Mondes, 

d'    yf  jf  Declination        „  ^ 

ß*   „  „  Mondbreite, 

1q    „    mittlere  Mondlänge, 

V     „    die  Mondlibration  in  der  Länge. 


§.  266. 

Relative  Bahnen. 

a)    Bahnen  der  Planetenmonde  in  Bezug  auf  die  Sonne. 

(Weyer:  Astrou.  Xachr.  S.  3007.) 

Seien  x  und  y  die   heliocentrischen  Coordinaten,  von  eiuer 
Opposition  als  Anfangsrichtung  ausgehend, 

t   die  Zeit  in  mittleren  Sonnentagen  seit  der  Oppo- 
sition, 

a   und  a'   die  Bahnradien    des    Planeten    und    seines 
Mondes, 

fi  die  mittlere  tägliclie  siderische  Bewegung  des  Pla- 
neten um  die  Sonne, 

(i'  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  des  Mon- 
des um  den  Planeten, 

Q  der  Krümmungsradius   der  Satellitenbahn  *ttn)  die 
Sonne, 
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SO  ist 


a! 

^  =  M. 


X  ^=  a  cosut  -j-  a'  cosyi't 

y  r=  a  sin  fit  -|-  a'  sCn^i/t 

(^_      {R^  +  Jf«  4-  2RMcos{ii't  —  j^O|V« 
a'  —  Ä2  ^  Jlfs  ^  ii3/(Jtf  +  1)  cos  {(i't  —  lit)  ' 

Für  den  Erdmond  ist: 

B34.  J^f3>l^J^f(^/4.  i) 
M<  u. 

Demnach  hat  die  Mondbahn  um  die  Sonne  ausnahmsweise 
weder  Doppelpunkt  noch  Infiexion,  noch  Spitze,  sie  kehrt  viel- 
mehr ständig  ihre  concave  Seite  der  Sonne  zu. 


b)    Scheinbare   Planetenbahnen. 


Seien  n  und  N  die  mittleren  Bewegungen 

V    ,^     V   y^     Geschwindigkeiten 

r    „    R    yf     Entfernungen  von  der  Sonne 
so  wird 

ndt  =  ^dt  Ndt=ZdL 

Man  hat  für  die  relative  Längendiiferenz: 

dLi  _rv-]-RV-\-  {Rv-^  Vr)co8{Q—l) 

dt   ~  rl 

wobei 

Ti  cos  Li  =  r  cosl  -{-  R  cos  O. 

In  der  Opposition  ist: 

O  —  ?  =  1800, 
also 

i§  =  "■  -  "If  -  '^  =  ne^üv, 
d.  h.  der  Planet  ist  retrograd.    Ist 


für  einen 

Planeten 

u.  die  Erde 


dLi 


=  0,  d.  h. 


dt 

so  wird  der  Planet  stationär.     Q  ist  die  heliocentrische  Länge 
der  Sonne. 
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Das  Aequatoreal. 


§.  267. 

Aufstellungsfehler  beim  Aequatorial. 

(Vgl.  Ch^uvenet:  Spherical  AsU'onomie  II,  Cap.  IX.) 


Schema: 


Stern 


Kreis 


praecedeiis 


sequens 


Pos.  Kreis 

a 
\b 
b 
\a 


Stern - 

zeit 

Mittel 

Öl) 


Stunden-    Declination»- 


6 


ff 


kreis 
Mittel 


t 


f 


kreis 
Mittel 

d\ 


dil 


d' 


Statt  bei  den  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Meridians 
fort  die  Kreislage  zu  notiren,  verzeichnet  man  zunächst:  Fei 
röhr  Ost  oder  West  und  benutzt  folgende  Bezeichnung: 

Obere  Culm.  Fernrohr 

rechts 


Südstem,  "7  ,       }  Polstei 
links    J 


0  =  Kreis  praec.    =  Fernrohr  links 

W  =     „     sequens  =         „        rechts 

Untere  Culm.  Fernrohr 

0  =  Kreis  sequens  =  Fernrohr  rechts 

W=     „     praec.    ss=        ^        links. 

1.  Man  hat  nun  zunächst  an  die  abgelesenen  Stunden winkel 
und  die  Declination  d  die  Ilefraction  anzubringen  und  zwar 
folgenden  Zeichen: 

Refr.  Corr.  an  t  {V)  z=  -\-  ü  tgz  sinqsecö 
„         „       «    d  W  =  —  ÄJ'  tgz  cosq, 
wobei  i'  die  Refraction  ist  und 

tg  N  =  dgfp  cosv 
ig  z  sin  N 


Man  bilde: 


tgz  sinq  =    .    ,*    i     \t. 
ig  z  cosq  —  dg  (8  --f-  N). 


To  =   V4   (ö  4-  0'    _    {«  4-  CC'} 

i:  !     .  -D  =  V»  (d  +  d/X        .. 

nachdem  diese  Grössen  wegen  Refraction  corrigirt  erscheinen. 
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Dann  lauten  die  Formeln  zur  Fehlerberechnung: 

I  cos  to  -f-  iy  sin ^  -\-  BqC  =  I)  —  ö 

^t  —  I  sin  totgS-^-rj  cös Tq  tgS  '-\-  B^ e  =  ro  —  f(„ 
wobei 

Ba  =  sin  q)  cos  d  —  cos  tp  sin  d  eos  fo 

ffQ  =  cos(p  sec  ö  sin  t© 

und  J  und  7}  die  Fehlercoordinaten  sind;  e  ist  die  Biegung  des 
Fernrohres  im  Horizont;  ^t  Indexcorrection  für  den  Stunden- 
kreis. 

P  ist  der  wahre,  P'  der  Instrumentalpol. 

Fig.  30. 


W 


/>  £ 


p'.^ 


Im  Meridian   gestalten  sich  die  Gleichungen  ,>vesentlich  ein- 
facher : 

I.    To  =  0*  (obere  Gulmination). 

I  -|-  6  sm  (9  —  Ä)  =  D  —  S 
Jt  -\-  vtgd  =  to  —  fo- 

IL    To  =  12*  (untere  Gulmination). 

—  ^  -\-  esin  (q)  -]-  ö)  =  D  —  d 
Jt  —  rjtgd  =  Xq  —  t^ 

Der  Collimationsfehler  findet  sich  aus  der  Vergleichung  bei- 
der Kreislagen.    Es  ist: 

I.    Ausserhalb  des  Meridians. 

c  sec  d  —  itgd-\-e  (sin  (p  ig  d  -\-  cos  q>  cos  r^)  =  \/,  [f  —  180 

—  t'  —  (^  —  r)]. 

NB.    Ist  t'  nicht  um  180^  abgelesenes  (,  dann  ist  recht  180 

wegzulassen. 

II.    Im  Meridian. 

c  secö  —  itgd  -\-  6  cos  (q>  —  d)  sec  S  ==  V«  [f  —  180  —  t'  —  (t  —  z)]. 
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Dabei  ist: 

€  der  Collimationsfehler, 

i  die  Abweichung  des  Winkels  zwischen  Pol- 

Declinationsaxe  von  90^, 
£  die  Maximalbiegung  der  Declinationsaxe. 


und 


§.  268. 

Ereismlkrometer. 

Es  seien  mit 

die  Rectascension  und  Declination  des  zu  bestimmenden  Objeetes, 
ferner  mit 


a. 


d. 


dieselben  Grössen  eines  bekannten  Sternes  bezeichnet.  Man 
beobachtet  die  Ein-  und  Austritte  beider  Objecte  am  Mikro- 
meter.   Die  zugehörigen  Zeiten  seien  für 

^  n  ^  's 

^  ti  12  t^ 

Sodann  bilde  man  folgendes.  Schema: 


^4 


^ 

♦ 

ii         U 

«1         ^ 

h        % 

*;      <; 

Sodann  ist: 

«^  —  «* 2 2~  • 

Zur  Berechnung  des  Declinationsunterschiedes  hat  naan  zu- 
nächst zu  bilden  genähert: 

8^  0  Sternzeit  der  Mitte  der  Beobachtung 
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Ferner  zu  berechnen  die  Grösse/  aus  den  Gleichungen: 

cos  n  =1  cos(p  sin  t 
sin  n  sin  N  =  cosq>  cos  t 
sin  ncosN  =  sin  q) 

Dabei  ist  Je  die  Refractionsconstante. 

Hierdurch  befreit  man  zugleich  die  Declinationsdifferenz  von 
der  Refraction. 

Sodann  rechne  man  die  Grösse  /',  welche  die  Declinations- 
differenz  wegen  Eigenbewegung  des  ^  corrigirt: 

^   ~  15  X  86  636' 

Dabei  ist  ^a  die  tägliche  Bewegung  des  Gestirnes  in 
Rectascension. 

Die  fernere  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt:    Seien 

Vi  und  ra 

die  beiden  Radien  des  Ringes,  so  wird 

/»^  =  y  (»i  +  »,)//'  cos  V,  (D  +  a,) 
*t*  =  y  (^1  +  »»)/cos  V,  (D  +  **) 


_      ft^  _„ ^ 


* 


COS  w^  =  — =-f —  cos  op^  =        , 

Tt  —  ro                            Vi  —  r, 
cos  ^a  =  -^ '  <^os  it**  =  ~ ' 

d^  =  -^-^ — ^  stn  (p^  sin  t^ 

^*    =  ^— ^  st«  9*   «2W  1(;*. 

^  sind  die  Distanzen  der  beiden  Gestirne  vom  Mittelpunkte 
des  Mikrometers.  Sodann  hat  man  folgende  Fälle  zu  unter- 
scheiden: 

I.    ^  +  ♦  in  der  |  l  Hälfte  des  Mikrometers: 

I  unteren  J 

^   oben   ♦  unten  ä^  —  ä#  =  —  (-^^  —  -^*) 
^   unten  ♦  oben   d^  —  d^  =  -(-  (^^  —  A^, 

liAükft,  mathem,  Formelnsammlung.  gg 
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IL    fl?  und  ♦  zu  verschiedenen  Seiten  d«  Ssr 
Mikrometers: 

^  oben      *  unten     Ä^  —  *♦  =  -  (^l ' 
^  unten     *  oben      *^  —  *»  =  +''^^'- 
Es  erübrigt  nur  hoch  die  Gorrection  der 
Rectascensionsdifferenz  wegen  Refraction,  und  die  fei 
Rectascensionsdiflferenz  wegen  Eigenbewegung. 

§.  269. 

Bestimmung  des  Ringmikrometerrii! 

Man  beobachtet  zwei  Sterne. 

Sei  fi  der  Eintritt  am  Aeusseren  | 

i^     „    Austritt    „    Inneren     I  ^^  }^}gmm 
t^     „     Eintritt    „  „ 

«4     „    Austritt    „    Aeusseren 
für  einen  Stern  und  tWiftft  dieselben  Grossen  firiS 

Stern. 

Ihre  bekannten  Declinationen  und  Rectascösoie 

d 

Sei  femer: 

so  wird: 

15 

2 


.*.  1. 


a 


a' 


**« 


^Xacosd  =fa5myi 


l^a  = 


15    ,         . 

—  Ta  COS  *, 


=  raS«»»f» 


,    ü          l^g  •"  ft« 
ig  na  —  ^t g   1 


so -ist: 
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Ta 


2  cos  Aa  cos  Bt 

_  IIa    +  flg 

2  sin  An  cos  Bn 


1 


^a  -    f* 


a 


2  COS  Aa  sin  Ba 
sin  {A„  -f  Ba) 


sin(Aa  —  Ba) 

lei    ist  r«  der  Radius  des  äusseren  Ringes.    Ersetzt  man 
ex  a  durch  e,  so  erhält  man  die  analogen  Formeln   für 
üius  des  inneren  Ringes. 
11  man  die  Refraction  berücksichtigen,  so  rechne  man: 

tgN  =  ctgq)  cos  Tq 

^0    =f     V2  (^l    +   U), 

i\\  d'  —  ö  die  Correction  anzubringen: 

57"  sin  (d'  —  d) 

sin'  I  i/a  (*  +  *')  +  ^] ' 

in  wird  am  besten  die  Beobachtung  nahe]  am  Zenith  aus- 
,  wo  der  Einfluss  der  Refraction  ein|  minimaler  ist.  Man 
die  Sterne  so,  dass  der  eine  möglichst  hoch  oben,  der 
möglichst  tief  unten  den  Ring  passirt,  so  dass  S'  —  d 
hst  gross  wird. 

§.  270. 

^sseriing  der  Kreis-  und  Fadenmikrometer  wegen 

Refiraction. 

[anr  berechne  mit  der  Polhöhe  <p  und  dem  Stundenwinkel  t 
rossen  N  und  n  aus  den  Gleichungen: 

cos  n  =  cosff  sin  t 

sin  n  sin  N  =  cos  q>  cos  t 

cos  n  cos  ^  =  sin  q> 


odaun : 


,         6000  k 


86i<  Correction  der  RingmikrometijrbeobaicbiiB; 

^ 2    ctgn  cos  (N  -^dj 

'15  cosd 

j^_    ,    J_  cig n  cos  (K  +  2i} 
'    15  cos^d 

Je 
^  sm^  (N  -\-  d)  ^  ^ 

wo  d  das  Mittel  aus  den  beiden  Declinatioiien  der  ■^': 
zeichnet    und    die  Grösse  h    aus    Bessers  astroL' 
entnehmen  ist.    k  ist  die  üonstaute  der  mittlem  Fr- 
Mikrometerbeobachtungen. 

Sodann  lautet  die  Correction  wegen  Refractiofi: 

A.    Beim  Fadenmikrometer. 
Corr.  in  ^LB  =  ^^^^  A  X  B' (in  ZeifeecE^ 

"     "      ^—  "Töo~  ^' 

ö  ist  die  Declination  des  'bekannten ,  if  jene  des  a  '^ 
den  Gestirnes. 

B.    Beim  Kreismikrometer. 

Hier  rechnet    man   zunächst    die  DistasimJ^ 
Sehnen  der  beiden  Gestirne  vom  Mittelpunkte,  n&eite^' 

^«  =  r»  —  [^  tf  Vcosöcosid^) 

^'2  =  r2  _  r^  ffycosd'cos(ö'^) 

Statt  

Vcos  Ö  cos{d  —  J) 
kann  man  hinreichend  genau 

«  +  D 

nehmen ,  wo  D  gleich  ist  der  Declination  des  3firtff* 
Mikrometers. 
Dann  ist: 

Corr.  in  «  =  +  ^t=-^  ^  X  B  (in  Za'*«»»^ 

"       "   ^  —  ^       100  ^ 

^'  —  ^  ist  in  Boi^enminuten  auszudrücken. 
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Correction  wegen  Eigenbewegung. 

1    ^a  und  ^S    die  täglichen   Bewegungen  in  Bogen- 
ausgedrückt,  so  ist: 

A         J8 


Jorr.  in  a  =  -j- 


(in  Zeitsecunden). 


Declination  wird  vom  Einflüsse  der  Eigenbewegung  be- 
nn  man  die  Sehne  mit 

^  _  60  .  Aa 

•^    ~  15  .  86  636 


cirt.     Man  wird  daher  A  nach  der  Formel 

rl5 ^2 

2 


^«  =  r«  — 


tff  V  cos  8  cos  {S  —  ^)j 


.     Für  /'  dient  folgende  Tafel : 

igliche  Bewegung  in  a  in  Graden  und  Minuten,  /'  in  Einheiten 

der  5.  Decimale. 
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ine  Kreismikrometerbeobachtung  wird  also  umfassen: 

1)  3(e  Red.  auf  Jahresanfang, 

2)  Red.  ad.  app.    Reductio  ad  appareus, 

3)  ^  —  ♦         die  berechnete  Differenz  zwischen  dem 
unbekannten  Object  und  dem  bekannten  Sterne, 

4)  Red.  wegen  Refraction, 

5)  Red.  wegen   Eigenbewegung.    Dazu    kommt    noch   die 
Angabe  der  Zeit  für  die  Mitte  der  Beobachtung. 

n  der  neuesten  Zeit  kommt  das  Balkenmikrometer  fasst 
nein  in  Gebrauch.    Die  Correctionen  für  dasselbe  sind: 


Refraction: 


'  _  A   —    fc  (^*  —  S)    {cos  N  cos  {N  ^  8)  _ 


rr.  iö'  -8)=^ 


TT,  («'  —  a). 


sinHN-^8) 


cos  8 


dg^n 
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''15  cosd 

j., ,    J_  ctg  n  cos  (N  -\-  2d) 

"^15  cös^ 

-^^  ^  ""  sin^ {N  +  d)  l^^'^^«'**  +  sindsin{2K-l-  d)l 

wo  d  das  Mittel  aus  den  beiden  Declinationen  der  Gestirne  be- 
zeichnet und  die  Grösse  A;  aus  BessePs  astron.  Unter.  I  za 
entnehmen  ist  k  ist  die  Constante  der  mittleren  Refraction  iiir 
Mikrometerbeobachtungen. 

Sodann  lautet  die  Correction  wegen  Befraction: 

A.    Beim  Fadenmikrometer. 


Corr.  in  AB  =     .^       JL  X  -B*  (in  Zeitsecunden) 


ö  ist  die  Declination  des  «bekannten ,  d'  jene  des  zu  bestimmen- 
den Gestirnes. 

B.    Beim  Kreismikrometer. 

Hier  rechnet    man    zunächst    die   Distanzen  ^  und  z/'  der 
Sehnen  der  beiden  Gestirne  vom  Mittelpunkte,  nach  den  Formeln: 

z/«  =  r«  —  [y  tf  Vcosdcosid  —  ^)Y 

/f^  =  r^  —  Ty  f7Vcos«'co^^(*'  — ^'^r. 

Statt 


kann  man  hinreichend  genau 

nehmen,  wo  D  gleich  ist  der  Declination  des  Mittelpunktes  <fcs 
Mikrometers. 
Dann  ist: 

Corr.  in  a  =  -| :rr— —  -4  X  -B  (in  Zeits«cunden) 

lüü 

„      „  #  =  H Ä  (in  Bogensecunden), 

^'  —  ^  ist  in  Bogenminuten  auszudrücken. 
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869 


Correction  wegen  Eigenbewegung. 

Seien  ^a  und  /iS    die  täglichen  Bewegungen  in  Bogen 
minuten  ausgedrückt,  so  ist: 

A  Ja 


Corr.  in  a  =  -}* 


(in  Zeitsecunden). 


54  cos^  ö     1 00 

Die  Declination  wird  vom  Einflüsse  der  Eigenbewegung  be- 
freit, wenn  man  die  Sehne  mit 

,  _  60  .  Ja 

•^    ~  15  .  86  636 

mnltiplicirt.    Man  wird  daher  J  nach  der  Formel 


J2  =  ,.2  _   J 


ri5 


-^tffVcosScos(S  -  J) 


2 


rechnen.    Für  /'  dient  folgende  Tafel : 

J  a  tägliche  Bewegung  in  rt  iü  Graden  und  Minuten,  /'  in  Einheiten 

der  5.  Decimale. 
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Eine  Kreismikrometerbeobachtung  wird  also  umfassen: 

1)  3te  Red.  auf  Jahresanfang, 

2)  Red.  ad.  app.    Reductio  ad  appareus, 

3)  ^  —  ♦         die  berechnete  Differenz  zwischen  dem 
unbekannten  Object  und  dem  bekannten  Sterne, 

4)  Red.  wegen  Refraction, 

5)  Red.  wegen  Eigenbewegung.    Dazu    kommt   noch   die 
Angabe  der  Zeit  für  die  Mitte  der  Beobachtung. 

In  der  neuesten  Zeit  kommt  das  Balkenmikrometer  fasst 
allgemein  in  Gebrauch.    Die  Correctionen  für  dasselbe  sind: 

I.     Refraction: 

n        .x>       X          JciS'  —  d)    icosN€Os{N  +  Ä)         ,  , 
Corr.  (d'  —  ö)  =    .  \,^j   ,   ^-    ^h. — ' — ^  —  dg^  n 

Corr.  («'  —  a). 


870  CoiTeetion  der  Bin|^mikrometerbeobaohtung. 

a)  im  wahren  Parallel: 

^  '   Sin  {N  -\-  0) 

b)  im  scheinbaren  Parallel: 

2ft(d'  -  8)  <^t9ncos(N+d)sec8 
'         ^  ^         sin^  {N  4-  ö) 

II.  Eigenbewegung. 

Corr.  (a'  —  a)  =  —  [4. 1884Jrf'sec*d'z/d', 

d*  der  Abstand  der  vom  Wandelstern  beschriebenen  Sehne  vom 
Mittelpunkte  des  Kreuzes,  ^d'  die  48 stündige  Aenderung  der 
Declination  in  Bogenminuten. 

Corr.  (d'  —  ä)  wird  berücksichtigt  durch  Verminderung  des 
fünfstelligen  Logarithmus  des  Reductionsfactors  der  Declination 

15        ., 

und  die  48  stündige  Bewegung  in  liectascension  ausgedrückt  in 
Bogenminuten. 

III.  Krümmung  des  Parallels  (für  Polsterne) 
Corr.  («'  —  Ä)  =  —  —^—  {(VUgd'  —  dHgd). 

IV.  Abweichung  des  Kreuzes  vom  rechten  Winkel 
und  fehlerhafte  Orientirung.  Sei  der  Winkel  des  nach  Nord- 
osten gerichteten  Schenkels  45*  -j-  «,  jener  nach  Nordwesten 
45^  +  ß,  so  wird: 

Corr.(a'  —  a)  =  — — —  secö^^  tff{a  —  ß) 
Corr.(d'  —  «)  =  —  («'  —  d)tfj{cc  -^' ß). 

§.  271. 

Qeocentrisclie  und  lieliocentrisclie  Coordinaten. 

Sei  mit  N  ein  beliebiger  Anfangswerth  bezeichnet,  so  gilt: 
r  cos  b  cos  (l  —  N)  -}-  R  cos  B  cos  (L  —  N)  r=z  q  cos  ß  cos  (X  —  N) 
r  cos  b  sin  (l  —  N)  -\-  R  cos  B  sin  (L  —  N)  =  q  cos  ß  sin  (k  —  S) 
r  sin  b  +  ^  si»  B  =  g  sin  ß. 

Sei  I.  N  =  L,  so  wird: 
Q  cos  (A  —  L)  cosß  =  r  cos  (l  —  L)  cos h  -{-  R  cos B 
Q  sin (A  —  L)  cosß  ^=  r  sin  (7  —  L)  cos h 
Q  sin  ß  —  R  sin  B  =  r  sin  b. 


Geocentrische  und  heliocentrigche  Coordinaten.  871 

Setzt  man  also 

r  cos  (l  —  L)  cos  0 
so  wird  im  Falle,  dass  -}-ty^m  ist: 

ig  (A  —  L)  =  tg{l  —  L)  cos^  tu 
^  R  cos  B 

QCOSp  =  -7-T 75 fT 

^       '^       stn^m  cos  (k  —  L) 
Q sin ß  =1  r  sinh  -\-  B  sin B, 
und  im  Falle,  dass  — tg^m  ist: 

ig  (A  —  L)  =  tg(l  —  L)  jr— 

y  V  y         9  \  ^  cos  2  m 

^  R  cosB  cos  2  m 

Q  COSP  =  -7--g j-1 f-- 

^       '^       stn^  m  cos  (A  —  L) 
Q sin ß  z=z  r  sinb  -{-  B sin B. 
Sei  IL  N  =  h  so  wird: 

Q  cos  (A  —  l)  cos ß  =  r  cosb  -{-  B  cos B  cos  (L  —  l) 
Q  sin  (A  —  l)cosß  =  +  B  cos  B  sin  (L  —  /) 

Q  sin ß  =  rsinb  -[-  B  sin B. 
Sei  m.  JV  =  A,  so  wird: 

rcosQ  —  k)cosb  =  gcosß  —  BcosBcos{L  —  A) 

rsinQ  —  k)cosb  =  —  B  cosBsin{L  —  A) 

r  sin  b  :=  Qsinß  —  B  sin  B, 

IV.    Setzt  man  iV  =  Vs  (^  +  L),  so  wird: 

tg  {A  -  V.  (l  +  L)]  =  tg  (450  4.  g)  tg  1 ,  (7  -  L) 

(/  +  jy)  sin  Vg  (1  —  L) 
9-     sin[k-\U{l-i-L)] 

_  (/  —  R)  cos  1/a  (?  —  L) 
-     cos  [A  -  V.  (l  +  L)]   ' 


dabei  ist: 


r'  =  r  cos  b 
R  =  B  cos  B 

tgt=  — • 


Differentialformeln. 
j^  ^  rcos(l-X)  ^j    ,    sin (7  -  A)  ^^ 

jQ  =  —  r  sin  (l  —  l)^l-\-  cos  (J  —  i.)  ^v 
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.  a       r  •*>'>*  ^  COS  ß  sin  (l  —  A)    .,    ,    r  cos^ß    ., 

^ ß  =  !- ^ :  jdl  -j r^  Jh 


Q  COS*  b 

cosQ  —  k)tgß]Jr 


Q  cos{X  —  Sl)cosß  =^  r  cosu         +  ü  cos  (L  —  SS) 
Q  s{n(k  —  Si>)  cosß  ^=  r  sinu  cosi  -{-  R  sin{L  —  ß) 

Q  sin  ß  =  r  sin  u  sin  t. 
Aus  dem  letzteren  ergiebt  sich,  wenn 


und 

gesetzt  wird: 


_  tgßcosjL  —  9>) 
^^^-      sin(L^k) 

tgB  ==  cos  i  ig  u 

ig  {L  —  Q>)  sin  A 

^**  sin  {A  -\-  i) 

R  sin  (L  —  k)  cos  B 

cos  u  sin  (B  —  A  +  ß) 


§.  272. 

Formeln  für  heliocentrisclie  Coordinaten. 

Man  hat  für  die  Ekliptik: 

X  =  r  cosbcos li 

y  =  r  cosb  sin  Zj 

z  =  r  sin  6, 

dabei  ist  b  die  Breite,  ?|  die  auf  die  Ekliptik  redacirte  Länge, 
r  der  Iladiusvector.  Man  hat,  wenn  {  die  Länge  in  der  Baho 
bezeichnet, 

z  =  r  \cos  {l  —  Q>)  cosQ>  —  sin  {l  —  ß)  sin  ß  cos  i\ 

y  =  r  {cos  (l  —  Q>)  sin  Si  -\-  sin  (l  —  ß)  cos  ß  cos  i\ 

z  =  r  \sini  sin  (l  —  Q>)]. 

Femer  wird: 

■ 

X  -=  r  {cosb  -\~  2 sin'^  -^  sin Q>  sin  (l  —  Q>)\ 

y  =  r  {sinb  —  2sin*  -^  cos  Q>  sin  (l  —  ß)} 

z  =  r  {sin  i  sin  (l  —  ß)). 
Diese  Formel  ist  besonders  für  kleine  Neigungen  verwendbar. 


Heliocentrisclie  Coovdinateu.  Q7$ 

In  diesen  Formeln  ist 

U  =  V  '-\-W  =  1 —  ß 

V  die  wahre  Anomalie,    Die  positive  X-Axe  fällt  mit  dem  Früh- 
lingspunkte (r)  zusammen. 

Man  hat  femer:    für  eklipticale  Coordinaten: 
X  =1  r  {(fosu  cosSi  —  sinu  sinSi  cosi] 
y  =  r  {cosu  sin  Q>  -[-  sin u  cos  ß  cos  i\ 
g  =  r  sinu  stni, 

und  für  äquatoreale  Coordinaten: 
x'  =  r  {cosu  cos (ß  —  sin u  sin Sd  cos i] 

y'  ==  r  {cos  u  sin  Q>  cos6-{-  sin u  cos  ß  cos  icoss  —  sin  u  sin i  sin  b\ 
/  =  r  {cos  t*  sin  ß  sin  e  -f-  sin  u  cos  Q>  cos  i  sin  a  -\-  sin  u  sin  i  cos  s \ 
Setzt  man: 

sin  a  sin  A  =  cosSi 

sin  acosA  =  —  cos  i  sin  ß 

sin  b  sinB  •=  sin  ß  cos  € 

sin  b  cosB  =  cos  ß  cos  i  cos  s  —  sin  i  sin  s 

sin  c  sin  C  =  sin  <ß  sin  e 

sin  c  cos  C  =  cos  ß  cos  i  sin  e  -j-  sin  i  cos  €, 

80  folgt: 

x'  =  r  sin  a  sin  (Ä  -|-  u) 

y'  =z  r  sin  b  sin  {B  -f-  w) 

e'  =  r  sine  sin(C  -{-  u). 

Die  Berechnung  von  6,  £,  c,  C  kann  man  sich  erleichtern 
durch  Einfuhrung  der  Grösseti: 

n  sin  N  =  sin  i 

n  cosN  =  cos  Q>  cos «, 
80  wird: 

sin b  cosB  =  n cos  {N  -f-  e) 

sin  c  cosC  =  n  sin  (N  -\-  «). 

Als  Prüfungsgleichung  benutze  man: 

^    .       sinb  sine  sin  (C  —  B) 
^  s%n  acosA 

Sind  die  Elemente  ßj  und  *i  auf  den  Aequator  bezogen,  so 
wird  die  Berechnung  einfacher;  man  hat: 
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sin  a  sin  A  =  cos  Qy^ 

sin  acosÄ  =  —  sin  ß^  cos  i'i 

sin  h  sin  B  =  sin  <ß| 

sin  b  cos  B  =  eosS^i  cos  ?i 

sin  C  =  sin  ii 

C  =  0. 

Verlangt  man  die  Eklipticalconstanten,  so  hat  man  mit 

Eklipticalelementen: 

sin  Ui  sin  Ai  =  cos  Q> 

sin  Gl  cosAi  =  —  sin  <ß  cos  i 

sin  bi  sin  B^  =  sin  ß 

sin  6|  cos  Bi  =  cos  ß  cos  i 

sin  Ci  =  sin  i 

Gl  =  0. 
Und  es  wird: 

X  =  r  sin  ai  sin  {Ai  +  w) 

y  =  r  sin  bi  sin  (-B,  -|-  u) 

g  z=  r  sincy  sin  (Ci  -f-  **)• 
Sind  die  Elemente  auf  den  Äequator  bezogen,  so  folgt,  wenn 

Wi  sin  Ni  =  sin  ii 

ni  cosNi  =  cos  Sil  cosii 
sin  ai  sin  Ai  =  cos  ß| 
sin  tti  cos  Ai  =  —  cos  ii  sin  ßj 
sin  bi  sin  Bi  =  sin  S^i  cos  b 
sin  61  cos  Bx  =  n^  cos  (Ni  —  s) 
sin  Ci  sin  C\  =  sin  Sii  sin  e 
sin  Ci  cos  Ci  =  n^  sin  (N^  —  «). 

Man  kann  noch  andere  Transformationen  vornehmen.    Be- 
achten wir,  dass 

r  sin  V  =  a  sin  E  cosq> 

r  cosv  =^  a  cosE  —  a  sin  9, 


wobei 


a  die  halbe  grosse  Axe, 
E    „    excentrische  Anomalie, 

sin  qp  =  e  =  der  Excentricität  ist,  so  können  wir  statt 
X  =  r  sin  a  sin  (A  4-  u) 

=  r  sin  a  sin  (A  -\-  to  -j-  v) 
=  r  sin  V .  sin  a  cos  (A  -f-  fc) 
-}-  rcosv.  sin  a  sin  (A  -|-  «?). 
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Setzt  man  für  r  sin  v  und  r  cos  v  die  Werthe   ein ,  so  folgt, 
wenn  gesetzt  wird: 

/  sin  L  =  a  sin  a  sin  A 

l  cos  L  =  a  sin  a  cos  A  cos  q> 

A  =  —  l  sin  <p  sin  L 

m  sin  M=  a  sin  h  sin  B 

m  cos  M=^  a  sin  h  cos  B  cos  q> 

^  =  —  m  sin  9  sin  M 

n  sin  N  •=  a  sin  c  sin  C 

n  cosN  =  a  sin  c  cos  C  cos  (p 

V  =  —  n  sin  q>  sin  N^ 
so  folgt: 

X  =  1  sin  {£  +  L}  -f  A 

y  z=  m  sin  {E  -\-M\  -]-  ii 
z  =  nsin  {E  -\-  N\  -h  v. 

Man  findet  für  die  äquatorealen  Coordinaten: 

dA  =  ~-,    -  dO^  A-  l'otai sin2A  .  di 
sinhi  '     '^  ^ 

— :- =  I/o  smtfflri  sin2-4..rf«ß  —  toi  cos^A.di 

stna        >^  i^ 

,  T>      sinacoss  .   ,.      x>njo   i  sin  a  sine   .   ,.       /u    •    t>  ^  • 

dBz= ,—. — sxniA—B^dblA .    ,      stniA —  C)smB.d% 

,stnb  ^  ^  stnb  ^ 

4- ^-T— r-  sin  (B  —  C)de 
'  stnb 

dsinb      sinacoss      ,  .      ti  jo      sin a sine   .    >  .       ,-        x»   j  • 

— ^-1-  =  - — r-i —  cos(A^B)dU r-^^ —  sm  (A  —  C)  cos  B.d% 

stn  b  stn  b  sin  b  ^ 

sin  c 


^^cos<B  —  C)de 
sm  b       ^ 


.  ,,      sin  a  stn  €  ,   ,.      ^n^,^      sinastnb   ,    ..       ■d\    •    n  ^  • 

d  C = 1 sin(A —  G)d Sh : sm (A -—  B) sm  C.dt 

smc         ^  ^  sine        . 

'   stne        ^  ' 

dsinc      sinasins       ,,      ^.jr^  ,  sinasinb  .   ,  .       ^.        ry   rj  - 

— : = -, COS  (A —  C)dö6-\ : sm(A  —  B)  cos  Cd  % 

smc  smc  ^         '       smc  ^ 

^^J!^cos(B-  Ü)d8, 
'   stnc 

Vergl.  Berl.  Jahrb.  1818,  S.  268. 
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Man    hat    für  das   äquatoreale   System   und   die   Aequator^ 
Constanten : 

Ja  cosa  =  —  JSi  sinb  cos  (B  —  -4)  +  Ji  sinSi>  sin i  cosA 

Jb  cos  h  =       JQ>  sin a  cos  {A  —  B)  —  Ji  cos  ß  sin  i  cosM 

jdc  =  z/i 

JA  sin  a  =  —  J£h  sin  b  sin  {B  —  A)  -{-  Ji  sin  Sh  sin  i  sin  A 
JB  sin  b  =       JQ>  sin  a  sin  (A  —  B)  -}-  Ji  cos  ß  sin  i  cos  B 
J  C  =  0, 
Man  hat  femer: 

sin  (A  —  B)  sin  a  sin  b  =  cosc 
sin  (B  —  (J)  sin  b  sin  c  =  cosa 
sin  (C  —  -4)  sin a  sine  =  cosb 
dg  (A  —  B)  ctg  (C  —  A)  =  cos^a 
ctg(B—  C)  ctg  {A  —  B)  =  cos^b 
ctg  (C  —  A)  ctg  {B  —  C)  =  cos^c 
cos  (A  —  -B)  =  —  ctga  dgb  =  sin  (C  —  A)  sin  (C  —  JB)  sin^c 
cos(B  —  C)  =  —  ctgb  ctgc  =  sin  (A  —  B)  sin  (A  —  C)  sin^a 
cos  (C  —  A)  =  —  ctga  ctgc  =  sin(B  —  C)  sin  (B  —  A)  sin^k 

Vergl.  Berlin.  Jahrb.  1613,  S.  104. 

§.  273. 

Transformation  der  Bahnlape. 

Seien  i     Q>     to 

ä(iuatoreale, 

*i    Sil  ^1 

ekliptikale  Elemente,  £  die  Schiefe  der  Ekliptik  und  a  die  in» 
Dreieck,  Aequator,  Ekliptik  und  Bahn  dem  Winkel  e  gegenüber- 
liegende Seite,  so  hat  man  folgende  Beziehungen: 

cos  1/2  *i  sin  ^'2(^1  +  <^)  =  <^os  V2  (i  —  *)  sin  V«  ü 
cos  ^.'2  /|  cos  V2 (ft  1  +  ö)  =  <^os  Vi (i  +  «)  cos  Va  fl 
sin  J/j ii  sin  V2  (ßi  —  ^)  =  ^^^  Vs (*  —  *)  ^*^*  V«  ^ 
sin  1 ',  /]  cos  >/j  ( W I  —  <^)  =  sin  V2  (i  +  «)  cos  Vj  ft . 
Ferner  wird : 

JTi   =  Wi  -|-   ft,. 
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Man  kann  aber  auch  rechnen  wie  folgt:    Man  hat  nach  den  1 


gewöhnlichen  Formeln: 

sin  ?,  cos  Q^i  =  sin  e  cos  i  -|-  cos  b  sin  i  cos  ft 

sin  ii  sin  Sl  i  =  sin  i  sin  Sl 

cos  ij  =  cos  e  cos  i  —  sin  e  sin  i  cos  Sl 

sin  i^  COS0  =  cos  s  sin  i  -{-  sin  s  cos  i  cos  il 

sin  ii  sin  6  =  sin  s  sin  ft . 

Setzt  man  in  diesen  Formeln: 

sin  a  sin  A  =  sin  i  cos  ft 

sin  a  cos  Ä  =  cos  i 

sin  b  sin  B  =  sin  i 

sin  b  cosB  =  cos  i  cos  ft , 
so  wird: 

siniy  sin  ftj  =  sini  sin  ^ 

sin  1*1  cos  ft  1  =  sin  a  sin  {A  -[-  s) 
sin  ii  sin  ö  =  sin  b  sin  P 
sin  ii  cos  6  ==  sin  b  sin  {B  -{-  b) 
cos  ii  =  sin  a  cos  {A  -\-  e) 
u;^  =  w  -}-  ö 

JTi  =  U\   +   $ii. 

Für    die    umgekehrte    Aufgabe    bestehen    analoge   Formeln. 
Man  hat: 

sin  Vt  i  sin  Vs  (ft  +  <^)  =  «*"  */2  Oi  +  «)  sin  1/2  Sli 
sin  Va  i  cos  Va  (ß  -\-  ^)  =  sin  V,  (i'i  —  b)  cos  ^/^  S)ii 
cos  V2  i  sin  V«  (ß  —  ö)  =  cos  Vs  O'i  +  «)  sin  1/3  $i  i 

cos  V2  *  cos  V2  (ß  —  ö)  =  cos  V2  (*i  —  ^)  cos  V'?  ft  1 

tv  =  tCi  —  ö 


oder: 


sin  Ui  sin  Ax  =  sin  ix  cos  ft  1 
sin  Ui  cos  Ai  =  cos  i^ 
sin  bi  sin  Bi  =  sin  «i 
sin  b  cos  B^  =  cos  i^  cos  ft  i 
sin  i  sin  Q>  =  sin  i'i  sin  Sl  1 
sin  i  cos  ß   =  sin  «i  sin  (Ai  —  b) 
si7i  i  sin  6     =  sin  s  sin  ft  1 
sin  i  cos  0     =  sin  bi  sin  {Bi  —  b) 
cos  i  =  sin  Ui  cos  (Ai  —  s) 
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Ti  —  rj  =  jr-^,  igt  tgii  sin{Sli  —  Sl). 

Man  hat  auch: 
siny  cos(t  —  Sl)  =  sin  i  sin  ii  —  sin  i'i  cosi  €t)s(ft   —  i^i). 

55.  276. 

Reduction  auf  ein  anderes  Aequinoctium. 

Sei  to  das  gegebene,  ti  das  gesuchte  mittlere  Aequinoctium 
der  Elemente  (in  tropischen  Jahren  ausgedrückt),  so  hat  man: 

a)  bei  ekliptischen  Elementen: 

t  =  to  —  1850 

7t  =  173Ö  0'  12"  4-  32",869r  +  0,000087  r» 

+  {—  8",683  —  0",000026r}'&  +  0",000011^» 
II  =  j0",47950  —  O^OOOOOeötl-fr 
l  =  (50",23465  +  0",0002258rj  d  +  0",000 1121)0  0'« 

y  =r  cotg  \'2  io  tg  Va  fi 

^=  S  arcl     r  ^''^^(^^  "  ^)    A:=l,2,  3..  . 

^=5!  T-^rf7sink(Slo  —  n) 

^^  arck  .1  ^  ^ 

si^  =  ao  +  i-\-  T+  c 
jTi  =  jTo  +  ^  +  2  r 

tau  (i        i)-       ^^M^n-^^V2(r4-C0i 

b)  Bei  äquatorealen  Elementen. 

p  =  {23",030  +  0",000142  r j  -O»  +  0",000031  0» 

w  =  {+  20",0515  —  0",0000867t|^  —  0",00004334O« 

m  =  {46'',05931  —  0",00028391rt  &  +  0",00014195  O» 

<i  =  tg  >/2  io  tg  \U  n 
7  =  ctg  ^^2  ^*o  tg  Va  n 

T  =  — ^  cos(a  +  p) ^,  siw  2(ft  +  p) 

urc6"  ^        \    tr/    \ 
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^-'^  =  -  sIp  '''^^  +^^  -  äÄ-'  '^'^^(^  +^^> 

+  ^^^t>s3(ft  +1))+  .  .  . 
'f/     a(«i-to)- cos  V,  (T  +  C)  ^  "''' 


§.  277. 

Bereclinung  einer  Ephemeride. 

Man  berechne  sich  nach  §.  272  aus  den  Elementen  zunächst 

die  Constanten 

a      b      c 

AB     C, 

und  zwar  für  das  betreflFende  Aequinoctium.  Sind  die  Elemente 
nicht  auf  das  Aequinoctium  der  Ephemoride  bezogen,  so  müssen 
sie  nach  §•  276  auf  dasselbe  gebracht  werden. 

Sodann  berechne  man  sich  in  (gewöhnlich)  viertägigen  Inter- 
vallen die  mittlere  Anomalie. 

iSei  T  die  Epoche  der  Elemente  und  M  die  daselbst  an- 
gegebene mittlere  Anomalie,  so  wird  für  die  Zeit  t 

Mt  =  MT  +  (t  —  T)ii, 
wobei  n  die  mittlere  tägliche  Bewegung  bezeichnet. 

Dieselbe  kann  auch  aus  der  grossen  Axe  a  berechnet  werden: 

_  fc  Vi  -f  m  (^  =  Masse 
^  ~        W*         [log  k  =  8,235  581  441  —  10. 
Zu  dieser  wird  sodann  die  excentrische  Anomalie  gerechnet: 


_      e      _  stntp 

6      «  ff  «  // ) 


arcV       arcV 


ferner: 


r sin V  =  acosfp  sin E 
rcosv  =  a  (cos  E  —  e). 

Dieses  giebt        r  und  v.    Mit  v  rechne  man: 

U  ^=  V  -\-  w, 

IiAska,  mathem.  Formelnsammhuig.  5g 


•   •   / 


.n*«»«*^ 


4-    " 


««  •. 


».A-     -      ' 


^».-i 


I^L 


.A  V^''^~ 


Elliptisiibe  Bewegung. 


Blllptisohe  Bewegung. 


f|  +  i'a+»)i=o. 

a;  =  r  cos  6  cos  ? 

1/  =  r  cos  ft  sin  l 

z  ■:=  r  sin  b, 

..r  •*•' 

^^1^'-'*^!=« 

.1»-' 

A»(l  +  im)  , 


LUü 

U,) 

r 

r' 

31 

r>  cos»  ft 

=  0 

n 
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wobei 


Dann  ist: 


X  =  r  sifi  a  sin  (A  -\-  a) 
y  =  r  sin  h  sin  (B  -{-  u) 
z  T=  r  sin  c  sin  (C  -f~  u) 


Man  hat  aber: 


Qcosä  cosa  ^^  X  -{-  X 
Q  COS  ö  sin  a  =  y  -\-  Y 

Q  sin  8  =  z  -\-  Z. 

Die  Sonnencoordinaten  XyZsind  für  die  betreffenden  Tage 
aus  dem  Berliner  Jahrbuche  zu  entnehmen. 

Hierauf  werden  aus  den  viertägigen  Intervallen  die  Coor- 
dinaten  a  und  d  durch  Interpolation  gewonnen. 

Bei  der  Parabel  wird  man,  da 

r  =  q  sec^  V2  ^N 
die  Form  wählen: 

X  =  q  sin  a  .  sin  (Ä  -\-  tc  -^  v)  sec'^  ^ ',  ^' 

j/  =  q  sin  b  .  sin  (B  -\-  w  -\-  v)  scc^  »/^  i: 

s  =  q  sin  c  .  sin  {C  -{-  ic  -\-  v)  sec^  V*^- 

Ferner  wird: 

wobei  T  die  Zeit  des  Durchganges  durch  das  Perihel  bezeichnet. 
Eine  Tafel,  die  unmittelbar  v  durch  M  giebt,  findet  man  in 
Oppolzer's  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung.  Für  die  Berech- 
nung der  Bahnen  mit  Excentricitäten  nahe  =  1  muss  auf  das 
erwähnte  Werk  verwiesen  werden. 

Die  Ephemeriden  geben  dem  allgemeinen  Gebrauch  ent- 
sprechend stets  die  auf  das  wahre  Aequinoctium  bezogenen 
Orte.  Da  man  zufolge  der  obigen  Rechnung  die  auf  das  mitt- 
lere Aequinoctium  reducirten  Orte  erhält  (X,  F,  Z  sind  auf 
das  mittlere  Aequinoctium  bezogen),  so  muss  man  an  die  be- 
rechneten Rectascensionen  und  Declinationen  noch  die  Correction 
wegen  Präcession  und  Nutation 

Ja  =  f  -\-  gsin  {G  +  a)tgö 
^S  =  gcos{g  -{-  a) 

anbringen.      Die  Fixstern-  und   Planetenaberration   wird  durch 
die  Aenderung  der  Beobachtungszeit  schon  berücksichtigt. 


Verj^leichung  der  Ephenieride. 
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§.  278. 

Vergleicliimg  einer  Ephemeride  mit  den  Beobachtungen. 

Die   Beobachtungen   werden   gewöhnlich   in   den  astronomi- 
schen Nachrichten  wie  folgt  publicirt: 

Beobachtung  des am  Aequatoreal  .  .  .    der  Sternwarte  zu  .  .  .  • 

Beobachter: 


Nr. 

Datum 

Mittlere 
Ortszeit 

Ja    Jd 

Zahl  d.Ver- 
gleichungen 

«  ajp2?. 

Ifpa 

&app. 

Ifpf   * 

1 

2 

3 

4    1    5 
i 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

* 

1                                     1 

ff-Aequinoctium          ,               cf-Aequinoctium 
^                    [  ad  app.  1 

Red. 
a  d  app. 

Antorität 

11 

1 
12                       13                        14 

15 

16 

Bemerkungen   zu  der  Beobachtung. 

Die  1.  Coli,  giebt  die  laufende  Nummer  der  Beobachtung, 
„.    das  Datum, 
„     die  mittlere  Ortszeit, 
4.  und  5.  Coli,  die  DiflFerenz  (^  —  *)  des  beobachteten 

Objectes  gegen  den  Vergleichsstern, 
6.  Coli,  die  Zahl  der  Vergleichungen, 


V 


2. 
3. 


7. 
9. 


die  scheinbare  Rectascension 
M  «  Declination 


beide  bezogen  auf 
den  Jahresanfang, 


8.  und  10.  Coli,  die  Factoren  (vergl.  §.  232,  üeber  Par- 
allaxe) : 

71  h  cos  ip'    sin  (0  —  a) 

"^■■^     -  "  —  —   ■■III     I       I    •    ■■  ■■  I»»  ■■■  -    I  ■  I» 

15  cosö 

,    sin  (y  —  8) 


Ifpa 


Ifpö  =  Jth  sm <jp' 


wobei: 


siuy 


tgy 


_tg^ 


cos{ti  —  a) 


Die  11.  Coli,  giebt  die  Nummer  des  Vergleichssternes, 
„     12.  und  14  Coli,  giebt  die  Coordinaten  des  Vergleichs- 
sternes, 
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Die  13.  und  15  CJolL  giebt  die  Reductio  ad  apparens  (vergL 
§.  232). 

Die  Ephemeriden  geben  dem  allgemeinen  Gebrauch  ent- 
sprechend stets  die  auf  das  wahre  Aequinoctium  bezogenen  Orte. 

Die  Ephemeriden  finden  sich  gewöhnlich  von  Tag  zu  Tag 
berechnet. 

Soll  die  Beobachtung  mit  der  Ephemeride  verglichen  werden, 
so  interpolirt  man  zunächst  aus  der  Ephemeride  a  und  ö  für  die 
Beobachtungszeit. 

Die  Ephemeride  giebt  geocentrische  Orte.  Die  Beobachtong 
ist  daher  vor  der  Vergleichung  um  die  Parallaxe  zu  corrigireiu 

Man  hat  also  zu  rechnen: 

1)  Beobachtungszeit 

2)  —  Aberrationszeit  (498',65  g ;    log  498»,65 

=  2,6978  Q   die  geocentrische  Distanz)  

3)  +  Längendiiferenz  gegen  den  Meridian,  giebt 

die  Beobachtungszeit  im  Meridian 

Diese  giebt  in  Decimaltheile  des  Tages  um- 
gesetzt    

Für  diese  Zeit  interpolirt  man  a  und  d  aus  der  Ephemeride. 
Dieses  giebt  das 

oCcai,  d.  h.  gerechnete  Rectascension, 

dcai^  d.  h.  gerechnete  Declination. 

Nun  reducirt  man  die  beobachteten  Rectascensionen  und 
Declinationen  dadurch  auf  den  Erdmittelpunkt,  dass  man  addiÜT 
die  Correctionen 

Ifpcc  Ippd 

~Q~  Q 

an  sie  anbringt,  wo  q  die  geocentrische  Distanz  des  beobachteten 
Objectes  ist.    Dadurch  erhält  man: 

«ob«,  d.  h.  beobachtete  Rectascension, 
Äo6»7   j,   n  r>  Declination. 

Alsdann  giebt: 

—  «etil  -4-  «oft*  =  -^ « 

—  Seal  +  *o&«  =  -^Ä, 

d.  B.   „Beobachtung  weniger  Rechnung**  [den  Fehler  der 
Ephemeride  an. 


Elliptisc.he  Bewegung. 
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§.  279. 

Elliptische  Bewegung. 


^+*Hl+m)^3=0. 


Setzt  man: 

X       r  cosb  cosl 
y  —  r  cosb  sin l 
z       r  sin  6, 

so  folgt: 

s 

dP        "" 

d^b 
dt^ 

,. /djy  ,  h»a  +  »») 

d 
dt 

(           .  dl\ 

■  r^cos*b  -rrf  —  0 

■  l              at 

d 

/  .db\ 

,     „      ,    .   ,  /dl\* 

oder: 


^  (r cos b)—r cos b  IjA   -\ ^ '-  (r cos b)  =  0 


d    f  .      ,,  dl 
dtr''''^dt 


=  0 


d» 


h»  (]  4-  m) 


^^,  (r.stn6)+         ^, 
Setzt  man: 


(rsinb)  =  0. 


r      ^    r  -^    ^    r 
wobei  ijk  Quatemioneinheiten  sind,  so  folgt,  da 


tt 


=  jj  z=z  hh  =  —  1 


=  —J^ 


33 

•   ■ 

ik  =  —  ki 
jk  =  —  kj 


n 


88Ö 

cPr 
d 

A 
dt 

und  es  wird: 


ElliptiBche  Bewegung. 


fc»  (1  4-  m) 


oder: 


0  =  cos  9  cos  il^  cosx  —  sin  q>  sin  ^  sin  % 

X  =^  r  [sin  q>  cos  i/'  cos  %  -|-  cos  tp  sin  tl;  sin  x} 

g  =  r  {sin  ^  cos  g>  cosx  -^  cos  ^  sin  <jp  sin  x} 

z  =  r  [sin  X  cos  <jp  cos  ^  -|-  cos  x  sin  9?  sin  ^} 

sinilfsinx  2  m 

X  =  r 


y 


z  =  r 


cos 

9 

sin  2  q> 

sin  q> 

sin 

X 

2  m 

cos 

sin  2 1/; 

sinq> 

sin 

* 

2w 

wobei 


cos  X  sin  2  x ' 

m  =  siw  (p  sin  ^  siw  jj 
X  =z  r  (cos  u  cos  Si  —  sin  u  sin  Sl  cos  i) 
y  =  r  (cos  u  sin  Sl  -f-  sin  u  cos  Q>  cos  i) 
z  ^=^  r  sin  u  sin  i 

w  =  n  —  fl 
X  sin  Si  sin  i  —  ycosSl  sin  i  -\-  z  cos  i  =  0 

(k)  =  k  Vi  -f  m 

dy  dx        n\^r~ 

^       "        =  {k)  yp  cos  i 


X 


y 


X 


dt 

dz 

Jt 

dx 


—  y 


dt 


—  ^  -j^  =  (fc)  Ypsin  9^  sin  i 


dz 


-TT  —  ^  "J7  =  —  (^)  ^^^os  Q>  sin  i 


{kYp  = 


dy 
'dt 


dt 
dxV 

Tt 


dt 


—  X 


2(fc)2 


dx 
It 


dz\^ 


I       dy    ,       dz\ 


«         Vx*  +  y*  +  ^^* 


-\m'+{%'+Qi\- 
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Aus  der  letzten  Formel  folgt  für  die  Geschwindigkeit  in  der 
Bahn :  ' 

(f  =  fc  Vi  -+-  >'*  l^ . 

^  ^    r         a 

und  es  ist  die  Bahn 

eine  Ellipse,  wenn  (/  <;  fc  Vi  +  w^  Y 
„     Parahel,      „    y  =  h  Vi  -\-  m  \  j 


Man  hat: 


Hyperbel,    „    i/  >  fc  Vi  +  m  y  — 


\k  T  Vr+  m 
a  = 


^*         log  i^  =  2,562598427, 


2jt 
wobei  a  die  halbe  grosse  Axe,  T  die  Umlaufszeit  bezeichnen,  und 

g'/«         _  gft Jfc 

T  Vi  4-  m  "~  Ti  Vi  +  m,  ~  '  '  "  "^  2^' 

Es  ist: 

k  =  0,017202099 

Zö^f*  =  8,235581441  —  10 

%i-"  =  3,550006575 

Man  hat: 

e  =  sin  9 

/>  =  tt  (1  —  e«) 

^  =  1+1^ 
sowie  für  die  Excentricität  e  die  Formeln: 

cos  9)  =  Vi  —  ß* 

1  —  c  =  2  C082  (^450  +  ^\ 
1+6  =  2  sin^  Ui)^  —  ^\ 

vr+T+  vr^^=  2c()5  ^ 

Sei  ft  die  mittlere  Bewegung,  so  wird: 
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ft  =  —r-  Vi  +  m 

und 

M=3fo-^(i(t  —  to), 

dabei  ist  Mq  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  ^o- 
Man  hat  weiter: 

u  =  V  -\-  w 

w  =  n  —  (R. 

L  =  7t  -{-  M, 
dabei  ist 

V  die  wahre  Anomalie  vom  Perihel  zu  zählen, 

ji  die  Perihellänge, 

(ß  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 

L  die  Länge  in  der  Bahn, 

u  der  Abstand  des  Körpers  vom  aufsteigenden  Knoten  oder 

Argument  der  Breite, 
w  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten. 

§.  280. 

Relationen  zwischen  der  Zeit  und  dem  Orte. 

J  J    (1  +  ecosv)^  /VI       ^j 

0  0 

Sei 

1  —  e 

so  folgt  durch  Integration: 

L    f?  <  1     Ellipse: 
k  VT  +  ^'Kl  +  ey  (l_-^)  ^  _      2^         2  ^^  ^ 

+  Constantr. 
IL    e  >  1     HyperbeL- 


/cl/1  4-  nit(l  +  gg)(l  —  f)  _  _      2er 

//«  "~        1  +  « r» 


+  ,/  /oflf  wa^ 


yzrs  ^      \i  -rV- 


+  Consiuntf. 


Belationen  zwischen  Zeit  und  Ort. 

t 

III.    e  =  1     Parabel: 

^^V^-^"^  =  ^  4.  1/3 ^3  4.  Constante. 

Setzt  man  in  der  Ellipse: 
sowie 
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so  wird: 

E  ^  e  sinE  =  Mq  -}-  (i(t  —  ^o)- 

Die  Berechnung  von  E  aus  M  durch  Versuche  mit  Hülfe 
der  Taf.  XXXIL 

Bei  der  Parabel  wird: 

t  die  Zeit  vom  Perihel  aus  gewählt,    v  wird  am  besten  wie  folgt 
berechnet.     Man  setze: 

logc  =  1,7388423  =  log  ^• 

t9y  =  VWV7ß. 


'^ 


80  wird: 


tg  1/2  V  =  2dg  2y. 
Bei  der  Hyperbel  kann  man  setzen: 

tg\;,F=rV'^=^ 
dadurch  wird: 


k  VT+mt 


Man  hat  dann: 


_  '1  « 


r  =  a 


\cosF 


—  1 


t;        l/M-  1  ,    F 


Führt  man  hyperbolische  Functionen  ein,  so  lassen  sich  be- 
queme Formeln  darstellen.    Es  wird: 


1 


H9()  Ortsrelationen. 

r  =  a{ecos  hyp  E  —  1 } 

Vr  sin  Vj  V  =  Va  (e  -f-  1)  smhyp  V,  E 
yr  cos  Vj  V  =  Va  (e  -|-  1)  cos  hyp  V»  E 

cos  hypE  =  - — r 

^'^  1  +  e  cos  t7 

Wird  e  nahezu  1  (was  allein  im  Sonnensystem  vorkommt)^ 
so  werden  diese  Hyperbelformeln  keine  genaue  Werthe  liefern. 


§.  281. 

Relationen  zwischen  mehreren  Orten  in  der  Bahn« 

Euler's  Gleichung. 
ßJc(t,-  t,)  =  (n  +  r,  +  5//.  +  (n  +  r,  -  s)'/* 

4.  wenn  die  heliocentrische  |  l  ist  als  180^ 

l  grosser  j 

s*  =  rf  4"  r^  —  2  rj  r,  cos  (»^  —  Vi). 

Setzt  man 

s 

=  sin  >•, 


80  wird: 

Beim  oberen  Zeichen  -^  ist  weiter: 

Beim  unteren  Zeichen  -f-: 

Tct 

j ~-  =  cos  i/s  y  —  2/s  cos»  V«  y. 

Sei  nun: 

2MnT"^  ~  ""*'    ' 
so  dass 

sm  V2  y  =  V2  sm  1/3  ö    resp.    cos  Vay  =  V2  s«»  Vs  ö. 
Im  ersteren  Falle  wird: 

1U         fisrn\/^0  ./ TT-r  2kt         . 

s  =  , .  .   ;,      Vcos «/,  ö  =  -7==^ ./, 


Ortsrelationen.  891 

wobei 

/  = r-5^  VCOS  V3  ö. 

Die  Berechnung    der  Sehne  s   nach  Encke's  Umformung 
stellt  sich  also  wie  folgt: 

Man  berechnet  das  Argument  17  aus 

'i  =  fr   yivv  '^-^2*  =  8,5366114,      . 
(»^1  +  ^2)  '• 

sodann  wird: 

Vn  +  '■2 

wobei  /  mit  dem  Argument  rj  aus  der  Taf.  X  zu  entnehmen  ist. 
Die  Lambert'sche   Gleichung. 

]c(t,-t,)  =  j  {m%  +  n%} 


"^  5  '  2  '  2»  l  a    +   a  1 
"^  7  '2.4*2s  l  a    +    al 


~i     "q"  '  5    ]i    ß  '  "07       r>      I    "TT"  I     I 


l^   1.3.5  2 
9  '2. 4. 6*2' 


... 


a     '     a  j 
Das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung 

kleiner  ist  als  I8O0.    Für  Ellipse  ist  —  positiv,  für  Parabel  Null, 

für  die  Hyperbel  negativ.    Dabei  ist 

m  =  Ti  +  rj  -|-  5 
n  =  Vi  +  ra  —  s. 
Sei  noch: 


e/*,!'  „  —  1    lAi +jW-s 

ÄS-  *     f  ^^ 

sin  */j  V  =  ±_  Va   V 


/n  +  r^  —  ^* 


so  wird: 

1c(t2  —  ti)  =  a"'«  [(ji  —  s/nft)  —  (V  —  sinv)\. 


892  Sectorverhältniss. 

§.282. 

Das  Verhältniss:    Sector  zum  Dreieck. 

_   Sector  _  (t^  —  ti)kVl  -|-  mYp 

Dreieck  rj  r,  cos  (v^  —  Vi) 

Setzt  nian: 

2/  =  r,  —  Vi 

r  =  (fj  —  ti)kyi  -|- w, 
80  folgt: 

^rir^cosfsinf 
Setzt  man: 

wo  E  die  excentrische  Anomalie  bezeichnet,  so  wird: 

n^  = r 7 T- 

2  Ti  r^  cos^f  [vi  4-  »"2  —  2cosg  cosf  Vti  r,J 

Setzt  man: 


7n  = 


{2cosfyrir^y 


so  wird: 


l  _      n  -t-  y-a       _  1 


.2-  !?* 


und 


l-i-sin^y,g 


ri^        ri^        2  g  —  sin  2  g 

^^^^M  WM^^^  ^i^^^W  ^^^^^  ■    — ■   -       — ^— ^^i^^^— l^^i^  ■  ■  »        • 

m        m  shi^g 


§.  283. 

Entwickelung  der  Coordinaten  nach  der  Zeit. 

Sei  w  =  n  —  ß 


,    M'\/l+e  M^     sinw 

H=(l—e)stnw  +  —  y  j— — ^  cosw  —  —  ^^  _  ^^ 

Jf^i/i  -(-  e     cosw       ,    Jf*  .,    ,    _   .     .«tfitr 

- -6- »/ r^r-«  (T^r^  +  ^  <^  +  ^*>  0^:^773 

,    JI/5  1/1  +  e  1  +  9^ 


Coordinatenentwickelung.  898 

M^     cos  w 


K  =  il  --  e)  cos  w  —  ^  V  -i  sin u;  +     „     .,  . 

1*^1  —  e  '      2(1  —  e) 

,    Jlf  •*  1  /l  +  e     sinw       ,    M^  ,,    i    o  x     cosw 


(1  —  e)3    '     24   '      '      ^  (1  —  e;* 


so  wird: 


^  =  asmi  .  H 

X  =  acostp  .  K  —  a sin (p  cos i  .  H 

y  =  a  sin  <p  .  K  -\-  a  cosq>  cos  i  .  H. 

A.  N.  2251.    De  Caaparis.    Dabei  ist: 

a  halbe  grosse  Axe, 
i  Neigung, 
sin  q)  =  e. 

Allgemeine  Formeln.    Setzt  man: 

ferner: 

ax  =  fi  sin  (^  +  ^  ö") 

ßx  =  fx  cos  [w  +  k  |^\ 
so  wird,  so  lange  Ä  —  3  ungerade  ist: 

XSCfc  -i)  hfjsin  (h  —j)  5  =  0       Ä:  >i; 

ad 

ist  Ä;  —  j'  gerade,  so  wird : 


SZSZSZfufifiUfpfiPqip  —  1)  (3  —  1)  cos  (p  —  3)  f 

cos(fc  —  j)  2- '•  cos  {l  —  m)  j  =  0, 
und  zugleich: 

Für  hinreichend  kleine  Zeiten  hat  man: 
und  hieraus,  wenn 


894  Formeln  für  den  Radius  vector. 

~  VrV«.o  1.2  ^VrV,-,  1.2.3 

Vr/,-0  1-2.3  "^\    r^    ./,_o  1.2.3.4 


ü 


gesetzt  wird,  wobei  der  Kürze  wegen: 

dr       ,       ds 
'  =  'dt     ^=77 


gesetzt  wurde, 


a  Sin  i 


^.  =  (1  —  e)8m  (7t  —  ß)  4-  ^r  1/  ,    '    ^  cjos(ä  —  Si) 

2        (1  —  e)*  ß     V  i  ^  e     (l  —  ey     ~ 

De  Casparis,  Monthly  Not  Vol.  XXXIX,  p.  386. 


§.  284. 

Formeln  für  den  Radius  vector. 

a{l  —  e^)  p  1>       /,  T^ 

r  =  '^, ^  =  — --^ =      ^      (1  —  ecosE) 

l  -\-  e  cösv       l  -j-  ecosv       1  —  e^^  ' 

= (cos  E  —  e)  ^=  —. —  sin  E  cos  w 

COSV   ^  S171V  ^ 

..         .cos^'^^^E  ,_    ,     .sin^y^E 

=  a  (1  —  e)  — rr^-  =  a  (1  +  e)     .  --' 
^  ^  cos^^/qV  ^      '     •'  stn^^Uv 

_  a(l  —  e^)(l  +tg^y^v) 
~  1  +6  +  (l  —  e)tg^y,v 

P 


(1  +  ejcos«  Vat?  4-  (1  —  e)  sin^y^v 


=  ^  cos  {V2  i;  +  V*  9  4-  45«)  cos  \\f,E-  \,  q>  -  45^| 


Formeln  für  die  excentrische  Anomalie.  89f> 

"  sin^  V'a  (v  —  E)  ~  *  sin'^  Vs  («^  +  ^') 


p  j) 


1  -}-  cos  t;        2  eo.s2 1/^  |; 


für  die  Parabel. 


§.  285. 

Formeln  für  die  Enoke'sohe  Anomalie. 


.    _       sinE  Vi  —  c2        ,  smi?  Vi  —  e^ 

stn  W  =  —: — i rT-  analog  smv  =  —z ^r- 

\  -j-  ecosE  ^  1  —  e  cos  E 

^jrr        cosE  -\-  e  cosE  —  e 

cos  W  = i ■ — ^  -        cosv  = 


l  +  ecos  E  "  1  -{-ecosE 

W  ist  der  Winkel,  den  der  Radius  vector  vom  zweiten  Brenn- 
punkte aus  mit  der  Perihelrichtung  einschliesst.  W  wird  wie  v 
vom  Perihel  im  Sinne  der  Bewegung  von  0  bis  360<^  gezählt. 


§.  28i3. 

Formeln  für  die  exoentrisohe  Anomalie. 


E  —  c"  smE  =  M      c"  =r  -^  -7^,       M  = —^ 

sm  1  a/« 

«         cosv  -(-  ^  1  /-         r\ 

cos  E  =  -T—, ^ —  =  —  ( 1 ) 

1  -f-  e  cos  ?;        e  \  aj 


.    ri        rsinv 

sin  E  = 

a  cos  q) 


cos  V2  -E  =  cos  V2  V    V  -TT^ r  =  cos  1  '3  t?  V  -,    -r  ^  * 

•^  a  (1  —  c)  »^    1  4-  ^  co^  V 


sm  V2  ^  =  sm  V>  V  V„(x +  cj  ^  ^*^ '/* ^  ^r^ 


—  6 


4-  e  cos  V 


tg y, E  =  tg  \i, V  V]-jr^  =  tg »/, vtg(ib-  f^ 
8m'/i(v  —  -E)  =  |/  —  STO  «  SJ«  ij^<p  zr=.  \  —  sin  E  sin  *  ^  <p 
sin  V2  (v  -{-  E)  ^=  j/  —  siw  t;  cos  V»  9^  =  V  —  sn?  i?  cos  "/^  g?. 


896  Foi*meln  für  die  wahre  Anomalie. 


§.  287. 

Formeln  für  die  wahre  Anomalie. 

a  .    ri      1/"; ä       sinE 

sin  V  =  —  cosw  sin  is  =  1/  1  —  e^ t=. 

r        ^  ^  1  —  ecosE 

a  ,       ri         •      \  cosE  —  €         p  —  r 

cosv  =  —  (cos E  —  stn w)  =^  r ri  = 

r  ^  ^'        1  —  e  cosE  re 


(£d^  +  «.)  -  (^  -  «•) 


=  2a  ^^^  /^  4-  9    ,    ,^,\  „„  rE-  q> 
r 


sin  S  V  =  y±  yrre  sin  V,  E  =  ]/zE^^ 


Vi  +  c  5111-5- 

y  1  —  c  cos  £ 


cos^/,v  =1/7  VT^^ecosV.i:  =  y=iiL(l-e)+^ 


2rc 


yi  —  eeos-^ 
yi  —  ecosE 


ig  i:,  V  =  ^(7  lA  £  ^(7  (450  +  1/2  9)  =  Vfi-^  ^5  V«  ^• 


§.  288. 

Reihenentwiokelungen  für  U,  M,  r,  v. 

Nachstehend  ist  fi  statt  fit  eingeführt 
17  =  fi  -f-  2«sinft  +  ^/^e^sin2ii 

+  2r^  (^^  ^^"^^  f*  —  3  sin  f») 
+  oT-Q  (103sm4ft  —  44  sin  2 /i) 

+  HT— ö — K  (1^^*^  '^^*'*  5  f*  —  6^5  s*w  3  |ü  +  50  sinn) 
i/o  1.1     5     .    ■      107    ,\     . 


Reihenentwickeluiigen. 

,    /13    ,        43    .    ,      95     A     .    o 

,    /103    ,        451      \     .    . 
+  (■96- ''-480^7'^^^^ 

,    /1097    ,  _  5967    .^ 
+  \ 960   ^^        4608  ^ 


897 


j  ^'n  5  fi 


1223 


47  273 


+  -96Ö  '"'"''^^  +  3"2256  ''''''^^  +  '  '  * 


stn  V 


i/r 


^2 


_  Jtf       1      _  M^     1  -j-  3e        ^  i.  +  24e4-45eg 
~~    1    1  —  e         6    '  (1  —  e)5  +  120         (1  —  e)8 

_    -^^      1  4-  97  g  4-  947  gg  -f  1775  6« 
~  5040  '  (1  —  <?)^*  .      "* 


De  üasparis,  Monthly  Not,  Vol.  39,  p.  386 

'»=00       1 

v  =  E-\-  2    '^ 


cosv  =  —  e  -)-  2 
sin  V  =  2  ]/l  —  c2 


2.  .•  (1  _^  yr=TO' 

1  —  e» 


;  COS  i  E 


:oo 


Ji  cos  e\M 

d«/i   siniM 
de         i 

(?2 


jE?  =  ft  +  ^  sm  fi  -|-  y  sm  2  fi 


e» 


+  ^  (3  sm  3  ft  —  sin  (i) 


+ 


e* 


1.2.3 

g5 


(2sm4fi  —  sm2^) 


(5'sm5fi  —  3*sm3ft  -{-  2sinfi) 


•■27.3 
H"  04   Q   R  (^*  ^^**^  ^  '*  —  -^^  ^^^  4/1+5  sin  (i)r\ 

A       .0.0 


2*. 3. 5 
sin  2E  =  sin  2  ft 

-|-  e  (sin  3  ft  —  sin  (i) 


2». 3 

Liskai  mathem.  Formelnsammlung 


4"  e*  (sin  4  |[i  —  sin  2  fi) 

-f-  ör~ä  (^ ^'^^*/* ""  ^7 •^*** 3 ft  4-  25 sin 5/t)  -|-  •  •  • 

67 


898 


Beihenentwickelungen. 


sin  SE  =  sin  3  (i 


-f-  IT  (8  .si*^  4  ft  —  3  sin  2  \i) 

4"  -^  (15si«5ft  —  18st»t3^  4-  ^siny,) 


*7i 


-\-  ^(9s?n6ft  —  12s?w4fi  +  38}n2/i) 


cos'  ^    '    2         dfi      ' 


1  — c       6(1  —  e> 


120     (l  —  ey 

M-^    e  -^  54e»  4-  225  gs 


Sei 


5040 

»•+2 


(1-eJ 


10 


•~  1.2.3...*  iV 2/         l.(»+  lj"'~1.2.(t  +  lj(/  +  2) 


80  wird: 


Man  hat: 


E  —  M  =  y',  X  JiSini 
]  ^T*  (—  1 V 


M. 


stnt  t*| 


R  _  «  _  2  V  r—  1V+«  ^  ü^il'l 


7  - 

— -  =  1  —  e  COS  Vi 

a  '^ 


—  —  (C0S2/I  -  1) 

—  -^  (3cos  3|Lt  —  Scosft) 

—  -^  (cos  4  fi  —  cos  2  fi) 
3 

—  0^7—5  (5=*cos  5  ft  —  5.3-^  cos  3  ft  +  10  cosii) 

— -  jrr-j  (3«cos6ft  —  2'^cos4fi  4-  •^«)82f*)  4-  . . . 


Beihenentwickelungen. 


899 


r 
a 


1  +  - 
^    2 


U'         I28^'+  5120^7 '"'^'^ 


\384 


e«»  — 


4375 
9216 


eM  cos  b  II 


27 


16807 
46080 


e'  cos  7  ^ 


2"-i  .  (n  —  1)! 


w 


n"~*  cos  n  ^  —  Y  (n  —  2)"-^  cos  (n  —  2)  /* 
H ^ — ^  (w  —  4)'»-2  cos(n  —  4)  ft 


1  .  2 


r 
a 


=  (i-e)+^ 


e 


^4^4.3^2,    ^6    e +  24 62  +  45 e•• 


2  (1— e)»      24(1— e)5  •  720  (l—ey 

(i^        e  +  97e2  +  947e3  +  1755e^ 
"  4Ö32Ö  (1  -  ey  A.JN.  J2Ö1 


^  =  1+2** 


_^2e  — -jc>+  ^e»)cosp 
—  T-g  «*  —  -g  c*  j  cos  2  /t    ■ 

1  25 

—  -^  e*  cos  ^fl  —  YKo   ^^  COS^^ 


-3 


—  =r  1  +  3e»+  —  e* 

9    „        15 


a»  '    ^  ^     '     8 


_(3e+  -e3_.  -e^^eos^ 


57 


7* 


900 


Beihenentwickelongen. 


—  e*  COS  2  fC 

o 


+  {h'-m")'^^^ 


15 
128 


e^cosbii 


r^  15 

—  =  5  e  -["  "q"  ^*  —  (4  c  -f-  ^*)  ^s  ft  4"  ^  ^^  2  ft  — 

^0  =  (1   —  €COSf*)* 

ie^   d  sin^  (i 


+ 


1.2     c2/i 


(1  —  ecosfiy-^ 


+ 


%e^ 


1.2.3...  n  —  2 


—d\^  (^  -  ^  "^^ '*>•" 


a» 


1 


Jlfä       %e        ,    Jf *  3  6  +  45  6« 


rs        (1  —  e)3         2    (1  —  e)«    '24     (1  —  ef 

Jf«  3c  +  2520»+  1575c» 


720 


(1  -  c)»» 


+ 


A.  N.  2256.    De  Casparis. 
Setzt  man: 


«=1 


(¥)' 


t   1.2.3...t 


1  __L+2 


©' 


*■(»■  +  1)      1 


+  777 


t  +  4 


m' 


t(i-f  l)(i  +  2)     1.2 


c« 


80  wird: 

Man  hat  auch: 

-=1  +  2   JiCOsiM 


|«Q0 


t=l 


«»00 


t-il 


t^ao 


a« 


i» 


Hittelpiinktsgleichung. 


901 


rcosv  =  a 


3       ,    ^-?'   -     cosiM 

-  ¥  **  +  2j  «'i-»  — ;— 


rstnv  = 


1/1 ;  I  -^r«    T       siniMl 


COSV 


<•»+« 


=  ^  2  i^i-iCosiM 


f=— CO 


J^^ — 5 ^  i  Ji^i  sin  i  M. 


4.-00 


§.  289. 

Mittelpunktsgleiohung. 
Die  MittelpunktsgleichuDg  ist  der  Werth 

wobei  V  die  wahre  und  Jf  die  mittlere  Anomalie  bezeichnen. 
<7  =  2« sint;  +  (l  e»  +  I  +  ^)  sin2t; 

+  "40"^^'^^^+  16     12  ^'^^^H 

Man  hat  im  Falle  des  Maximums: 

^  _  (sin^L  9  sinE 

Cmn^r  =   2  UrC  StH   l-  -      -7-^--= 


Cinflg  11  C^i 

2  3  .  162 


ma» 


ycosq) 
587  C^«,«        40583  C7««« 


2^6  .15  2*3.5.7  .9 

Euler,  Mem.  Berl.  1746.    La  Caille,  Legons  d'astr,,  §.  315. 
Bennert,  B.  A.  J.  1804. 

n  o      I    11    ,    I     589     ,    ,     17219     ,    . 

C_=  26  +  43  ^»+5j2Ö^'+  229376  ^'  +  --- 

Mittlere  Anomalie. 
M=  t;  +  2  V  t;ii*  7 ^ ^(l  +  i  Vr=T»)  siniv. 

-r    ♦    (i  +  vn^' 


904  Bahnbestimmung. 

B3=  -—  E2  [sin  ßi  cos  ß2  sin  (Aj  —  L^)  —  cos  ßi  sin  ß^  sin  (A^ 
-|-  Uj  sin  {k^  —  kl)  cos  ßi  cos  ß^  B2  arc  1" 

C3  =  -|-  JB3  [sin  ßi  cos  ßi  sin  (A^  —  A)  —  cos  ßi  sin  ft  sin  (Jli 
—  jRg  sin  (A,  —  Aj)  cos  ßi  cos  ß^  B^  arc  1", 

80  wird: 

(Till]  jSTp,  ^pIÜA,+Ii,  +  fü'"'^ 


K  r.] 


JT^. 


[n  »'s] 


c. 


^«  +  ^^  +  [^^' 


.   I) 


Seien  nun 

*i     ^     ^s 
die  Beobachtungszeiten,  und  sei 

80  gelten  folgende  Formeln: 

[ri  ra]  _  fs  f  1     1    1    h^  —  ^^a^    _  ^  r^  t^^    rg  —  ^ 

kl  rs]        r^  l     "^   3  (n  +  r,):»  r,      (r,  +  r,)*  "^  ' 

Ferner  ist: 

r?  =  p8  4-  -Bfc   —  2QuRkC0SßkC0S(Xic  —  I*) 

—  2  pfc  l?k  sin  /3fc  liu  arc  1"  J  lUj 
Ä  =  1,  2,  3 
Die  Gleichungen  I),  II),  III)  bestimmen  das  Bahnproblem. 

I.  Lösung  von  Gauss. 
Gauss  setzt  zunächst  in*  II): 

n  +  rs  =  2r.2, 


n) 


und  ferner: 


*  =  4^Ii4- 


,  "^^  -r 


I      ^8    ^3 


80  dass 


^  =  1 


^"^W-r;o+S?W-t,o 


JT    T, 


K  r. 


9»  =  *  +  7ä 


Bahnbeatimmung.  905 

Bezeichnet  man  ferner  in  dem  zur  Zeit  der  mittleren  Beob- 
achtung zwischen  den  Orten  der  Sonne,  der  Erde  und  des  Him- 
melskörpers bestehenden  Dreiecke  den  Winkel  am  Himmels- 
körper mit  Zi,  jenen  an  der  Erde  mit  ^^f  so  folgt: 

B^  sin  (^2  4"  ^«) 
^  stn  Z2 

H^  sin  jfj 

1^2  =  — ' • 

stn  Z2 

Führt  man  diese  Gleichungen  in  die  vorstehenden  ein,  so 
«rgiebt  sich,  wenn 

Sl  sin  to  =  B^  sin  ^j 

Slcosw  =  Rf  cos  ^2  —  k 

M= i 

Sl  B^  sin  i^} 

gesetzt  wird: 

Msin*  z  =  sin  (z  -{-  w). 

Wird  z  durch  Versuche  aus  dieser  Gleichung  bestimmt,  so 
erhält  man  leicht  ^2  ^^^  ^s- 

IL  Lösung.   Man  kann  also  verfahren  wie  folgt  Setzt  man: 

m  =  —  2B2COS  ft  cos  (A2  —  ^2)  —  2  JBa  sin  ^2  B^  sin  1", 
so  folgt  mit  Auslassung  des  Index  2): 

ri  =  Q^  -\-  mQ  -j-  B\ 

Femer  hatten  wir: 


=  ^^  +  73' 


also  wird: 


l^\ 


l 


r»  =  jfc«  +  m  fc  +  12»  +  ip}  +  ^  (2  fc  4-  m), 

setzt  man: 

fc2  -f  mfc  4-  jßa  =  W 

P 
^  =  ^^  +  7? 

B  =  l{2lc  +  m), 
so  folgt: 

Werden  zwei  neue  Variable 

(r)  und  / 

so  eingeführt,  dass 

r  =  {r)f 
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B 

SO  geht  die  Gleichung  6)  über  in: 

{ry  ±  (r)«  =  g, 

die  sich  leicht  taboliren  lässt. 

Der  Gebrauch  der  Tafel  ist  einfach.    Man  berechnet  zunächst 

die  Grössen 

w  und  B 

ein-  für  allemal.     Sodann'  mit  einem  geeigneten  Werthe  von  r 
die  Grössen 

A  /i  «. 

Mit  dem  letzteren  Argumente  wird  aus  der  Tafel  (r)  ent- 
nommen, mit  welcher  Grösse  sodann  r  aus  der  Gleichung  7)  zu 
berechnen  ist. 

Für  Kometen  ist  in  A  für  den  ersteü  Versuch  r  =  1.  für 
Planetoiden  r  =  2,5  zu  nehmen. 

Für  die  Verhältnisse  hat  Gibbs  (Nat  Ac.  of  Sc^  Vol.  IV, 
vergl.  A.  N.  3061,  3075)  folgende  Formeln  gegeben: 


[»•» 

»■»;  _ 

X 

1  + 

in 

*•»] 

ta 

1  — 

[n 

♦•*]_ 

i^a 

1  + 

'3 

In 

r.\ 

^i 

1  — 

wobei 

^  =  ViaC+Tj^  +  Srirs  +  r/) 

Dieselben  sind  bis  auf  die  Glieder  vierter  Ordnung  (incL) 
genau. 

§.  291. 

Bereolinuiig  einer  geradlinigen  Balin  aus  drei 

Beobaohtungen. 

A  =  tgßi  sin{}^  —  A,)  —  igß^  sin{}^  —  Xi)  -^tgd^  sin(A,  —  IJ 
li  =  tgßi  sin  (Lj  —  A3)  —  tfj/ß^  sin  (Li  —  A,) 
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C  =  tyß^  sin{L^  —  A3)  —  tgß^  sin{L^  —  Aj) 
D  =  tgß^  $in(L^  —  Aj,)  —  ig ß^  sin(L.^  —  A3) 
£!  =  tg  ßi  sin  (L,  —  ^2)  —  ^  ft  5*w  {L^  —  ^1) 


»?i  = 


A  - 1,\ 
\«j  —  V 


_       f ,  —  /^  E 

sodann  ist: 

rj  cos  61  cos  li  =  1^1  cos  ^  -\-  Ri  cos  Li 
Ti  cosbi  sinli  =  rii  sinki  -\-  Ri  sin  Li 
r  sin  61  =  rii  tg  ßi 

rj  cos  6j  cos !}  =  1^2  cos  A3  -(-  JJ,  cos  L^ 
r^cosb^  sinl^  =  i^^stnA,  -|-  R2sinLf 

Damit  sind  ri  ?i  6^  und  r^  Z,  6,  gegeben. 

§.  292. 

Bereohnung  einer  Kreisbahn. 

Es  seien: 

^1^3  die  Beobachtungszeiten, 

Ai  A«    n  Läniren)  .  .    , 

ft  /J,    „  Breiten!  e^^^^nsoh, 

L1L2    „    Sonnenlängen, 
^1  ^2    n    Radienvectoren. 
Man  rechne: 

cos  ^,  =:  cos  ßi  COS  (Aj  —  Lj) 

stw^,  cosP,  =  cosßi  sin  (kl  —  Li) 
sin  ^,  sin  P^  =  sin  ßi 

cos  t^„  =  cos  ß^  cos  (A2  —  L2) 

sin  ^,j  cos  P„  =  cos  ß^  sin  (A,  —  L.2) 

sin  ^„  sm  P„  =  stn  /Jj, 

sodann : 

w  sin  W  =  sin  '/j  (L,  —  ii)  5m  Va  (P,  +  Pi) 

m;  cos  W  =  cos  v,  (La  —  A)  s»^»  V«  (A  —  ^i) 

W  =W—    '/2(^2    +   *l) 
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h  sin  H  =  sin  1/2  (Lj  —  I/j)  cos  V«  (P^  +  ^1) 
hcüs  U  =  cos  V2  (J^a  —  Li)  cos  V,  (P,  —  P^) 
H'  =  H+  Vs (^,  -  ^0. 
Probe.  m;2-)-ä»=i' 

Nun  bestimmt  man  unter  einer  Annahme  für  a 

Ri  sin  ^1 

NB.    *i  +  -gfi  <  1800 

t^-i-  ^i  <  180» 


stnjSi  = 


stnz^  = 


a 

JR,  sin  i^a 
a 


80  wird: 

sin^f  =  w;«  sm2  { W  —  V2  (^a  +  -^1)}  +  Ä^  s^'w*  f^'  +  V»  (^»  —  ^i)r 
Der  hieraus  sich  ergebende   Werth  für  /  muss,   falls  eine 
richtige  Hypothese  über  a  gemacht  wurde,  identisch  sein  mit 

/  =  4-  i'~h^  wobei  log  ^    ^  ,„  =  3.2489766. 
•'         a "/«  2  arc  1" '  ^2  arc  1" 

Ist  a  ermittelt,  so  folgt: 

Qi  =  Ri  cos  ^1  +  a  cos  jSi 
Q.^  =  Bi  cos  i^g  -\-  acos  z^. 


§.  293. 

Berechnung  der  Meteoritenbahnen  aus  einem  Radianten. 

Sei  a,  8  der  gegebene  Radiant  für   die  Zeit  t   (in   Tagen). 

Man  verwandle   a  und  d   in  k  und  ß  nach  bekannten  Formeln 

(j?...)  und  suche  für  t  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  die  Sonnen- 

länge  L  und  den  Radiusvector  B,    Dann  hat  man  zu  rechnen: 

log  e  =  1,7609 

n'  =  2800  21'  +  l',03  (t  —  1850) 
L'  —  L  =  e'  sin  {n'  —  L)  (in  Einheiten  einer  Bogenminate) 

ctgz  =^  -p  cos  h  sin  (l  —  L') 

z  <  180» 

r  =  tg  Va  z 

sinb  positiv  sinb  negativ 

ß  =  L  ft  =  L  -f  180<> 

V2g[  sini  =/  sinb  V2q  sini  =  — f  sinb 

(absteigender  Schwann)  (aufsteigender  Schwann) 


r ' 
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yTq  cosi  =  1  -\-f  cos b  sin (e  —  L) 
^  , ,  f  cosb  cos  (l  —  L)  —  sin  (U  —  L) 

'' ' ' "  = S^h — ^ 

V2  «?  <  4-  900 
3r  =  L  —  V  +  180«. 

Probe. 
q  =  Bcos  Va  v*- 
Daraus  ergeben  sich  die  Elemente: 

Man  vergl.  Dr.  R.  Lehmann-Filhes:  Die  Bestimmung  von 
Meteorbahnen  nebst  verwandten  Aufgaben.    Berlin  1883. 

Es  ist  oft  wünschenswerth,  zu  wissen,  ob  eine  elliptische 
oder  parabolische  Bahn  der  Erde  genügend  nahe  kommen  kann, 
um  Meteoriten  erwarten  zu  können.    In  diesem  Falle  muss 

1  +  ß  cos  (ü  —  3r)  =  p 

sein.  Gilt  das  obere  Zeichen,  so  kommt  die  Erde  der  Bahn  im 
aufsteigenden,  sonst  im  niedersteigenden  Knoten  nahe.  Im  Falle 
einer  parabolischen  Bahn  hat  man  fiir  den  ersteren  Fall,  da 
e  =  1  wird  : 


und  für  den  letzteren 


CO.S*  — ^ =  g, 


^*^   2 ^  ^' 


Soll  aus  einem  parabolischen  Elementensystem 

Sl  n  i  q 

der  Radiationspunkt  berechnet  werden,  so  hat  man,  wenn  ß  die 
Breite,  X  die  Länge  des  Radianten  bezeichnet,  und  L  die  Sonnen- 
länge 

2  cos  i  cos  —  —  V2 
2  sin  — ' 

2  stn  t  cos  -^ 

tg  ß  =  T ^ ^^^^{^  —  ^)i 

2  cos i  cos  -^  —  V2 

dabei  ist  %  die  wahre  Anomalie  der  Erde. 


^ 
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Man  hat  für 

L  =  ß,  wenn  der  Schnitt  im  niedersteigenden  Knoten, 
L  =  Q>  —  1800,  wenn  der  Schnitt  im  aufsteigenden  Knoten. 

§.  294. 

BahBbestiinniuiig  der  Doppelsterne. 

Methode  von  Klinkerfaess.    A.  N.  990. 

Seien 

t  die  Zeiten,  9  die  Winkel,  d  die  Distanzen 

des  Doppelsterns.    Man  rechne 

2/   =  9    +  9i 

2/1  =  91+9^« 
cos  ipi        cos  (p  cos  92       cos  <p 

"^  —  ~d,  d"'    "^  -  ~d^  T 

,    sin  g?i        sin  9      ,    sin  92        ^i^^  y 

^'  -  T,  J~'    ^'  -  ^ J" 

I  —  J__J_        —  L   ^   1. 

ferner 

^   _  sin (f  —  ya)  ^  ,    sm(yi  — /)  ^   _  sw(yg  — yQ  my 

sin  (91  —  9)    ^  sm  (92  —  9)    *         sin  (f  —  y)      rf 

^    _  g^'n (/i  —  ya)  ^  ,    sm(yi— /Q       __  sm(y2  — yQ  ^£f 

*  sen  (91  —  y)    ^  '    sm  (yj  —  y)            sin{fi  —  y)     rf 

^  _  sjyi (/i  —  (Pa)  j     ,    stn((Pi  — /)  j    _  sm(y2— y^)  gtwf 
sm  (jfi  —  y)    *       sm  (<Pi  —  y)    *         sm  {/ —  y)      rf 

^    _  sin  (/i  —  y a)  ^         sm(yi— /i)  ^         sin  (y^  ~  yQ  stw  y 

*  sin  (y  1  —  y)    ^    '    sin  (ys  —  y)    *        sin  (/i  —  y)     d 

^  _  sin  (/'  —  ya)  ^     ,    sin  (yi  —  /)  ^   _  sm  (y^  —  yQ  2. 
sin  (yi  —  y )    ^        sin  (y^  —  q>)    ^        sin(f  —  y)  rf* 

_  sin  (/i  —  ya)  ^     ,    ^^'^  (y  1  — /i)  ^   _  giw(ya  — yQ  J_ 
^        sin  {<pi  —  y )    ^        sin  (yj  —  y)    *         sin  (/i  —  y)  rf* 


Sei  weiter: 


j^__  sin(ya  —  yQ 
siw  (/  —  y) 

_  sin(yaj^^yi) 
^i-sinC/i-y)' 


so  wird: 
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neos  N  =  A  -{-  31  cos f  -^ 
nsin  N :=  B  -{-  Msinf^ 

nj  cos  Ni  =  Ai  -[-  Ml  cosfi  ^ 

-"1 

ni  sin  Ni  =  Bi  -4-  My  sin  /i  ^g- 


Ä-,  =  C,  +  Jtf,  „, 


Nun   wählt   man    für   die    Distanzen   R  und  ü^   geeignete 
Näherungswerthe,  und  zwar  immer: 

Q,  B »  =  »A  m  ^^  -  V«  ( d,^  -\-di]. 

T2  —  9l 

—  ist  die  in  der  Zeiteinheit  beschriebene  Fläche,  die  durch  die 

Beobachtung  gegeben  ist.    Q  =  Q^  =  l  (erste  Näherung). 
Sodann  ist 

ßcos(N  -n)  =  :^ 

ßcos(N,-n)  =  ^ 

zni 

und 

^  =  1  —  ßdk  cos{(pic  —  Tl)     fc  =  1,  2,  3. 

Sodann  rechnet  man  aus 
(7)  ^ff^  ^  ^^  (9^1  +  9  —  2  ft)  =  (i^y  5^)'  —  0  ^^^^^  ^^^  ~  ^^ 
(7)  ^^ ^  ^^^  (92  +  9  —  2  a)  =  (J^  jj  —  1^  cosec  (9)2  —  9) 

die  Grössen 

Si  und  —  #^2|^ 
mit  diesen  ergiebt  sich 
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—  =  1  —  —  <^n'  sm2(()p  —  O), 
nachdem  nun 

bekannt  ist,  erhält  man  hieraus  p  und  t. 

Für  die  Rechnung  von  e  und  n  —  ß  hat  man  die  Formeln: 

—  cos{%  —  £S)  ■=  ^  cos(n  —  ß) 

—  sin  (n  —  ß)  =  /}  C05  i  sin  (77  —  ß). 

Nun  rechne  man    die   Verbesserungen  der  drei  Hypothesea 
von  Q  und  Qi  nach  den  Formeln: 

^  p^  cQg  i      Ml  -—  M 

^*  ~  (TZT^  m(t,  —  h) 

M  Ml  Mi  sind  die  mittleren  Anomalien.    Diese  werden  aus  den 
Formeln  der  excentrischen  Anomalie  berechnet. 

e  cosEj,  =  1  —  -  (1  —  62)        Ä  =  0,  1,  2. 

Hieraus  Ek  und  endlich  Mk  aus 

Jlffe  =  ii  —  e"  sin  Eic 
„        sinw  e 


sin  1"       sin  1" 

Dieses  Verfahren  wird  so  lange  fortgesetzt,  bis  die  Verbesse- 
rungen jd  Q  und  z/Qi  so  klein  werden,  als  man  sie  haben  will 

§.  295. 

Bestimmung   einer   Planetenbahn   aus    drei 
Beobachtungen  naoh  Tietjen. 

(Berliner  Jahrbuch  1879.) 

Seien 


app. 

app. 

h 

«i 

Ifpui 

«1 

IfpS, 

u 

«, 

?/3pa» 

8, 

IfpS, 

«3 

«s 

?/1p«s 

«. 

IfpSj 

die  gegebenen  Beobachtungen. 
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Diese  müssen  auf  den  Jahresanfang  reducirt  werden  nach 
den  Formeln: 

^a  =  —  {/  +  flf  sin{<T  -f-  «)  tgi  +  *  stw(//-f-a)  secÄ| 

—  A«  sech  sin(H^  -^  a) 

^8  =  —  {g  cos  (G+  «)  -|-  A  cos  (H-{-  a)  sin S  -^i  cos  6\ 

—  hS  sin  d  cos  {H^  +  a) 
«die  Grössen 

fghGHi 

:sind  dem  Berliner  Jahrbuch  zu  entnehmen.    A^  und  //<>  haben 

folgende  Werthe: 

log  ho  HO 

für     1850 :  9,5340         350o  29' 

„       1900 :  9,5338         349<>  42' 

Hierauf  sind  a  in  Bogen  umzuwandeln  und  in  Länge  und  Breite 
J.,  /3,  nach  den  Formeln: 

m  sm  M  =  sm  d 

w  cos  Jf  =  cos  ö  sin  a 

cos  ß  sin  k  =  m  cos  {M —  «) 
cos  ß  cos  k  =  cos  8  cosu 

sin  ß  =  m  sin  (Jf -^  «); 

«  ist  die  Schiefe  der  Ekliptik  für  Jahresanfang. 

Controlformeln: 

cos  ß  sin  {k  —  a)  =  2  cos  «  .  m  sin  ^/j  b  sin  {M  —  \  ^  *) 

sin  V«  (*  —  /*)  =  s^^  V«  (*  +  ß)-f^  sin  V2  «  cos  (M  —  1 Z,  «)• 

Hierauf  werden  die  Zeiten   durch   Anbringung  des  Längen- 
unterschiedes der  Beobachtungsstation  auf  Berlin  reducirt. 

1  X        I    T  •         jir  +  westlich, 

/Berlin  =  ^Ort  +  Langcndifferenz  ^  gg^j^^^ 

Längendifferenz  im  Berliner  Jahrbuch. 

Für  diese  Zeiten    werden   aus   dem  Berliner  Jahrbuch  die 

Grössen  Sonnenlänge  O,  Sonnenbreite  B  und  Radiusvector  der 

Erde  B 

Ol     Bi    JogBi' 

Oj    B^    log  B,2 

O3    B,    logR, 
entnommen  und 

Li  =  O  +  I8O0 

L,  =  O  +  180^' 

L,  =  O  +  180" 
gebildet. 

LAska,  mathem.  FormelnHammluDg.  r^v^ 
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Bei  der  ersten  Planetenbahnbestimmung  kann  man  einfach 
die  Parallaxe  unberücksichtigt  lassen  und  die  Sonnenbreite  =  <> 
setzen.  Es  handelt  sich  ja  gewöhnlich  nur  darum,  schnell  eine 
Auftindungsephemeride  zu  haben,  an  welche  nach  den  ferneren 
Beobachtungen  vor  der  Hand  empirische  Correctionen  angebracht 
werden. 

Man  hat  weiter  zu  rechnen: 

U)  J  sin  (Ai  —  K)  z=  tg  ß^ 

tg  Jcos  (A.  -  iQ  =  *'J  ^'  -  /^,f '  '''  ;^^  -  '^'> 

Controle: 

ffßJsin(Xi  —  JT)  =  tgßi\ 
ferner: 

tg  ß^  —  tg  Jsin  {k^  —  K) 

tg  J  sec  ß^ 

"'  -  Uj  ß,  -  tg  ßi 

"2  ^^^^  H  —  ^1 
0,  =  ^.  -  ti 

q^  =^  fji  (k,    wobei    log  j  =  5,6930116  —  10 

^  _  i?a  ^  sin  (Lj  —  L,) 
^^'  ~  R.R^sinm  —  L) 

Y  _  Rj  Bi  sinjLi  —  Li) 
^  ^        RiR^  sin  (Li  —  L^) 

Ol 

no  — ^ 

^j  =  iii  Ri  sin  (L\  —  K) 
6*2  =  aj  -R3  sin  {Li  —  K) 
c^  =  aiRi  sin  (L3  —  K) 

^   ^^  tg{l2  —  ^2)  \  NB-    *j  stets  so  zu  nehmen,  dass 

^   '^  eos  W2  J  cos  82  =  cos  /J,  cos  ( A,  —  Z,), 

wo 

^  .sv>/  (A.2  —  L2) 
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Nun  werden  berechnet: 

_  R^  sin  (A3  —  Ls) 

lii  sin  (L  —  Li) 

WO 

/  =  cos  ßi  sin  {Li  —  kl) 


,    sin(X^  —  Aj) 

•  ^        aj  jRi  R^  sin  (Lg  —  Lj 


wobei 


1) 

Weiter  rechne  man: 

^       mi{k^  —  A,)    '   ^^ 

V   _.sm(A2  —  Ai) 

'^^'  -  .sm(A3-A0  ~  ^» 

•     .sfn  (A3  --  g) 

^^^= h7, 

^^ ,  _  s»t  (A,  —  K) 

jr±^  — 

hCi 

I.    Näherung. 

A-2  =  ci  (Ni  —  no)  +  (h  (N^  —  w.;) 

f^i  =  (Zo  (1  +  Wo) 
^3  =  «0  (1  +  mJ») 

jtt  sin  q  =  R^  sin  tf ^ 
•  ft  cos  q  =  R^  cos  Ö2  -\-  fca 

m=— A__. 

Die  Gleichung 

sin  {Zq  —  'Z)  =  »w  si»^  2^2 
durch  Versuche   zu    lösen.      Als   ersten  Näherungswerth  nehme 

man  ^^  ^^s 

...  ,  '  m  sin  q* 

sin  (/o  —  3)  =  ■; A ^-4 1 — 

^  ^'^        1  —  4:ni  sin*qctgq 

und  leite  ^ä  aus 

sin  iß*  —  5)  =  w  sin  z'^ 

ab,  notire  aber  dabei  die  logarithmische  Differenz  d  für  1"  bei 
log  sin  sf  und  jene  D  für  1"  bei  log  sin  {z**  —  g),  sodann  ist  ein 
sehr  genäherter  dritter  Werth: 

58* 
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hat  man  g^  gefunden,  so  ^ärd  gerechnet: 


Sodann 


A 

— 

B, 

sin  (02  — 

^.) 

sin  s^ 

r^ 

Mi 

sin  8,1 
sin  £2 

9f 

— 

^» 

cos  ßt- 

«1 

^0  4-  „:, 
^2 

«3 

1 

«0  _L  '^^ 

wi  Qi  =  -Ml  9j  +  -Ml'  (iV;  —  ni) 

n3  pa  =  Jfj  Qi  +  JMs'  (Ä^n  —  »5) 

und  für  Controle: 

P2  t(fß2  =  »1  9i  '^/^i  +  «h  p3  '^  ft. 
Hiennit  sind 

^1       P2       ^3 

genähert  gegeben. 

Hierauf  werden    die  Beobachtungszeiten    wegen  Aberration 
corrigirt  nach  der  Formel 

fi  =  tk  —  (7,76057)  pk  cos  ßu        fc  =  1,  2,  3. 

Die  Zahl  in  der  Klammer  ist  Logarithmus   und  giebt   die  Cor- 

rection  in  Einheiten  des  mittleren  Tages. 

Dann  rechne  man: 

n     r^    r^ 

aus 

r  cos  h  sin  (l  —  L)  =  q  sin  (A  —  L)  ] 

r  cos  b  cos  (l  —  L)  =  Q  cos  (l  —  L)  -f-  Ä  j  r,  7,  t, 

r  sinb  =  q  tgß  J 

sowie 

tg  i  sin  (7i  —  Q>)  =  tg  bi  j 

t,  i  cos  (h  -  a)  =  'ih^^^f^^M^A  I '.  ^' 

und  weiter 

tg  Ui  =  tg  (?!  —  ß)  sec  i  | 

tg  Mg  =  tg  (I2  —  ß)  se^c  i     «i  m,  w^ 

tg  t<3  =  f^  (?3  —  Si)  sec  i  J 


Planetenbahn. 
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^^•^  Y^  —  ^   jJ  J  ^^  /•-»  f**3  —  Wa) 


„  _  (^^  -  t\y 

^^  -  (1^3  +  r,y 
\  log  y^=a'n  +  {o!'n  —  *"^'); 

analog  rechnet  man  y^  und  yi.    Es  ist  für  Zwischenzeiten  von 
etwa  zwei  Monaten  ausreichend: 

log  a'  =  3,2338859 

7o</a"  =  3,614097  —  F 

Zo^6"  =  0,034108 
Mit  den  Werthen: 


in  Einheiten  der  siebenten 
Decimalstelle. 


«0  = 


Z  ;|     -~~    \  I 


2 


^S  —  ^1 


W« 


l^  —  l\ 


"■=*"•  l^-'l 


wiederhole  man  die  Auflösung  der  Gleichung  sin  (^sr  —  q)'=ms%n  z\ 
indem  man  setzt: 

h  =  ^(A\  —  Wo)  +  c,{N^  —  ^ri) 

Die  Berechnung  der  Elemente  wird  dann  auf  die  in  §.  297 
mitgetheilte  Art  gemacht 

NB.  Dieses  Verfahren  kann  nur  dann  angewendet  werden, 
wenn  die  Zwischenzeiten  nicht  mehr  als  drei  Monate  übersteigen. 
Es  reicht  also  für  die  ersten  Bahnbestimmungen  ToUkommen 
aus.  Die  strengen  Methoden  findet  man  in  Oppolzer's  Lehr- 
buch zur  Bahnbestimmung. 


§.  296. 

Oauss-Olber'Bohe  Methode  zur  Bereohnimg  einer 

Kometenbalixi. 

Es  seien 

Q  q'  q"  die  kurtirten  Abstände  (zu  bestimmen), 
A  A'  A''    „     Längen  ]  .  *  •    u\ 

ß  ß'  ß"    l    Breiten  )  (g««««"t"sch), 
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L  L'  L"  die  Sonnenlängen  ]  ,  -.  ,.  t  i  t_  i  x 
R  B'R"  „  Radienvectoren  )  (""'  ^''^''''  •^"^'^"'^)' 
tat"     „    Beobachtungszeiten. 

Man  rechne: 

_r— ^f'     ig ß'  sin (k  —  L')  —  Uj ß  sin {).'  —  L") 
^—  a  ^t  '  ig  ß"  sin  (A'  —  L')  —  tgß'sin(k"  —L) 

R"  cos(L"  —  L)  —  R  =  gcos(a  —  L)  \      ^ 
R"  8in{L'  —  L)  =  gsin  {G  —  /.)  }  ^'     ' 

M  —  cos  (A"  —  k)  =  h  cos  g  cos  (H  —  A")  | 

sin  (A"  —  A)  r=  Ä  cos  |  sin  (i/—  A")  [Ali/ 
.     Mtgß" —  tgß  =  hsin^  J 

COS|     cos  {(r  H)  =  COS  9 

cos  ß   cos  (A  —  L)  =  cos  ^ 
cos  /J"  cos  (A"—  i")  =  cos  t" 

g  sin  q)  ^=  A 
R  sintjf  =  B 
R!'  sin  ^"  =  B'' 

h  cosß  =b 
hcosß'' 


M 


=  b" 


Dann  wird: 


g  cos  q)  —  b  R  cos  il^  =  c 
g  cos€p  —  6" -R"  cos  ^^  =  c". 


,        /w  4-  e 


A;2  =  M«  +  J[2 
und  der  Werth  u  rauss  so  bestimmt  werden,  dass 

(r  +  r"  +  ft)^^  -  (r  +  r"  -  Jcf*  =  ^^, 

wobei 

logm  =  0,9862673. 

Erscheint  der  Werth  von  M  zu  unbestimmt,  wegen  der 
Kleinheit  des  Zählers  und  Nenners,  so  wählt  man  statt  M  ent- 
weder 
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_  t"  -  t'     Sin  ß^  -  k) 

~  t"  —  t  '  sin  (A"  —  k') 
oder 

511"  —  *"  ~  ^'     ^  /3^  cos  {k—L')  —  t(jß  cos  {}:  —  U) 

~t"  —  t  '  tgß"cos{k'—L')  —  tgß'cos{k"  —  L'y 

je  nachdem  die  DifiFerenzen  der  geocentrischen  Längen  oder  der 
Breiten  die  bedeutenderen  sind. 

Sind  sodann  genäherte  Werthe  von  r  und  r"  bestimmt,  so 
hat  man  den  Werth  von  M'  mit  dem  Factor: 

'«  sin  (r  — A)    p   Vr''        iJ'V 


1 
und  den  Werth  von  M"  mit  dem  Factor: 

1-  iAt"t'  ^^' 


<i(7  /J'  cos  (A  —  i')  —  tgß  cos  (A' 

zu  multipliciren ,  um  genauere  Werthe  zu  erhalten.    Ist  u  ge- 
funden, dann  ist 

u  -\-  g  cosw 

^=     h 

q"  =  Mq. 
§.297. 

BalmbesttmniTUig  aus  zwei  heliooentrisohen  Orten. 
Gegeben 

Man  rechne 

nach  den  Formeln: 

Q  COS  k  cosß  ^=  r  cos  Icosh  -\-  R  cos  L 
Q  sin kcosß  =  r  sin Icosb  -\-  R sin  L 
Q  sin  fi  =  r  sin  h, 
R  Badiusvector,  L  die  Sonnenlänge. 
Man  rechnet 
igi  sin  Qi  —  Si)  =  ig  bi 
ini  m<^n         0\  —  ^gftj  —  tgh.cosjh  —  ?i)  [  i  ß; 


9i 

Ai 

A 

9i 

li  ßt. 

n 

li 

i. 

r-i 

h 

h 
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*  ist  positiv,  d.  h.  <C  90^  wenn  die  helioeentrischen  Längen  zu- 
nehmen, also 

h  >  h 

ist 

dann  ist 

90«  <  i  <  1800. 

Ferner  wird,  wenn  sin  i  <  —7— 

^    *  cost 

^    '  cost 

.  .^  1 

tgbi  I  sinu  dasselbe  Zeichen 


Ist  dagegen 


so  hat  man: 


ig  öl I  sinu  das 

^    '        cos  {li  —  <ß)  sin  i  \  wie  sin  h 

'    *       cos  (7^  —  ß)  sin  i 

Zur  Probe  kann  man  rechnen: 

sin  (?i  —  Q>)  cos  i  -\-  ighx  sin  i 

sin  (1f  —  Si)  cos  i  -\-  tg  l).j  sin  i 

^^•^^  ~  cos  (k  —  ß) 

{sin  u  wie  Zähler,  cos  u  wie  Nenner  bezeichnet). 
Zur  ferneren  Probe  rechne  man: 

2/  =  «^2  —  % 
und 

sinp  =  sin^  V2  {h  —  ^)  cos  61  cosft,  -(-  ^*w'  Vi  {^a  —  6i)t 

welche  Werthe  /  übereinstimmen  müssen. 

Die  weitere  Rechnung  ist  durch  die  Bahngestalt  bestimmt. 

A.  Parabolische  Bahnen. 

1  1,  1 

^     o;-  1/  «  _g^<yV2  0<^  —  ^i)       cosec\/a(ii,  —  u^ 
V^/  Vri  Vfj 

\/^  ist  stets  positiv. 


1 

I 
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«2  =  Vi  +  i^i  —  ^i) 

O    =  W,  —  t;,  =  Mj  —  1?, 

Mit  den  Werthen  Vi  und  v^  rechnet  man  ferner  die  Perihel- 
zeit  aus: 


V2«"A 


<j/  V«  »1  +  Vs  <s»  Vt », 


^^lU^^  =  ^j  '-^ »« +  V»  ig'  Vi  «8. 

Parstellung  des  mittleren  Ortes: 

U'  =  V'  +  Ä  Si  =  V'  -\-  CD 

Q  COS  ß'  COS  (A'  —  ß)  =  /  cos  w'  4-  JR'  cos  (L'  —  ß) 
q'  cos  ß'  sin  {X*  —  ß)  =  r'  sin  u'  cos  %  -{-  R  sin  {l!  —  <ß) 

q'  sin  ^'  =  /  sin  v!  sin  i, 

B.  Planetenbahnen. 

loga  =  7,7613  —  10 
/='/»(««  —  «,) 

%Jfc  =  8,2355814—  10 

<j,  (45»  +  o)  =  p'ri    . 


1»  = 


(2«)s/Vf,r,)' 
cos/ 


1.  _  w 

V«  +  z  +  I 
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I  mit  dem  Argumente  w  aus  der  Tafel  XXXIV. 
Für  w  hat  man  zu  setzen  sin^  ^/2  /; 
als  erste  Näherung 

w;  =  —  —  7  =  sm«  Vj^; 

1]  mit  dem  Argumente  ä  aus  der  Tafel  XXXV. 

Mit  diesem  w  geht  man  noch  einmal  in  die  Tafeln  ein  und 
wiederholt  die  Rechnung  für  h  und  to.    Man  hat  weiter: 

y»  sin  Va  (F  —  0)  cos  Va  9  =  cos  V«  (/  +  ^)  ^fi^  2o 
y«  C05  V«  (F  —  G)  cos  Va  9  =  sin  Va  (/  +fl^)  s^<?  2  o 
y2  sm  Va  (F  +  G)  sm  Va  ^>  =  cos^j^ij  —  g)tg  2io 
y'  cos  ^/a  (F  +  G)  sin  1/2  9  =  sin  Va  (/  —  <7)  See  2  o. 

Zur  Probe: 

_  V2mcosf 

V 

v,=F-^f       E,  =  G^g 

v,  =  F+f       E,  =  G-\-g 

friViT^  sin2fy 


!>  =  (• 


Probe : 


e"  — 

1 

stn<p 
are  1" 

0  — 

psec* 

9 

f»  = 

ifc" 

logk^' 

-3,! 

Jtf.- 

i;, - 

e^'  sin 

^i 

Jf,— 

^- 

e"  sin 

JE 2' 

**  = 

Mi 

-M, 

-  T, 

ar  =  tii  -(-  fli  —  Vi  =  «2  +  ß  —  Vj- 
Zur  Darstellung  des  mittleren  Ort^s  hat  man  zu  rechnen: 
M'  =  Jlf,  +  (T'  -  T,)M  =  -»f,  -  (T,  -  T')M 
J?'  =  Jlf' 4-e"sini;' 

f*  sin  v'  =  a  cos  tp  sin  E' 
r'  cosv'  ^  a  {cos  E'  —  sin  <p) 
u'  =  1/  -\- n  —  Q. 


r 
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<>'  COS  ß'  COS  (A'  —  <ß)  =  r'  COS  u'  -f  K  cos  {U  —  Si) 
^'  cos  ß'  sin  (A'  —  ß)  =  r'  s«Vi  m'  cos  i  -|-  12'  sin  (L'  —  ß) 

9'  sin  ß'  =  r'  Sin  u-  sin  i  -j-  R  B'  arc  V. 

§.  298. 

Verbesserung  der  Elemente. 

I.    Man  betrachtet  u  und  8  als  Function  zweier  Distanzen 
Q  q\    Und  macht  folgende  Hypothesen: 

I.  II.  III. 

9o         Qo  -\~  ^  Po  Po 

Po  Po  Po   +   ^POj 


80  folgt: 


Dann  wird: 


also: 


«0  «0  «0 

8a  do  do. 


da    . 

«0  —  «0  =  7—  ^  Po 
.    OQ 

80  —  do  =  5—  ^  Po 

«0  —   «0   =  ^T7  -^  Po 
Op 

do  ÖQ  =  ^-p  ^Qo 

CQ 


■ 

«0       «0 

CO 

ÖO          Öo 

8p 

~      ^Po    ' 

8p- 

^Po 

du 

«0— «0 

8« 

do  —  do 

dQ' 

^pi ' 

8  p' 

-^Po 

Die 

wahren 

Verbesserungen 

^9  und  z/9' 

rechnet  mar 

L  sodann 

aus 

,    8«     .      I     ö«    ^   . 
"  =  "•  +  8-p"^«'+8?^^ 

«  =  d,4-y^^p4-g^^p 

nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 


924  Verbesserung  der  Elemeote. 

IL    Man  kann  aber  auch  a  und  ö  als  Functionen   der  Ele- 
mente betrachten.    Dann  ist: 


da 


da 


da 


da 


.    da       . 
+  87^* 


8fö 


+  87^»- 

Für  diese  Differentialquotienten  hat  man   nach  Oppolzer 
folgende  Schemata: 

A.    Für  Planetenbahnen. 

(Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  61,  ü.  Abth.,  S.  701.) 
Sei 
€0$  (a  —  ß)  cos  i  =  -4.  sin  Ai         sin  i  =  in  sin  M  * 

sin  {a  —  ß)  =  J[  cos  A\     —  sin  (a  —  ß)  cos  i  =  m  cos  M 

m  sin  ( Jf  +  d)  =  B  sin  Bi 
cos  (a  —  ß)  sin  ö  =  B  cos  B^ 


f </  9  sin  V  =  F  sin  Fi 

T 

<^^  TP  TP 

-^  cosif  =  F  cos  Fl 


t  .FcosFi      =  Gcosih 

-^  =r  38,7550 

U  =  V  -\-  w 


a 


^  cosw  cos  vz=zj£  sin  -ffi 

r        ^ 


Sin  V 


2  -{-  c  cos  V 


Hcos  Hl 


cos  ff 
-  FsinFi  =PsinPi 


so  wird: 


^1^  sintp  }^Uj  y^(p  —  cos e(^^  -^  l\\  =  PcosPi^ 

cos  d  -ly  =  —  ÄFsin{Fi  -f  -^i  +  <*«) 
^  =  ^BFsin(F,+Bi+u,) 
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COS  d  -T-  =  --j  AG  sin{(Ti  -[-  -^i  "h  ^^«) 

^=1J5  fr  sin  ((?,  +  !;,  +  «,) 

cos  8  T—  =  -zAH  sin  (fl",  -^  Ai-\-  Vj,) 

cos  S  ^  z=  2  ^  P  sin  (Pi -{- Ai -\- u^)    . 

^  =  lBPsm(P, +£,  +  «,) 
COS  d  da         r        ,  ^    ,        •.   , ,   . 

1      r^d  r 

^iml  5a  ~  ""!5  {sin8sin(a—Sl-{'iix)tg^'^i-\-cosn^  cosd] 

cosd  du  r     .  ,         ox^    • 

r  -T-r  = sm  Ugs  cos  (a  —  6<i)  tg  ? 

cosi    dt  J         «       \  f  if 

r  -=-:==--{  sin  {a  —  (ß)  sin  8  iq  i  -\-  cos  ö  ]  sin  u. 

cost   dt        ^  ^  ^      '  ' 

B.    Bei  Bahnen   periodischer  Kometen  von  kurzer 

Umlaufszeit. 
Man  hat: 

P  .sm  P'  =  —  cos  <p  cos  V 

T 


PcosP'  =?^!ll(2-j-ecosv), 

cos<p  ^      '  ' 


dann  wird: 


cosdp-  =  ^  AP  sin  (P'  4-  ^'  4-  m) 
1^  =  -^  ^Psn? (F  4-  iJ'  +  w) 

cos  S  ;t--   =  -;  ^  S2W  (A*  4-  «) 

^  =  -^  1^  s/w  (/?'  +  w). 
Die  übrigen  Differentialquotienten  bleiben  dieselben. 


«26  Verbesserung  der  Elemente. 

Die  Elemente  in  den  vorstehenden  Formeln  sind 
die  äquatorealen.  Will  man  die  Eklipticalelemente  einfuhren^ 
so  ist 

/l i     =  cos6^i'  -j-  sin6sinV  ^ß' 

^  sin  6       .,    .    COS0     .     .,    .rif 

stn  t  '    stn  i 

{Jn)'=  —  sin  6 ig  ^/j i^i^  -f-  {cos ö ty  Vs  *  —  ^9  ^/j  *')  s*** *'  ^^-'^ 

JL    =  JL  +  {Jn\ 

wobei 

5m  e  cosQi  -^  cos  i'  sin  i 


cos  ö  = 


cosi  sini' 


C.    Bei  stark  excentrischen  Ellipsen-  und  Parabel- 
Bahnen. 

A  sin  Ä*  =  cos  (a  —  ß)  cos  i 

A  cosA*  =  sin{a  —  Q>) 

m  sin  M  =  sin  i 

m  cos M  =  —  sin  («  —  Si)  cosi 

B  sin  B'  =  m  sin  (M  +  d) 

B  cosB'  =  cos  (a  —  Si)  sin  ö 

r,   .    T^,       Jccsinv 
FcosF'  = -r^ 

bei  der  Parabel  wird 

F'=  180  —  Vit? 

G  sin  G'^-  ^Pz^^  {El-\-Uf'  V,  v  +  E^  tg*  \\  v\ 

G  cos  G'  =  ?!|IL£^i^{l  +  Eltg^\/,v-\-  £«<s^  V."!- 

Dabei  ist 

ü:j  =  -  1  -  *UH-\-08 

fy,  =  -  V:.  +  s 

i^J  =  2  +  ö  —  Vr.  ö*  +  «ö* 

/?:  =  \u  - « 


F 
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uiul 


Diese  Grössen  können  mit  dem  Argumente  0  der  Tafel  XXXIII 
entnommen  werden: 


S=  12 


ö=    3 


[105  315       ^  693  1287  ^    ^ 

1  1  1  1 

35  63        ^99  143       ^ 


•  •  • 


// sin  H'  z=—  -^  jl  cos»  _  (1  —  e)  Gsin  G' 


H  cos  II' =  -  r  ^-=^  yj,^ 

dabei  ist 

logk  =  8,23558  —  10 
%(— y)  =  8n77389  —  10 

^T  wird  dadurch  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages 
erhalten. 

Man  hat  sodann: 

CO.S  d  |4  =  ~  A  Fsin  {A  -j-  F'  +  w)  sin  1" 


cT 
dd 


r 


j,=  -2  BF  sin  (J?'  +  F'  -f-  u)  sin  1" 


cos  ö 


cos  8 


de 
de 


=  LaG  sin  (A'  +  G'  +  m)  sin  1" 
=  ^BG  sin  (B'  +  G'  +  t*)  sm  1" 


dlogq 

öS 
dlogq 

^  da 

cos  0  TT- 

cn 

ad 

dn 


==  -^  AH  sin  (A'  +  //'  +  w)  sm  1" 
=  -^  BHsin(ir  -f  JB'  +  u)  sm  1" 


^  ^  sin  (J.'  -|-  '*) 
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=  -j  tgi  cos  (a  —  (R  4-  «) 


cos 5  da 
sini  dSl 

— r— r  ^TT  = -^{sin(a--  Si-{-ti) sind tg^/^i-^ COS ucosi\ 

Stflt  Ooo  ^ 

COS  d  TT-r  = -i  sin  u  cos (a  —  Si)sin  i 

dt  ^  ^ 

—r  =  -^  [sin{a  — •  Si)sind  sini  -{-  cosdcosi]  sinu, 

Ist  i  wenig  von  180®  verscliieden  (Bewegung  retrograd j,  dann 
führe  man  das  Element 

A  =  n  —  2^ 
und  man  hat: 

cos  9  :t— :  ^=  —z  Ä  sin  (A'  -I-  w) 


Zb 


cos  Ö  da         r       ,  p.         \   *    i     • 

sxn  %  dhl        ^       ^ 

=  --7  {cos u cos d  —  sin  (a —  Q>  —  u)sind  ctg^  fi\. 


sin  i  dQ>        ^ 
Diese  Formeln  treten  dann  an  die  Stelle  der  früheren: 

da      dd      cosd   ca       dd 


cosä 


dn'    dn'     sini  dSl'     di 


§.  299. 

Das  allgemeine  Problem. 

Seien 

nii       w^  •  •  •       ^n 

die  Massen  der  gegebenen  Körper,  sowie 

a^fc,    yjk,    ^k         Ä  =  1,  2,  .  .  .  n 

ihre  Coordinaten, 

m 

die  Entfernung  von  munii^  und  setzt  man: 

mp  niq 


Q=v.2:2 


p    « 


pq 


so  lauten  die  Bewegungsgleichungen: 


Das  allgemeine  Problem.  .   929 


I) 


Zu  diesen  3  n  Gleichungen  sollen  6  n  Integrale  mit  6  n  Con- 
stanten  bestimmt  werden.  Bisher  ist  es  gelungen,  nur  zehn  von 
ihnen  darzustellen.  Und  zwar  liefert  das  Princip  des  Schwer- 
punktes sechs,  das  Flächenprincip  drei,  und  das  Princip  der 
lebendigen  Kraft  ein  Integral. 

Addirt  man  die  Gleichungen  I).  so  ergiebt  sich  wegen 

0  =  2^ 

also  wenn 

I  1?  § 

die  Cgordinaten  des  Schwerpunktes  sind, 

de»  ~"  d«'  ~  df 

Diese  Gleichungen  liefern  sechs  Integrale: 

I  =  a,  +  6,  f,        »?  =  «2  +  *2  <>        S  =  «s  +  *a  *• 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  für  z  mit  t^  und  jene  für 
y  mit  — z,  und  addirt,  so  folgt  wegen 


durch  Integration: 


vr^        /     dwfc  dx\\ 

Dieses  sind  drei  weitere  Integrale. 

Wird  die  erste  Gleichung  mit  dX)^^  die  zweite  mit  dj/k,  die 
dritte  mit  dzyt,  multiplicirt  und  hierauf  alle  Gleichungen  addirt 
und  integrirt,  so  folgt< 
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Das  allgemeine  Problem. 


2  m,  {(^)'  4-  t^Y  -L  f^y^ 


und  dieses  ist  das  letzte  Integral. 

Den  allgemeinen  Beweis,  dass  bei  dem  Vielkörperproblem  der 
Kreis  der  algebraisch  aus  den  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten 
zusammengesetzten  und  von  t  freien  Integrale  mit  den  obigen 
geschlossen  ist,  hat  Prof.  H.  Bruns  geliefert  (Sitzungsber.  der  k. 
Sachs.  Akademie  1887). 

Das  Dreikörperproblem  erfordert  18  Integrale,  davon  liefern 
die  obigen  Gleichungen  zehn,  es  bleiben  also  acht  zu  bestimmen. 
Lagrange  (Prix  de  TAcad.  Roy.  des  Sciences  de  Paris,  t.  IX, 
p.  1772)  hat  bewiesen,  dass  man  nur  sieben  Integrale  zu  bestim- 
men hat,  nach  deren  Auffindung  sich  das  achte  sofort  ergebt 
Diese  Arbeit  hat  Serret  commentirt  (Oeuvres  de  Lagran^e. 
t.  VI,  p.  324  bis  330). 

Die  Ausbildung,  welche  der  Theorie  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  in  der  neuesten  Zeit  durch  die  Arbeiten 
von  Jacobi,  Clebsch,  Weiler,  Mayer  und  Sophus  Lie  zu 
Theil  wurde,  ermöglichte  einen  wesentlichen  Fortschritt  in  der 
Behandlung  des  Dreikörperproblems. 

Es  ist  gelungen,  das  ursprüngliche  System  achter  Onlnui]? 
auf  ein  solches  von  sechster  Ordnung  zu  reduciren. 


Sei 


r3  =  X«  +  t/2  -[-  z' 


cosH 


X    Xi 


M  y^ 


Jlli_I_ü^_L-£.?i 


r  r. 


r  ri 


r  r 


80  wird: 


^«  =  r»  +  rf  —  2rr,  cosH, 
(die  Masse  der  gestörten  Körper  =  0\ 


dp 

d^z 
dp 


'        r^  dx 


Sei 


4-  *»  4  =  i'  = 

-f  /;2  i^  =  Z  = 


a:  =  r  cos  h  cos  1 
y  =  r  sin  h  sin  1 
z  z=  r  sin  t, 


C2 
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80  folgt: 

dp       ^  ^^  ^  \dt)        ^  \dt)  +  r*  —  er 

d   /  ,dl\       dSl 

r^ cosh s^nb  {^)  -^-{r*-^  =  —, 

wird  weiter  gesetzt: 

sin  b  =■  sin  i  sin  {v  —  o) 

cos  b  cos  (l  —  ß)  =  cos  (v  —  o) 

cos  b  sin  (l  —  ß)  =  cos  i  sin  (v  —  o) 

80  ergiebt  sich: 

d^r  _     /dvy       fcg  _  dSl 
dp        '^\dt)     ""r»  ~"  8r 

d   /  »  dv\        dSl 


dt\     dt)~  dv 


oder: 


^    .    ,dv     dl  .  cSl 

r^  5w  *  -TT  •  -TT-  =  —  r  cos  t  ^ — 

dt      dt  CO) 

,    ,    .  dv    dSi  dSl 

dt      dt  et 


§.  300. 

Störungsrecliniuig  in  rechtwinkligen  Coordinaten. 

(Methode  von  Encke.) 

Die  gegebenen  osculirenden  Elemente  für  die  Epoche  I  und 
das  Aequinoctiom  Aequim.  seien: 

i,  Jf,  m:,  ß,  t,  %  ft,  a. 

Aus  ihnen  folgen  die  Coordinaten: 

^0      Vo      ^0. 

Seien  nun: 

«     1?     5 

die  Störungen,  so  wird: 

y=yo  +  v 

^  =  ^0  +  5- 

59* 
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Storungärechiiung. 

Und  man  hat  die  Gleichungen: 


7  =  ^  h^m, 


dt 

dP 

dH 
dP 

Setzt  man: 


X\  ~~~  X 


0* 


y\ 


+  Ä»a  +  m)  ?3--i 


wobei 


= 2  »■".  r-^  -  % + "(1 + ")  (^.  -  „, 


p^  ~  fj  -  <  '-^^''  ~  ^' 

'  i)  '  '0 

'i  = -2 r  • 


/=3(l-fg  +  2_^ 


'0 

5.7,        5.7.9,, 


2.3.4 

so  wird ,  wenn  tw  =  0  (für  Planetoiden  und  Kometen)  gesetzt 
wird,  und  wenn  zugleich  die  zweiten  Potenzen  ausser  Acht  ge- 
lassen werden: 


\Xi  —  Xq        xA    .    ^1  (Q^^        VI 


ir,    —   £ro 


(>= 


^3 


wobei 

p2  =  {x,  -  rro)2  +  (yi  -  yoY  +  (^1  —  z,y 

und  X,  y,  ^  die  Coordinaten  der  störenden  Planeten  sind. 
Setzt  man  weiter  noch: 


H  fc*  m, 
2:  fc«  Wi 


2^  Ä'2  >U] 




:Ä 

[X'l 



X 

^1 

• 

p» 

(yi 



// 

-?^i 

9» 

■2^1 



^ 

-si 

9' 

—  ^  =i:A' 


-^  =zr 


so  wird: 
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^  +  Ä|  =  l?X+/Aga; 
^-\.hri  =  2:Y-\-fhqy 

^-^hi  =  i:Z+fhq,. 

Man  hat  also  zu  rechnen: 

I. 

sinw  „ 

e  =  smw  .    Zft  =  ^ 

^  stn  1' 

M=Mo  +  iit 

M=E  -^  e"$inE 

ro  sin  v^  =  a  cos  9  sin  E 

ro  cos  Vo  =  a  {cos  E  —  e) 

Xo  =.  ro  sin  a  sin  (A  -\-  Vq) 

2/q  =  ro  sin  b  sin  (B  -\-  Vq) 

jgTo  =  ro  sin  c  sin  (C  +  Vo)- 

Ueber  die  Berechnung  der  Constanten: 

sin  a,    sin  J,    sin  c 


vergleiche  §.  272. 
Sodann : 


,  _  [9,675283] 

^  — :::\^ 


^0 


R^  =  r^  (1  +  V12  h) 

V  = *_ 

l  +  V/i,Ä' 

dabei  ist  die  Zahl  in  der  Klammer  ein  Logarithmus.  Es  wird 
übrigens,  wie  üblich,  ein  vierzigtägiges  Intervall  vorausgesetzt. 

Nun  setze  man: 

a;  =  rro  +  S 

y  =  »0  +  ^ 

^  =  2^0   +    g, 

wobei  f,  ly,  g  die  Störungen  sind.  Diese  setzt  man  für  die  ersten 
vier  Intervalle  gleich  0,  da  man  ja  von  einer  osculirenden  Bahn 
ausgeht. 

Nun  rechne  man  für  jeden  störenden  Planeten : 
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Q  cosd-  coa  0  =  Xi  — X 
g  cos d"  sinO  =  yi  —  y 
Q  sin  &•  ==  ^1  —  J? 


Xi  =  V 


9 


-  -  »1  —  y 


Y,  =  v 


Zi  =  V 


^uVu  ^1  si^d  di6  Coordinaten  störender  Planeten.    Die  Grösse  r 
ist  vierzigtägiges  Intervall,  vorausgesetzt  für 

Mercur 9,7924  —  10 

Venus 1,0712 

Erde  mit  Mond 1,1244 

Mars 0,2471 

Jupiter 3,654972 

Saturn 3,13102 

Uranus 2,3329 

Neptun 2,3808 

in  log  der  7.  Decimalstelle. 
Ferner : 

Y.  =  —  v^A 


2 


3 


'1 


und  bilde 


X  =  X,  +  Z, 

r  =  r,  +  r, 

Ju    =  ^i    -f-  Z^^ 

Diese  Grössen  für  jeden  der  störenden  Planeten  besonders 
gerechnet,  und  dann  summirt,  geben: 

i:x  UY  sz. 

Anfang  der  Rechnung:    {  =  0,    iy  =  0,    S  =  0, 
für  die  ersten  vier  Intervalle.    Man  setze: 

EX=f^         *  =  !,  2,  3,  4, 

wobei  ZX  =fi   die   Summe  £X  für  den  ersten  Intervall  be» 

zeichnet  u.  s.  w. 


Ferner: 


ßtörunggrechuun  g. 

/,  =/(a-2te;) 
h  =  ./■  (a  —  ««) 
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"/^«  -  to)      =  +  ^/(a)  -  {gij^  [2/"(«)  +/"(a  -  w)]) , 
und  bilde  das  Schema  (siehe  Quadraturen): 


ff 


'S  (a-2.)  fia  -  2«;)  . 

"f(a  -  ti>)    ;,;         ^;    ./(a-et)     •;,;  '«'^/"(a-tc) 

Dieselben  Reihen  werden  auch  für  £X  und  £Z  entwickelt. 
Sodann  ist  für 

Sir,  =  %,(a  +  iic)  +  1  ZX,  -  ^/liAa  +  i«) 


12 


240 


'S,,,  =  7(v)  («  +  itc)  +  ^  ^Ti  -  ^/Ä)(«  +  '■«') 
Nun  rechnet  man: 


a  = 


Xq 


•wobei 


•^0 

/JT     - 

rt  S(x)  +  b  S(v,  +  c  S(.) 

7 

h 

1 

-j2/<'"*  +  *y4-  c 

^) 

/• 

1 

-  (1  +  2  <z)-"''« 

a 

Für  /  hat  Oppolzer  im  zweiten  Bande  seines  Lehrbuches 
der  Bahnbestimmung  eine  Tafel  gerechnet. 

Als  Argument  zur  Ermittelung  des  ersten  /-Werthes  kann 
hinreichend  genau 
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genommen  werden. 
Dann  wird: 


=  £Z  +  h'  [fq:^-S,.,l 


Nun  bildet  man  für  -?—  dasselbe  Schema  wie  früher  für  £X 

und  bestimmt  die  Anfangsconstanten   der  Integration  genau  wie 
früher,  sodann  wird: 

£  =  "/(*)  («  +  *'«<^)  +  Y2/<'>  (^  +  ***'^' 

Man  erhält  so  vier  Werthe  für  |,  i/,  S-  Durch  Extrainter- 
polation werden  nun  die  Werthe  S>  ^?  5  für  den  nächsten  Inter- 
vall bestimmt.    Für  diesen  wird  nun 

y  =  yo  +y 

gesetzt,  und  es  wird 

2:x   XY  2:z 

berechnet.    Man  hat  dann:  • 


12 


240 


«(v,  =  7(v)  (a  +  »•«)  +  i  2;r  -  i./rw(a  +  'T) 


12 


240 


S 


(«) 


%,  (a  +  ixo)  4- 1 2:z  -  4r/cJ)  («  +  »'^) 


a  = 


12  ""         240 

a^o  4-  '/g  I 


^0  4-  '/qS 


c  = 


m 
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■ 

h 

1  —  12^*!^^  +  ^^  +  ^-^) 

und  anolog  wie  oben: 

d^        d^        dn 

dt^  dP  dt^ ' 

In  dieser  Weise  wird  die  Rechnung  fortgesetzt. 
Die  Werthe  von  |,  i^,  g  ergeben  sich  dann  aus  -ji,  -^,  ^. 

i  =  "fix)  (a  +  itv)  -f  —  /(,)  (a  4-  «M')  —  2^fl!c)  («  +  ^'r«'') 

V  =  JiM)  («  +  iw)  +  Y2 '^'<^)  (^  +  ^^^^  -  240 -^^^  ^"  +  ^^'^ 

1  1 

5  =  '%)  (a  +  mO  +  — /(,)  (a  +  iw?)  ^  24^/1')  («  +  «W'O- 

Das  letzte  Glied 

}___  fii 

240"^ 

kann  zumeist  vernachlässigt  werden. 


§.  301. 

BrunnoWsclie  Uebertragung  der  Enoke'sclien 
Methode  auf  Polarcoordinaten. 

(AstroD.  Nachr.  Bd.  34.) 

Seien  die  gegebenen  Gleichungen: 

d^x 


£  _  A  /^ii  4.  o\ 
dp  ~^  dx  \r  "^     /    • 

dP        dy\r^     ) 

dp        -öz  \T  ^     ) 


Setzt  man 


X  =  r  cos  ß  cos  u 
y  =  r  cos  ß  sin  ii 
z  =  r  sin  ß 
Tind  schreibt  die  Gleichungen  in  Lagrange 'scher  Form: 
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'    d      dT        dT   ,    dV      ^. 


wobei 


dt    dd<p        dq)        d(p 

dt'  ddif       di>  '^  dil)  ~ 

q>  =  r 

Z  =  u 


T=  Var2 


/2 


-^  (sy + af\ + (sy 


|t* 


gesetzt  wurde,  so  lassen  sich  leicht  die  Variablen  transformiren, 
und  man  erhält: 


d^r  d^ß  .a/duY    ,11        dSl 


dt^^'-dP"'  ^"^  '^  Kit      "^  f^  - 17 


dt  \    ^^^  P  dt]  —  dv 


d^e 8Ä  z 

Setzt  man  nun 

r  =  ro  +  «r 

und  verlegt  die  Coordinatenebene  in  die  Bahnebene,  so  wird 

dV 


d  .      1  r^Ä  ,.     2v^i>o . 

dt^        ~  'dz        ^  r-*' 


dabei  ist  für  die  Osculationsepoche: 

du 


f 


•    dt   ~  ^'^^'^ 


Variation  der  Oonstanten.  93» 

nnd 

—  _  ZniiV  ) 1 


dSi 


=i'»,*.(.,».-„ft(j,-i)-i^) 

^  =  Znii  ib2  |—  ^  -f  n  [cosßcosßi  cos  (u^  —  u) 

.^—  =  £nii  k^rri  cosß  cosßi  sin  (w.  —  u)  (-: r,  i 

^11  ^i^  ßi  sind  die  Coordinaten  des  störenden  Planeten. 

§.  302. 

Variation  der  Constanten. 

Für  die  ungelöste  Bewegung  finden  sich: 

dt         dqo        a«o~ ^ 

Im  gelösten  Problem  treten  noch  neue  Kräfte  hinzu,  aus 

Vo  wird  F+ß, 
wo   i{2   wie    gewöhnlich    die    Störungsfunction    bezeichnet.     Die 
Gleichungen  des  gelösten  Problems  sind  sodann: 

dp       dT       dV       da  ^, 

dt         dq         dq         dq 
Denkt  man  sich  die  Gleichungen  1)  integrirt,  und  seien 

io=fo(t,a,b,c...) 3) 

ihre  Integrale,  wo  a,  6,  c  .  .  .  Integrationsconstanten  sind,  so  wird 

dt  ~  dt ....*; 

Obgleich  nun  die  Gleichungen  2)  nicht  dieselbe  Form  haben, 
wie  die  Gleichungen  1),  so  kann  man  ihnen  doch  durch  die  Inte- 
grale 3)  Genüge  leisten,  wenn  man  nur  annimmt,  dass  die  Con- 
stanten a,  6,  c  . .  .  ebenfalls  variabel  sind.    Sodann  wird  aber: 

dq        dfo    .    {dfo  da       dfo  db  \ 

^*    5**  I  5^^       r7*        1^      C\h      r1*         1^  *^J 


dt       dt 


da  dt    ^    db  dt 


Führt  man  nun  die  Bedingungsgleichungen 
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da  dt 
ein,  so  wird 


o/q  da    ,    dfo  db 
dbJi 


8/0  de 
cc   dt 


6) 


dqo 
dt 


dq 
dt 


Sodann    müssen    auch   p    für    beide    Systeme    gleich    sein, 
und  aus 

dp 8p    I    8j)    da    ,    dp    ^^    i_  8jp    de    . 

'dt~Jt'^Fä"dt^db"dt'^'dc"dt'^ 
folgt 

dp    da    .d£    db    . 
a a  '  rfl  "^  a6  '  dJ  "^ 


•  •  • 


dp 
dJ 


cp 
Jt 

dT 


dV 


oder 


dp    da    ,    8p     dt 

da     dt 


83  ^  83  ^  öS 


fip    de 


3 


86     dt  ~  de     dt^ 


dsi 


dq 


cq\ 


7) 


Wir  haben  also  a,  6,  c  .  .  .  als  Functionen  von  t  so  zu 
wählen,  dass  sie,  den  bejden  Gleichungssystemen  6)  und  7)  ge- 
nügen. 

Eliminirt  man  aus  6)  und  7)  nach  einander  die  Grössen 

da  db  de 

It'  Ji'  Ji  "  ' 


und  setzt: 


dq  dp        dq  dp  _      . 
dRdb~dbd^~^''^^' 


80  dass  also: 


(a  a)  =  0 
(a6)  +  (fea)  =  0 
wird,  so  erfolgt: 


8ß 

da 

86 


8> 


Dieses  System  vertritt  die  Gleichungen  6J  und  7). 
Hieraus  ergiebt  sich: 
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da 

'dt 

dt 


^^+^l?+c^+ 


da 

.8Ä 


dh 


de 


^'^'  +  5''3?+C'|?  + 


cb 


de 


9) 


) 


Die  Coefficienten  der  Gleichungen  8)  und  in  Folge  dessen 
auch  jene  der  Gleichungen  9)  besitzen  eine  merkwürdige  Eigen- 
schaft, sie  sind  in  Bezug  auf  t  constant. 

Es  ist  aber  die  Grösse  Sl  eine  Grösse  erster  Ordnung,  dem- 
nach sind  auch 

da  db  de 

'dl'  It'  li'  '  ' 

solche.    Man  kann  demnach  bei  einer  ersten  Annäherung  rechter 
Hand 

a  =  tto,  b  rz=  bQ^  c  =  Cq  •  •  • 

setzen,  wodurch  man  einen  Fehler  begeht,  der  von  der  zweiten 
Ordnung  ist.    Sodann  wird: 


_  r\A^^ 


«=/ 


l      8a  ob     ' 


dt 


10) 


wobei  unter  dem  Integralzeichen   nur  bekannte  Functionen  vor- 
kommen. 

Für  die  praktische  Anwendung  dieser  Methode  möge  Fol- 
gendes angeführt  sein:  Man  erhält  nach  geeigneten  Transforma- 
tionen folgende  DiflFerentialglwchungen  der  Elemente  nach  der 
Zeit: 

dt 

d9> 


r  eosu 


fcVl  +  m  Vp 

W  rsinu 

'^  ~  JcVl  -{-  m  Vp    sini 
dw  e 


dt 

de 
'dt 

da 


fc2(l  +  m)  e 


—  \2aTsinw  +  rN  eoaw]  —  eosi 


dt 


k^(\  +  m) 
ae 


dt         k^(l-^m) 
d(i  3ae 


{2a  T{cosw  —  e)  —  rNsinw] 


2aT 


dt 


k^  (1  +  m) 


^T 
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dt 


=  -VT^ 


i3 


dt^'''"dr 


—  2 


T 

esmE '  — 
c 


Vi  -  e^  ^^ 
c 


+f'^ 


dt. 


Dabei  ist; 


-4"  m 


V4 


tt  =  V  4-  M' 


sin  ir 


sm  E  .\  l  —  e^ 
l  -^  e  cos  E 


cos  E  -\-  e 

COS>W   = : ■ Y^' 

l  -{-  e  COS  E 

Zur  Berechnung  der  Grössen  T^TF  merke  man: 

T  ist  die  Componente  der  störenden  Kraft  nach  der  Richtung 
der  Tangente,  positiv,  wenn  sie  die  Geschwindigkeit  ver- 
mehrt; 

jV  ist  die  Componente  der  störenden  Kraft  in  der  Normale, 
positiv,  wenn  sie  den  Planeten  nach  der  inneren  Fläche  der 
Ellipse  sich  bewegen  lässt; 

W  ist  die  Componente  normal  zur  Bahnebene,  positiv  in  der 
Richtung  nach  dem  Nordpol  der  £kliptik; 

R  ist  die  Componente  der  Störungsfunction  in  der  Richtung  des 
Radiusvectors; 

£1  ist  die  Componente  der  Störungsfunction  senkrecht  auf  den 

Radiusvector. 

Um    diese    Componenten    zu    berechnen,    rechne   man   die 

Grössen : 

A    A'    T 

aus 

sin  Vj  Isin  *  2  (-^  +  -^')  =  sin  V2  (^i  —  ß)  sin  »  j  (1  +  iO 
sin  ^j^Icos  V«  {A  -{-  A)  =  cos  V,  (ßi  —  Sh)  sin » 2  di  —  0 
cos  y^Isin  Vj  (A  —  A)  ==  sin  V2  (S^i  —  Si)  cos »/,  (ti  4-  f ) 
cos  ''2 1  cos  ^/j  (A  —  A')  =  cos  V2  (<ßi  —  Si)cos^  i  (h  —  iu 
8odann  A^  und  ßi  aus 

cos  ßi  cos  kl  =  cos  (w'i  -f-  t'i  —  A') 

cosßi  sin  kl  =  sin  (w-i  -}-  Vi  —  A')cosI 

sin  ßi  =  sin  (fr,  -{-  Vi  —  A')  sin  /, 
80  wird 


und 


Variation  der  Constanten. 

Xi  =  Vi  cosßi  COS  {Ai  —  (n*  -\-  v)  -\~  A\ 
y^  =  ri  cosßi  sin  {A,  —  (tv  -\-  v)  -f-  A] 
z^  ==  Ti  sin  ßi 


948 


cos  Vi  =  — ^ 


Damit  wird: 


9»  =  (r  —  iCi)2  -[-  rj^  siny^{. 

TT  =  Wj  fc*  f-^  —  i)  2, 
c  1  = 


p 


Vp 


e  8171 V  .  R  -\-  ^  '  S 


Wir  geben    nachstehend   das  Oppolzer'sche  Schema  zur 
Berechnung  der  Elementenstörungen: 

*"  logV  =  3,550007 


log  -Atü  =  5,314425 
^  sin  1 ' 


_  smy 

sin  1 

E—e''sinE=M 

r  sin  V  -=  acostp  sin  E 
r  cosv  =^  a  {cos  E  —  sin  g?) 
w  =  7t  —  Q> 

p  =  a  eos^  q> 
(i  :  W)  ==  r  cos  u 

/  -fix  O  ftk  W        . 

(ft  :  it)  = -T=r-  sn/  qp  sin  r 


1 
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Variation  der  Constanten. 


w  das  Intervall  in  Tagen.    Für  w  =  40  wird  logSkw  =  0,314763, 

(L  :  R)  =  —  j)  t{/  ^/2  <p  cosv  —  2  r  cos  q> 
(L  :  S)  =  (j^  -{-  r)  sin  v  ig  Vs  9 
(L  :  W)  =  r  sin u  ig  Yg  i 


(3r  :  jR)  =  — 


smfp 


(jr  :  S)  =  (2,  +  r) 


cosv 


sin  V 


[ 


sin  q> 

(<p  \  11)  z=  a  cos  qp  sin  v 
(tp  :  S)  =  a  cos  <p  (cos  v  -\-  cos  E). 

Nun  rechnet  man  die  störenden  Kräfte :  Seien  r^  by  l^  die 
heliocentrischen  Coordinaten  des  störenden  Planeten,  bezogen  auf 
das  Aequinoctium  der  Elemente: 

q  sin  Q  =  sin  bi 

ff  cos  Q  z=  cos  bi  sin  (l^  —  ß) 

cos  B  cosL  =  cos  bi  cos  (li  —  ß) 

cos B  sin L  =  q  cos  (Q  —  t) 

sinB  =  q  sin  (Q  —  i) 

I  =  ri  cos  B  cos  (L  —  u) 

rj  r=  fi  cos  B  sin  {L  —  u) 

g  =  Yy  sin  B 

Q  COS^  COSti  =  f  —  Vi 

Q  cos  d"  sin  0  ^=  rj 
Q  sin  -9"  =  g 


„        wk"mi 

""       Vp    I 

1 

r 

' 

S       "'f>  .  Kr, 

Vp 

Vp 

mj  ist  die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnen- 

masse.   Dann  hat  man: 

^i  —  (i:  W)  .  W 

• 

z/ß  —  (ß  :  TT)  .  W 
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ii  =  (fji  :  R)  ,  E  Jr  (^  '  S)  .  S 

L  =  (L  :  E)  .  n  -\-  (L  :  S)  ,  S  +  {L  :  W)  .W 

n  =  (n  :  R)  .  B  ^  {n  :  S)  .  S  -{-  {L  :  W)  .W 

g)  ^=  (q)  :  R)  .  R  Jt-  (9  'S)  .  S. 

beachte,   dass  diese  Methode  in   nahezu  parabolischen 
cht  für  den  Gebrauch  geeignet  ist. 
Tang  der  Rechnung  ist  nun  folgender:     Mit  den  unge- 
ementen  bestimmt  man  sich  für  vier  Zeitintervalle  die 

di  dSi         dL         dn         dw         -da 

dt  dt  dt  dt  dt  dt 

edes  Element  bildet  man  sich  nun  die  Reihen 

-^ -^—^f(a)  ''    ^  f  (a) 

mmt  die  Integrationsconstante  aus  der  Gleichung 

•  •'«  *"">  =  -  ^  >"  (« -  V»  «'>  +  ^^'  ^«  -  "» "'> 

an  das  Integral  selbst  durch 

ff{x)dx  =  J{a  +  iw)  -  ^^f{a  +  iw)         ^ 

urch  Extrapolation  gewinnt  man  dann  genäherte  Werthe 
aentencorrection  für  das  nächste  Intervall.  In  dieser 
rd  die  Rechnung  fortgesetzt.    Da 

i  =  L,  +  M+/^.^.+//(^)* 

rird  man  also  hier  eine  Doppelintegration  auszuführen 
Für  diese  ist  die  Anfangsconstante 

0  =  ^  /  («  -  «•)  -  5^  IV"  («  - «")  +  /"  («)} 

Integral 

fj'fix)dx^  =  y  (« + *■»'•) + ^/(«  +  '■"•)• 

bdem  so  die  Anfangswerthe  bestimmt  sind,  wird  man 
annten  Summen  und  Differenzwerthen  leicht  die  für  die 
i  Intervalle  geltenden  Störungsgrössen  ermitteln. 

,  mathem.  FonnelnMnuiiluzig.  QQ 


^ 


946  Hansen-Tietjen's  Methode. 

Man  hat  für  die  Rechnung  nach  vorwärts 

(I  +  (t  -h  1)  w 

ff{x)dx  =  y[a  -)-  (t  -)-  V,)«']  +  '/*/(«  +  »■«-) 

+  '  «  1 10/  [«  +  {i  -  ^ ,)  w]  +  9/"  [a  +  (t  -  l)irj 
+  8/"  [a  +  (e-S)  tf]  4-  V"  [«  +  ('-2)if]  4--. 
für  die  Rechnung  nach  rückwärts 

a  +  (t  — l)ft 

ff  ix)  dx  =  'f{a  +  {i-y,)  w]  -  \,f  (a  +  ,• «) 

+  \u  {10/  [a  +  (i  -f-  •  ,  w)]  -  9/'  [a  -h  (J  -I-  l)rl 
+  8/"  [a  +  (»•  +  V.  tf)]- 7/"^  [a  +  (t  4-  2) IC]  -L- 

Für  das  Doppelintegral  hat  man  zunächst  zu  ermitteln,  bei 
der  Rechnung  nach  vorwärts, 

"f[a  +  0-  +  1)  IC]  =f(a  +  iiv)  +/  [a  +  (t  -  >,,)ic] 

+  /'  [«  +  0  -  1)«']  +/"  [a  +  0"  -  V««)J^-; 
bei  der  Rechnung  nach  rückwärts, 
J[a  +  (i  -  1)  «•]  =/(a  +  ,«^)  -/  [o  +  (i  +  •,)«:] 

+  /'  [«  +  ('■  +  1)  '*']  -/'"  [«  +  (»  +  '  i)  «•]  ^••• 
worauf 

o  +  (<  +  1)  «■ 

Jff{x)dx^  =  71«  +  0'  +  1) tr]  +  ^/[a  +  (»  ±  l)trl 

§.  303. 

Hansen-Tietjen'sche  Integratioasmetliode  der 

Störungsgleichungen. 

Setzt  man 

X  z=z  r  cos  b  cos  1 

y  =  T  COS  b  sin  l 

z  =^  r  sin  b 
Xi  =  r,  cos  B^  cos  L^ 
j/j  =  ri  cos  Bi  sin  Li 
z^  r=  Vi  sin  J5i, 
SQ  gehen  die  Störungsgleichungen  über  in 

dl  —        r 

(/-  cos  by  ^  =  Ä:  Vjpo  -f  /  2:udt 


Öanaen-Tietjen's  Methode.  i>4^ 

dt^  \dtj  r» 


2 


Dabei  ist 


=  i:w,. 


£k^mi  ( 1  K '"i  ^^^*  ^^^ ^1  ^^^^  (^1  —  l)^=  SU 

\P^       rjV    rcosb 
£k^nh  A-  =  -^^1 


Hansen  führt  nun  folgende  Grössen  ein 

{rcosby^=k]/^ 

{rcosby^^=f£Udt, 

wodurch 

l  z=  F  -|-  '^w?  -(-  Constante. 

Ferner  setzt  er 

rcoso  =  r^-V %• 


=  2:w. 


Dadurch  wird 


wobei 


j^  +  hv  =  ^0, 

^  -  (r  cos  b)^       ^' 


und 


■^  11.«      (rcosbyVii/ 


wobei  /   der  Encke'sche   Werth   (vergl.    Encke,    Methode  der 
Störungsrechnung).    Wird  noch 

(IM  I       ^     ytTur 

gesetzt,  so  folgt 


60 


♦ 


9i8 


Hanfien-Tietjen's  Methode. 


Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  früher  entwickelten 
bestimmt  das  Problem. 

Man  hat  also  als  Hauptgleichun^en 

^  +  hv  =  H, 


dt 

d_ 
dt 

d*e 
dti 


1  + 


^M-  =  , — ^:^,   f  SUdt 
(r  cos  o)*  J 


+  ' 


[.2 


-j^i:,vA=:2:w,, 


(r  CO.S  by 

welche  die   Fundamentalgleichungen   sind   und  integrirt  werden 
müssen. 

Die  Differentialgleichungen  haben  die  Form 

r 


df2  +  ;:?  ^  —  ^' 


wobei  i  klein   von  der  Ordnung  der  Störungen  ist.     Man  kann 
also  schreiben 

^X-fLt  —  A 

wenn    man  nur  die   Störungen  erster  Ordnung    berücksichtigen 
will.     Verbindet  man  diese  Gleichung  mit 


d^x^ 


1 '*•    — 


so  folgt 


dp      '    r^ 


0 


0, 


^"  dt      ^  IT 


=  /  Ax^dt 


Für  die  Osculationsepoche  werden  diese /=0,  also  sind 
auch  die  Coiistanten  =  0.  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung 
mit  j/oi  die  zweite  mit  — x^  und  addirt,  so  folgt,  da 


.  dy^ 


^''  tf^^'   dt 


dx,, .^  dv^ 


ro  -^  =  Wpo  (1  +  m), 


sofort 
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Wir  sind  also  im  Stande,  uns  Näherungswerthe,  die  bis  auf 
die  Grössen  erster  Ordnung  inclusive  genau  sind,  zu  verschaffen. 


§.  304. 

Delaunay's  Mondtheorie. 

Die  Gleichungen  erscheinen  in  der  kanonischen  Form 


dG       cR 

dt         dg 

dg            dR 
dt            da 

dH      dB 
dt         dh 

dh            dB 
dt            öU 

dabei  ist 

dL       dB 
dt        dl 

dl            dB 
'Jt            dL' 

n      **  _L«.'  f 
2a^        V 

'(a;,-a;)»  +  Cv 

1 

1  — 

Ä  =  ß,  die  Länge  des  Knotens  des  Mondes, 

g  z=  ji  —  Q^,  Länge  des  Perihels  —  Länge  des  Knotens, 

/  =r  ilf,  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 

L  =  Yan. 

G  =  LV\  -  e\ 

H  =  G  cos  i", 

a  halbe  grosse  Axe  des  Mondes, 

l  die  Excentricität  des  Mondes, 

i  die  Neigung  des  Mondes, 

^  =  M  -{-  w,  die   Summe   der  Massen   der   Erde   und   des 

Mondes, 
V  der  Winkel   zwischen  dem  ß   und   dem  Radiusvector  des 

Mondes. 
Die  Mondcoordinaten,  bezogen  auf  die  Ekliptik  der  Anfangs- 
epoche, sind 

z  =  r  cos  V  cos  h  —  r  sin  v  sin  h  cos  i 

y  :^=  r  cosv  sin  h  -\-  r  sin  v  cos  i  cos  h 
2f  =  r  sin  V  sin  i. 
Sei  femer 


n 


950  Mondtheorie. 

fi  die  Sonnenentfernung  von  der  Erde, 

Vi  der  Winkclabstand    der   Sonne  vom  ß    der  beweglichen 

Ekliptik, 
Ai  die   Länge    des  aufsteigenden    Knotens    der    beweglichen 

Ekliptik,  bezogen  auf  die  fixe  von  der  a;-Axe  gerechnet 
t'i  die  gegenseitige  Neigung  dieser*  beiden  Ekliptiken, 

so  sind  die  Sonnencoordinaten 

Xi  =  r,  cosüi  cos  hl  —  r^  sinvi  cos'ii  5inÄ, 
f/i  =  ri  cos  Vi  sin  hl  -f-  r^  sinvi  cost,  cos  Ai 

xr,  =  /j  sin  Vi  srntj. 
Sei  noch 

^  _  xxi  +  yyi  +  ^^1 

^n  

sini  =  2yV\  —  y«  sm*i  =  2yi  Vi  —  y/ 

cosi  =  1  —  2y>  costj  =1  —  2yf 

y  =:  sin^ '/,  t  y,  =  sin^  Va  ii, 

80  wird 

S  =  (l  — /^  —  yi'  +  y'y/)cös{t;  +  Ä  —  ü,  —  All 
+  (y'  -  y/y'-')  cos  {?;  -  A  +  v,  +  Ä,} 
4-  (Yi  —  Y^Yi)  cos  {v  +  A  4-  v,  —  Äi} 
+  y»y/  cos  (v  —  A  —  Vi  +  Ai) 

4-  2  y  yi  Vi  -y»  l/l  —  yi'  cos  (v  ^  vj ) 
—  2yyi  Vi  —  y«  Vi  —  y^*  cos  (v  +  vj 
und  JJ  =  mifund  [yy^  hhi,  Wi,  aZc^r} 


mi 


'    m 


^1  die  halbe  grosse  Axe  der  Erdbahn, 
Ml  die  mittlere  siderische  Bewegung. 

Man   vergleiche   Delaunay:    Theorie  du   mouvement  de  la 
Lune.    Mem.  de  l'acad.,  Tom.  XXVIII.    Paris  1860. 

§.  305. 

Oylden's  Behandlung  des  Dreikörperproblems. 

Gylden  schreibt  die  Gleichung  der  Bahncurve 

1  +  P     ' 
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ly  und  Q  sind  Functionen  von  der  Ordnung  der  Störungen,  resp. 
der  Excentricität. 

Die   Abhängigkeit  des  Ortes  von   der  Zeit  wird  dargestellt 

durch  

dv  _  Yam^  (1  —  1^0 
"^    dt~         1  +  S 

S  ebenfalls  immer  eine  kleine  Grösse. 

Die  Grössen  q  und  S  bestimmen  sich  aus 

j^  =  Zßn  sin  {kn  V  —  JB„), 
durch  deren  Integration 

folgt,    «n/^n  und  ß  sind  von  der  Ordnung  der  störenden  Masse, 
Xn  ist  eine   Constante.    B«,  «n,  ßn   enthalten    die   Unbekannten 

Vi  ^1  Q' 

§.  306. 

Entwiokelung  der  Störungsfunotion. 

Sei 

(1  +  «2  —  2  a  cos  ^)-''t  =  1/2  2  fc»  cos  i  ^'         6-»  =  A» 


.    — 00 


(1  -|-  a*  —  2  a  cos  V')- */«  =  V2  2  ^**  ^^^  *  ^         ^~'  ^^  ^* 


—  X 
+  00 


(1  4-  a»  —  2  a  cos  t)-''*  =  V2  2  ^*  ^'^^  ^  * 


e-'  =  e' 


—  CO 
+  00 


(1  +  «2  _  2a  cos  1^)-'/«  =  1/2  ^fUositlJ       f-  '  =/\ 

allgemein 

(1  -|.  «2  _  2  a  cos  1^)—  =  1/3  2  ^^  cos  1 1/;, 


— 00 


+« 


80  wird 


00 


J 


»52 
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.,    TW  _  S(S  +  1)  •  •  •  (S  +  t  —  1) 

I'  ^' 1.2.3...»  " 


1  +  1  i+i  «, 


oder 
B 


1  i  +  l 

S  (S  +  1)  (S  -f  i)(s  +  i-\-l)         , 
-^      1.2  (i+l)(i  +  2)  "^ 


TE 


2      /* 
]  =  —    /    (1  4-  «^  —  2  a  cos  V')"*  cosiifd  ^, 


0 


speciell 


TT 


cositif  dH' 


(1  -|-  «»  —  2  «  cos  V)  •* 


-  etc. 


t  +  s  —  2 


^' 


_  (i  4-  sj  (1  +  «»)  .B»,  -  2(i  -  s  +  1)  aß",^' 
•+>  ~  s  (1  —  «e«)» 

,^,  _  2(t  +  s)aBi  -  (»•  -  s  +  1) (1  -f  «»)  JB;^^ 


-"«+1  — 


s(l  —  «*)ä 

2s(l  —  «)» 
(i  +  s)  JBi  +  (i  _  s  +  1)  Bi+' 


2s  (1  -f  «)« 

,.  w_s(s+l)...(s  +  /— 1) «<       f         s  s  —  1      «« 

''    •""  1.2.3...*  (1— «')M   "*"  1  »4-1  1  — «» 

s (s-j-  1)  (s— l)(s-2)  /    «'    y  , 
"f"      1.2"""(i-|-l)(«  +  2)Vl— «»/  "^' 
d^ff  dB* 


djBi 
da 


— 14  s*a»  +  t»  (1  —  «»)!  b;  =  <• 


=  s{£;7}-f  i?.:!-2«B:^,} 


+1 


da     "  a(l  —  a2) 

Vergl.  Tisserand:  Traite  de  mec.  cel.,  Tom  1,  Chap.  XVII. 

£l  =  f!La-LcosH) 

J  =  Vr'^  -i-  ri  —  ^rriCOsH. 
Ueber  cosH  vergl.  S.  G07. 


r" 
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^=K''«+K?)'fö'^.-« 


+K^)"Gy^°"'»+ 


Es  ist 

n 
T 


1:  Gr  G  *■- 


Setzt  man 

Cn  =  y?  —  y^"V  +  yi->/^ 

wobei 


•       ^ 


/=(-(0©i- 


so  wird 


2      1.3.5...2S  —  1  /a  V+2*+i      ^     sin^^^'^'^tpäq) 


(n)  —  1.     1.3.0...2S  —  1  /  a_Y 
^«    ~  Ä  ■       2. 4.6. ..2s       WJ 

« = (i> 

Einige  Integrale: 


[1  —  a^  sin^tp] 

0 


9r 


Ä  >  ^  =  F(a).     Legendre,  Exerc.  I,  p.  138. 


a'  sin^  (f 


n 
T 


/^y^  _      o  Z.  „  =  ri  [^(«)  -  -^(«)]-    Ibid. 


/r 


Crelle's  J.  46,  S.  119. 


^  dy  1 


/  /  =f=z  =z E(a\  Legendre,  Exerc.  I,  p.  138. 


954  Störunii^Bfanction. 


n 

T 


f 


Vl-«»sm>'  "  «'(3  -  «')  ^^"■'  ~  "^  ^^"^- 


Liouville,  Journ.  11,  p.  157. 
Vergl.  Vierteljahrsschr.  der  A.  G.  25,  III.  Heft. 
Um  die  Function 


St  =  w! 


yyi  +  ^^il 


in  einer  Reihe  zu  entwickeln,  setzen  wir 

X  =  Q  cosl         y  =  Q  sinl 

Xi  =  Qicosli        yi  =  Qisinli] 

dabei  sind  q  und  ^|  Projectionen  von  r  und  f]  auf  die  Ebene  L, 
Damit  wird: 


Vq}  -  2QQ,cos[h  -  q  +  P*  +  {^1  —  ^)» 

_  PPi  cos  [?i  —  n  +  ^^i] 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  jer-Ck>ordinaten  klein 
seien,  so  dass  eine  Entwickelung  dieser  Function  nach  £z'  mög- 
lich wird,  und  erhalten 

—T  =  ,,  ~  COS  \h  —  71 ^ 

m'        Vpf  —  2ppiC0s[/,  —  q-f  p2        p/         '^^         ^         Pf 

,    pXfi^CQS[7i  —  l] (z  —  ^i)« 

"^     '  P/  2[p/-2pp,cos[?, -/]  +  p,T-^"" 

Seien  nun  a  und  a|  die  mittleren  Entfernungen,  f,  £,  die 
Längen  der  Epoche  und  n,  n,  die  mittleren  Winkelgeschwindig- 
keiten, und  sei 

p  =  a(l  +  <J)  Pi  =  ai(l  +<jO 

Z  =  ne  +  «  4-  X       ^  =  Wi  e  +  «1  -f  xi 
ö  =  (ni  —  w)  ^  +  (f  1  —  f ) 


OD 


(a»  —  2aaiC0sß  +  af)-*/«  =  ^  ^kCOs^^Ö 


0 


(a«  —  2aaicos0  +  a^r"*'*  =  ^  B^coshe. 

0 

80  findet  man,  da  allgemein 
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/  {a(l  +  ö),  a.  (1  +  «0,  (Ö  +  %i  -  t)\  =/(»,ai,Ö)   . 

+ -ät  «*  + äi  "'•''  + 86  (^' -«>  + 0¥^  «'*'^*> 

wobei,  wenn  man  die  dritten  Potenzen  der  von  den  Excentricitäten 
und  Neigungen  abhängigen  Glieder  vernachlässigt,  . 

Ä 

fit 


a 


-  V.(Zi-Z)»]  «>««  +  -?(l  +  «-2öi)a,-z)  sine 


a 


(ir  -  ^ei,)» 


fjrl  cosÄ:49 


11) 


Hier  haben  wir  noch  die  Grössen  Xt  Xu  ^i  ^i  »-Is  Functionen 
von  t  darzustellen.    Es  ist 


Q  =  rcosb 
cosu 


cosb  = 


12) 
13) 


cos  {l  —  ß) 

tgnu  =  cosi  tgn{l  —  Q) ;    14) 


Setzen  wir 


so  wird 


l  —  ß==t4-(-Ö?, 


ÄZ=  -  yttgnH 


1 


also 


tgn  u      j 

-\-  tgnu 


/4  tgn^  i  sin  2  u, 


/  —  ß  =  M  —  1/^  t^n'^  i  sin  2  u. 

Geht  man  mit  diesem  Werth  in  die  Gleichung  13)  ein,  so 
ergiebt  sich  innerhalb  der  festgesetzten  Genauigkeitsgrenzen 

Man  erhält  nach  einigen  Reductionen 


956  StöruDgsfiinctiün. 

(J  =  —  ecoslnt-j-e-^w]  —  -^[cos2(nt  -^  €  —  w) — 1]| 


f 


15) 


16) 


X  =  2  e sin[nt-\- s  —  tv]-\-  V* e^ sin 2{nt-\-e  —  w) 

—  V*  ^9^^  i  sin  2{nt-\-t) 
Führt  man,  was  vortheilhaft  ist,  eine  solche  Zählung,  dass 

•  u  =  V  —  fö,     ' 

und  setzt 

p  =  tgn  i  sin  ß         q  =  tgn  i  cos  R, 

so  lassen  sich  die  letzteren  Formeln  auch  schreiben  wie  folgt 
6  =1  —  e€Os[nt  +  t  —  ^^^IH-  — [^  —  cos2(nt-\-B  —  w)]\ 

-\'2{p'  +  q'  +  (P'-a')cos2(nt  +  ^)  (    ^^* 

—  2 sin  2{nt-\-e)pq\j 
X  =  2e sin (nt-\-  s  —  iv) -\-  ■' \ e^ sin 2(nt-\-  b  —  w)         | 

—  ^U{(q^—p^)sin2{nt-^e)  —  2pqcos2(nt-^i)\\ 

In   allen   diesen   Formeln   wurde   an   die  Stelle   von   nt  der 

allgemeinste  Ausdruck  nt  -\-  s  —  w  aus  naheliegenden  Gründen 

gesetzt. 

Endlich  folgt 

z  =  qy  —  px, 

oder,  da  die  dritten  Potenzen  von  i  und  e  vernachlässigt  werden, 

z  ^=z  a\(isin{ni-\-B)  —  p cos {n i -^ b)\  .    ...     19) 

Vergl.  Resal,  Mecan.  cel.,  Chap.  II,  §.  3,  II.  Ed. 


18) 


§.  307. 

Massenbestimmung  und  Verwandtes. 

1)  hX  p  die  Parallaxe  und  a  die  halbe  grosse  Axe  eines 
Doppelsternes,  beide  in  Bogensecunden  ausgedrückt,  femer  Jf 
die  Masse  der  Sonne,  T  die  Umlaufszeit  des  Doppelsternes  in 
Jahren,  so  ist 

w  und  m'  sind  die  Massen  der  beiden  Componenten  des  Doppel- 
sternes. 

2)  Sei  die  Masse  der  Sonne  —  1,  fi  die  Masse  ii^end  eines 
Satellits  und  m  die  Masse  eines  Planeten,   k  die   Gravitations- 


m 


m 


• 
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constante,  T  und  i  die  Umlaufszeit  des  Planeten  und  des  Mondes, 

A  und  a  die  halbe   grosse  Axe  des  Planeten  und  des   Mondes, 

so  ist 

m  +  ft  _  t^_A^ 

3)  Sei  Q  der  Halbmesser,  ^  die  Masse  eines  Himmelskörpers, 
y  die  Intensität  der  Gravitation  auf  seiner  Oberfläche,  so  ist 


j' = ^  S  (i)'' 


dabei  ist  w  die  Masse  der  Erde  und  r  der  Erdhalbmesser. 

4)  Sei  /  die  Länge  des  Secundenpendels  auf  der  Erde,  A  auf 
irgend  einem  Planeten,  dessen  Gravitationsintensität  y  ist,  so  wird 

9 
§.  308. 

Die  Störungen  der  rotirenden  Bewegung. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  ist  vollkommen  bestimmt,  so- 
bald man  die  Werthe  der  Coordinaten  der  Kräfte 

femer  jene  der  zu  den  drei  Coordinatenaxen  senkrecht  stehenden 
Kräftepaare 

^{Vi  Z,  -  z,  r,),    Zig,  X,  -  X,  Z,),    S{x,  r,  -  y,  X.) 
kennt.    Die  ersteren  bestimmen  die  fortschreitende,  die  letzteren 
die  rotirende  Bewegung. 

Sei  keine  fortschreitende  Bewegung  vorhanden,  dann  rufen 
die  drei  Kräftepaare  eine  Drehung  um  die  Momentenaxe  hervor. 

Sei  w  die  Geschwindigkeit  dieser  Drehung,  ferner  a,  ^,  y  die 
Richtungswinkel  der  Momentenaxe,  bezogen  auf  die  drei  Haupt- 
trägheitsaxen  des  Centralellipsoids   als  Goordinatensystem ,   und 

ti\  =r  IV  cos  a,        ti'2  =  ^'^^  ("OS  /3,        H\i  =  w  cos  y, 
und  seien  A^  B^  C  die  Hauptträgheitsmomente,  so  gelten  folgende 
Gleichungen 

A^-\-(C-  n)w,u',  =  Siy.Z^  -  g,  r.) 
B  ^  +  (^  -  C)«',  w,  =  Zi^x  X,  -  rr.  Zy) 
C-^-[-  {B.  -  A)w,  n>,  =  2:(x,  1\  -  y,  X,). 


Ö5d 
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Aus  diesen  erhält  man  t^i,  U'^,  tv^,  und  mit  diesen 

tv  =  Vw^  +  ^^i  +  W 


cösa  = 


cosy  =  — ^• 


Damit  ist  der  Charakter  der  Rotation  bestimmt. 

Um  die  Lage  der  Rotationsaxe  im  Räume  zu  fixiren,  wählen 
wir  ein  festes  Coordinatensystem  X,  F,  Z,  und  bestimmen  die 
Lage  des  ersteren  gegen  das  letztere  durch  die  Winkel  (s.  Fig.  32) 

g>     4^    0. 

Da   die  Umdrehungsaxe    eine   der  drei  Haupttragheitsaxen 

sein  muss,  so  wird  0  die  Schiefe  der  Ekliptik  darstellen,  wenn 

X,   r,  Z  das  ekliptikale  System  ist.    dO  giebt  dann  die  Aende- 

rung   der   Schiefe    der   Ekliptik,   d  4^   (Fig.   32)    stellt  die 

Aenderung  des  Abstandes  eines  festen  Ekliptikpnnktes   X  toib 

Fig.  32. 

z 

z 


Aequinoctialpunkte  V  dar,  also  das  Vorrücken  der  Xacht- 
gleichen,  dq)  wird  der  Hauptsache  nach  durch  die  tagliche 
Rotation  bestimmt  sein. 

Projicirt  man   die  drei  Drehungen  auf  jede  der  Tragheits- 
axen  und  bestimmt  die  Summe  der  Prqjectionen,  so  ergiebt  sich 

—  iVidt  =  sinO  sin  q?  rf ^  -f-  rosy  rfö 
ir, dt  =  sin tp  dti  —  sin 0  cosip  dif 
tv.^  dt  =r  d g>  -^  cosfß  d^f^ 
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woraus  wieder 

—  dO  -=  [tOi  cos tp  —  fi72  sin (p]dt 

—  sind  dif  =  [w2  cos  (f  -\-  Wi  sin  ff]  dt 

dfp  =  w^  dt  -{-  cotg 0 [w^  cos g>  -\-  Wi  sin (p]dt 

folgt    Seien  nun  ar,  y,  z  die  auf  das  feste   System  bezogenen 
Coordinaten,  so  gelten  folgende  Beziehungen: 

y^  =  ia:  +  61  y  +  fca  ^         y  =  «i  a^i  +  fti  t/i  +  c^  ^, 

e^  =  ex  -\-  c^y  -{-  c^s;        ^  =  (h^i  +  ^Vi  +  c^^i', 
dabei  ist 

a  =  cos{XXi)        ai=cos(YX^)        c^  z=  cos {Z Xi) 
h  =  cos{X  r,)        ii  =  cos{Y  Fl)        62  =  cos{Z  Y{) 
c  =  cos  (XZi)        Ci  =  cos  (YZi)        c^  =  cos  (ZZy)^ 
oder,  wenn  wir  die  früheren  Winkel  einfuhren, 

a  =  —  sin  ff  sin  ^  cos  6  -f-  cos  9?  cos  ^ 
Ol  =  sin  q>  cos  ^  cosd  -\-  cos  (p  sin  ^ 
«3  =  —  sin  9?  sin  0 

b   =  —  costp  sin  ^  cos  0  —  sin  q>  cos  ^ 
Äj  =  cos  9?  cos  t  cosd  —  sin  q>  sin  t 
62  =  —  cos  9?  sin  d 

c  =  —  sin  t  sin  0 
Ci  =  cos  if  sin  Ö 
c,  =  cös  0. 

Sei  nun 

M=^{g,  X,  -  X, Z,) 

Wir  nehmen  an,  ein  Punlct  mit  der  Masse  ft  wirke  auf  den 
Körper.    Sei 

r«  ^  (x\  —  x,y  4-  (y'i  -  Vi?  +  (^'i  -  ^i)^ 

so  wird  das  Potential 


r=<'ST 


m 
und 


L  =  z\ y\  ^ 

cy^       ^'8^1 


960 


Botirende  Bewegung. 

dV      .  dV 


M=x\ 


dzi 


ÖiT, 


Man  findet  auch,  da 

a2  =  bci  —  cbi 
A,  =  c«i  —  aCi 
c,  =  afti  —  hüi 


dV 

dV 
dt 
oV 


=  N 


=  —  L  sin  9?  sin  Ö  —  Mcos  tp  sin  ß  -\-  N  cos  (ß 
=  Msin  (p  —  L  cos  tp. 


Berechnet  man  aus  diesen  Gleichungen  L,  M,  N  und  fuhrt 
diese  Grössen    in   unsere   Fundamentalgleichungen  ein,  so   folgt 


IT 


\C  —B]  Wi  Uh  —   -r—^  \cosO—— 


cosq) 


dt 
cosd- ^-p 


—  cos  ip 


e  V 


+  stn  t  — 


dt     ^   ^  j    •    .»         <>^^,  fj 

Wir  wollen  nun   V  näher  entwickeln.     Es  ist 

Die  Entwickelung  gieht  als  Glieder 
0*"  Ordnung     1 


cti 


|ter 


2ter 


Die  Glieder  dritter  Ordnung  hahen  wir  er&hrungsgemäss 
nicht  in  Betracht  zu  ziehen. 

Da  der  Schwerpunkt  als  Coordinatenursprung  gilt,  so  wird 

Aher  auch  die  Deviationsmomente  verschwinden,  weil  die 
Coordinatenaxen  mit  den  drei  Hauptträgheitsaxen  zusammenfallen, 
es  ist  also 


r 
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Sei  nun 

Zmxl—  V,(— 4  +  B4-  C) 

Zmyl=^l^{A  —  B-\-  C) 
Emzl  =  V»(^  +  B  —  O, 
also 

so  wird 

+  i3f.nA  +C-E\  +  i^^nA  +  B-C]\ 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Erde  nahezu  ein  Rotationskörper 
ist,  80  wird,  da  J.,  £,  C  und  r'i  von  9,  ^,  6  unabhängig  sind, 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  aus  F,  wenn  man  B  •=  A 
setzt.    Wir  haben  aber 

oder 

^gr'i  =  —  sin  fjf  sind  .  a?i  +  ^^ if'  ^tnö  .  yi  +  cos ö  •  ;eri, 
demnach,  da  o^,  yi,  xr^  von  9?,  0,  ^  unabliängig  sind, 

^^'  =  0, 


also  auch 


=  0, 


so  dass 


^ -d^  +  (^  -  ^)«'««'-=  -  li^  •  8<r  - ''^^9' W 

A    ^^^i  in  A\  COS^>      'bV      .        .         %¥ 

A  —^  —  (C  —  Al\w^w^  = ~  ' h  s%n 9?  —r- 

L4Blra,  mathem.  FonnelnBaminlung.  Q\ 


962 

also 


Botirende  Bewegung. 


1U3  =  Const.  =  n. 

Die  Geschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  kleine  Axe  ist  dem- 
nach eine  Constante  und  muss  durch  die  Beobachtung  bestimmt 
werden. 

Sodann  lassen  sich  die  beiden  ersteren  Gleichungen  schreiben 
wie  folgt: 

.  dwi     ,    ,^         .V  8tnq>  dV  dV 

A  —1—-  4-  (C  —  -4)  iCn  n  = r-^  T- cosq>  -r-r 

dt    ^  ^  ^    '  sind   dif  ^  cti 

A  —^  —  (C  —  ^)  u?i  n  = ;— ^  ^-p  4-  stn^  -^-- 


dt 
Setzt  man 


C—A 

P  =  — 1 —  w» 


so   lauten    die  beiden   Systeme   der  particulären  Lösungen  der 
Gleichungen 

,  dw,  ^(^_^)^^^^o 


dt 

dtc^ 
dt 


—  (C—  A)Win  =  0 


«;!  =  I  cosp  t  -^  ti  sinp  t 
Wi  =  ^sinpt  —  ricospt. 

Durch  Variation  der  Constanten,  indem  wir  — rr-  und  — ^A 

dt  dt 

bilden  und  in  die  obigen  Gleichungen  einsetzen,  erhalten  wir 
.  d|  _  _  sin(pt  +  y)8F 


d  V 


dt  sind         dif 

j  dri       cos{pt  +  (p)dV         .   /    .    ,      .dV       ,. 

A   -yj  =  '     n  ö-: Stn(pt  +  9)  TTT  =    1^9^ 

dt  stnO         dt^  ^^     ^   ^^  dO 


und  hieraus 


n  =  n^  —  J  -j^  dt. 


Wir  haben  nur  noch  9  als  Function  von  t  zu  bestimmen. 

Wir  fanden 

dq>  =  ic^dt  —  cos  Od  ^, 
also  wird 


V  =  9o  +Pt 


-f 


COSO  -j-r  '  dt. 

at 


^ 
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In  Bezug  auf  die  numerische  Berechnung  verweisen  wir  auf 
Oppolzer's  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung,  I.  Bd.,  2.  Aufl.  Was 
die  Anwendung  anbetrifft,  findet  man  das  Nöthige  in  Brünnow, 
Sphärische  Astronomie,  IL  Abschnitt.  Man  vergleiche  auch: 
Pontecoulant,  Analytische  Theorie  des  Weltsystems,  d.  v.  Hart- 
mann, IL  Bd.,  IV.  Abschnitt.  De;r  Erste,  der  hierher  gehörige 
Probleme  gelöst  hat,  war  d'Alembert,  „Recherches  sur  la 
precession  des  equinoxes**  (1749).  Grosse  Verdienste  hat  sich 
auch  Lagrange  (Mem.  de  Berlin  1780)  erworben,  indeon  er  der 
von  d'Alembert  noch  nicht  genügend  entwickelten  Theorie  der 
Rotationsbewegung  des  Mondes  die  nöthige  Schärfe  gab. 


§.  309. 

Meolianisclie  Reohnungen. 

Function:      L  Diff.  IL  Diff.  IIL  Diff. 

f(a  —  2ti;) 

f(a)  /(«-V.t(^)        L).  r(a-y,w) 

/(a  +  to)  J\^^   ^^^>        /"(a  +  ii;)       ^    V    -r   /«    / 

Es  ist 

/■  («  -  V,  w)  =/(«)  -/(«  -  w) 
f{a)  =f(a  +  V,«')  -f(a  -  'Aw)- 

Function:    L  Summe  II.  Summe.  III.  Summe 

^-  C 

/(«)  y(a+%«')         -^^"^  ■"/(«+ V.W) 

Es  ist 

'/(o  —  Vj  w)  =  Ci    +   f(a  —  2  w) 
7 (a  -  «;)      =  C„   +  '/(«  -  V, «') 
■"/(o  -  V,  w)  =  C...  +  7 (a  -  w). 
C,  C„  C„,  sind  die  Integrationsconstanten. 

61* 


964 
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Es  ist 


/<a  +  «w)  =/(a)  +  nfia  +  %«')  +  ^^^^73^/' («) 


n« 


/(a  +  [i  +  n]tr)=/(a  +  itr)4-n/(a  +  tti;)+^/"(a  +  iir) 

4n»-2n  ..V     .   ,  5n«-15n»+4:  ^^f„)j_.„ 
^1.2.3.4''     ^^^     1.2.3.4.5     -^   W  . 

'  1 


+ 


367 


967680 


{r(«+8)-r(«+p)}  — -] 


+  j^{/(«+4)-/(«+P)} 

Specielle  Fälle. 

L   Untere  Grenze:  a — V«^-    (Integrationsconstante.) 

y  (a- V,u;)  =  -  ±f(a-i/,w)^~%,r(a-y,w) 


24 


5760 

367 
967680 


r(«  — V,«?)  + 


y(«) 
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Untere  Grenze:  (a). 
y(«-V,u;)  =  -  V,/(a)+^/'(«)-^/'"(a) 


7(«) 


=  -  Ä/(«)  +  öiT/"(«)-^7^r  («)  + 


12 -^  v-/  I  240  •'    '•"'      60480 
II.  Obere  Grenze:  {a-|-(t-|- >/,)w}  =a;.  (Integralwerth.) 

X 


367 


193  536 


r(^)+ 


Obere  Grenze:    {a  -f-  iw\  =  y. 

'/(9)-A/'(y)+^/"(y) 


J  f(9>)d«p  = 


w 


12 


720 


191 
60480 


r(y)+ 


y 


+ 


31 


60480 
Für  HO  wird  in  der  Regel  die  Einheit  genommen. 

Gewöhnliche  Interpolationsformel. 


ri.y)- 


1.2.3 


1.2.3.4 


^VOr) 
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/(y+«) 


Periodische  Beihen. 
—  1 


=  /(y)-fÄ[z//(y)  +  ^-l[^V(y) 


+ 


—  2 


^V(y)  + 


in 
111 


§.  310. 

Periodlsolie  Reihen. 


Sei 


dabei  wird  angenommen,  dass  y  eine  periodische  Function  mit 
der  Periode  l  darstellt. 
Sind 

yo  yi  •  •  •      y~-i 

Werthe  gegeben,  so  hat  man,  wenn 

360» 


gesetzt  wird, 


g  = 


n— 1 


n 


i^  =  -^2y* 


0 
k— »— l 


Pj  =—  2  ykcoskz 


k»0 


gi  =  -  2  ykS«w*^, 


allgemein 


k=»l 
fc««— 1 


Pi  =  --  y]   yiccosikz 


k-0 
k— »— 1 


g»  =  —  2    yisinihz, 


fesl 


dann  wird 


t«,-  s«n  Di  =  pi 
Ui  cos  Ui  =  g,-. 

Speciell  ist  für  n  =  5,  also  a  =  72^ 

Po  =  \Myo  +  yi  +  yi  +  ya  +  yO 

Pi  =  V5  [yo  —  (y«  +  ys)  cos  360  +  {y^  +  y*)  cos  72*] 
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«1  =  */»[(y,  -  Vi)  sin  36^  +  (yi  -  y,)  sin  12») 

Uisin  Ui  =  pi 
Ui  cos  üi  =  qi 
y  =Pq  4~  ^isin{üi  +  72<>.:r). 

Ist  dagegen  y  keine  periodische  Function,  so  wird  an 
die  Stelle  von  n  bei  n  gegebenen  Werthen  in  —  2  gesetzt,  und 
es  wird 

,  3600  3600 

wobei  Uq  Ui  u^  >  .  .  wie  früher  zu  berechnen  sind. 
Für  n  =  5  hat  man  z.  B. 

Wo  =  Vs  {(yo  +  yO  +  2(yi  +  y,  +  y,)} 
wi  =  V4  {(yo  -  yO  +  2(yi  -  ys)  cos  450j 
w»  =  Vj{(yo  —  2y, +  ^4)} 
«♦3  =  V*  {(y  —  Vi)  —  2(yi  —  ys)  cos  450}, 
und  es  wird 

y  =  Wo  +  tii cos 450. rr  -f-  W2 cos 90o.a:  -|-  u^  cos  135<> .x. 

Für  w  =  6  hat  man 

wo  =  Vio{(yo+y6)+2(yi+y2+y3+y4)} 

«1  =  V5{(yo  —  y5)+2(yi -yO  cos 36^  +  2  (y,-y,)cos 720} 
«2  =  VsKyo+y*)  — 2(y,+y8)cos  360+ 2(yi+y4)  cos  720) 

und 

y  =  Uo  -\-  Wi  COS  360  .  a:  -f-  itj  ^os  72^  x. 

Für  14  =  7  hat  man 

«0  =  Via{(yo+y6)+2(yi+y2  +  y5+y4+y5)} 
u,  =  VsKyo  — y6)  +  2(yi-y5)cos30o  +  2(y, --y4)cos60o} 
t*2  =  VeKyo  — 2y3+y6)+2(yi— y,  — y4+y6)cos60o} 
y  =  Mp  -|-  Wi  COS 30®. a:  -]-  u, cos 60<^ . a;. 

NB.    y  stellt  nur  den  zwischen  den  Wertheu  yo  und  y«^! 
enthaltenen  Zweig  der  Function  dar. 


968  PJanetenelemente. 

§.  311. 

Elliptisolie  Planetenelemente. 

L  Wenn  nichts  Anderes  bemerkt,  gelten  die  Zahlen 
für  die  Epoche  1.  Januar  1850  mittl.  Mittag  Pariser 
Zeit  und  die  Ekliptik  =  1850,00  mittl.  Pariser  Zeit. 

Es  bezeichne: 

L  mittlere  Länge, 
7t  Perihellänge, 

M  mittlere  Anomalie: 

Jf  =  L  — -  Ä, 

e  Excentricität : 

a  halbe  grosse  Axe  der  Bahn  =  mittl.  Distanz  (Erde  =  1), 

S  siderische  Umlaufszeit  in  mittleren  Sonnentagen, 

m  Masse,  jene  der  Sonne  =  1, 

i  Neigung, 

C  die  Mittelpunktsgleichung: 

C  =  ^?  -  if, 

Omax  (lie  grösgte  Mittelpunktsgleichung, 

Q>  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 

t  in  Verbindung  mit  einem  Element:  Bewegung  in  einem 
Jul.  Jahre, 

j  in  Verbindung  mit  einem  Element:  Bewegung  in  100  JuL 
Jahren  ä  365,25  mittlere  Sonnentage, 

d  scheinbarer    Durchmesser    des    Aequators    für    mittlere 
Distanz, 

D  wirklicher  Durchmesser  des  Aequators,  jener  der  Erde=l, 

V  Volipen:  Erde  =  1, 

Di  Dichte:  Wasser  =  1, 

G  Aequatorschwere,  jene  der  Erde  =  1, 

U  Rotationszeit, 

n  mittlere  siderische  Bewegung  an  einem  Tage, 

T  tropische  ümlaufszeit, 

Sy  synodische  Umlaufszeit, 


r 
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_  o  ?t  .    ff  Entfernung  von  der  Sonne  in  Mill.  Kilometern, 

Gr  E  grösste  \  ^  , 

Kl  E  kleinste/  "  "      "    ^^^^    "     "  " 

in  7)  tl  "    i    I    scheinbarer   Durchmesser,    gesehen    von    der 

Erde  aus, 
K  D  Durchmesser  des  Aequators  in  Kilometern, 
0  K  Oberfläche  in  Millionen  Quadratkilometern, 
0  8  Oberfläche  in  Oberfläche  der  Sonne  enthalten, 
O  E  j,  n  r>  n     Erde  „ 

V  K  Volumen  in  tausend  Millionen  Cubikkilometern, 

V  S  Volumen  in  der  Sonne  enthalten, 
M  Masse  in  Erden  =  1. 


Sonnenelemente. 

(Leverrier,  Ann.  de  Par.  V,  p.  102.) 


L  =  2800  46'43",51  + 


1296027",6784^  -f  0",00011073<a 

00  46'7",840i 

61",6995^  -f  0",0001823<« 

10  42'49",95> 


ar  =  2800  21'21",5    -f- 

q>  =  3459",28  —  0",08755^  —  0",00000282  <a 
€  =  0,0167708  —  0,0000004244^ 
C  =  (6918",30  —  0",17510  0  sinM 

+  72",508  sin  2M-\-  1",054  sin  3  M  -f  0",018  sin  AM 

Cmaa;=l'>55'18,77 

lif  (Nutation)  ==  —  17",264  sin  Q>  +  0",206  sin  2  <ß 

—  0",204  sin  2  ([  —  1",264  sin  2  O 

([   und  O  sind  die  wahren  Längen  des  Mondes  und  der  Sonne. 
Si  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens. 

P^  =  [3,39619]  ^  sin  (([  —  O)- 

Zahl  in  der  Klammer  ein  Logarithmus, 
g,  Q  die  Parallaxen  des  Mondes  und  der  Sonne. 

O  =  L+  (7  —  0",343  C05  Jf  +  ^  -|-  P^  +  Wirkung  der  Planeten. 


970 


Planetenelemente. 


B  =  1,00014063  —  0,0000000073 1 

—  (0,01676927  —  0,0000004338  f)  cos  31 

—  (0,00014060  —  0,0000000073 1)  eos  2  M 

—  (0,00000177  —  0,0000000001 1)  eos  SM 

—  (0,00000003  cos  4  Jf  -I-  .  -  - 

iJ  der  Radiusvector. 
E  =  230  27'31",83  —  0",47594t  —  0^00000149  f* 
9",23  cosSi>  —  0",090  cos2Si>-\-  0",089  cos  2  C  ^  ^"^^* 

E  die  Schiefe  der  Ekliptik. 


Sonne. 

d  =  32'  3",64 
D  =  158,558 
F  =  1  283  720 
Di  =  1,39 
G  =  27,625 
U  =  25**  4*  29« 
GrD=  1956",5 
KID  =  1891",9 
ED=  1386  690 
0  K=  6041000 
rK=  1396160000 
0  E=  11818 
E  M=S22 800 


Erde. 


d  =  1 


rsii 


D  =  1 

r=  1 

Di  =  5,50 
G=l 
U=  23^^•^ 
n  =  354S  .  1^ 

S  =  V  ö.*:^'^ 

a  =  IXKKKf"' 
T=365i4i 

Gr  S  =  151,1 
iO  iS  =  146i 
K  D  =  12756 
O  Ä^  =  511 

O  S  =  1181S 
F  JS:  =  1083 
F  iS  =  1  2S4.^' 


1-«! 


M  e  r  c  u  r. 

(Par.  Annalen,  t.  V,  p.  107.) 


i  = 


3270  15'20V3  +  !JfJ?««?*^«'! 

^  17404' 14^4900  jj 


n=    750   7'13",93  4- 


f55",9138* 
10  33'll",38Oj 


.! 


0",0(W11>' 


O",00011!!' 


Planetenelemente.  97 1 


4-  0",0000835  P 


=    460  33'8",75  +  |^^;^,^„3. 

=  0,20560478  +  0,04195 1  —  0,0000009  P 

=  70  0'  7",71    4-  0",06314«  —  0",0000056f2 

=  40  5'  32",5573  =  14732,557 

=  0",153 

=  42409"03 

=  0",117 

=  (84373",889  +  0",08259 1)  sin  M 

+  (1073J",815  +  0",02089  0  s«»*  2  ifcr 

+  (1891",841  +  0,0055  U)sm  3  iüf 

+  (381".075  +  0",0015^)sm4Jlf 

4-  (82",548  4-  0",0004 1)  sin  5  M 

4-  18",716  sin6-af  4-  4",378  sinlM  +  1",048  sinSM 

4-  0",225  sindM-^  0",063  sin  10  M-^ 

=  23M0' 38,01  4-  0,0851  f  4-  0,0000036^« 
=  1:  (8  374  672  ±  1765  762  (Harkness,  S.  140) 
=  6",61  (Ann.  1893)  Gr  8  =  69,4 

=  0,373  (        „        )  Kl  S  =  U5,6 

=  0,052  (        „        )  Gr^=218 

=  6,45  (        „        )  EIE  =  19 

=  0,439  (        „        )  GrD=irfi 

=  ?  KID  =  4",5 

=  0,3870987    (        „        )  KD  =  4816 

=  87^969258  (        „        )  0  K  =  IS 

=  14732",4194  0  5  =  82  930 

=  87^96343  OJE:=0,14 

=  0>115*21*  FJr=58 

r  S=  238  810  000 
E  M=  0,04 


970  Planetenelemente. 

R  =  1,00014063  —  0,0000000073^ 

—  (0,01676927  —  0,0000004338«)  cosM 

—  (0,00014060  —  0,0000000073  0  cos  2  Jlf 

—  (0,00000177  —  0,0000000001 1)  cos  SM 

—  (0,00000003  cos  4  Jf  +  .  . .  • 

R  der  Radiusvector. 
E  =  230  27'31",83  —  0",47594e  —  0",00000149 «« 

9",23  cosSi  —  0",090  cos  2  ß  +  0",089  cos  2(1  +  0",548  cos  2  O- 

E  die  Schiefe  der  Ekliptik. 

Sonne.  Erde. 

d  =  32'3",64  d=17",72 

D  =  158,558  D  =  1 

F  =  1  283  720  V  =  1 

Di  =  1,39  Di  =  5,50 

6  =  27,625  a  =  1 

U  =  25^  4*  29«  U  =  23*  56'"  4» 

GrD=  1956",5  n  =  3548  .  1927 

KID  =  1891",9  S  =  V  0,006374 

Z"  D  =  1  386  690  a  =  1,0000000 

0  Ä"  =  6  041 000  T=  365,24  220 

rK=  1396160000  Gr  S  =  151,1 

OJ5;=11818  ins  =146,2 

E  M=  322800  iC  2)  =  12756 

0  K=  511 
0  5=  11818 
VK=  1083 
FS=  1284800 


M  e  r  c  u  r. 

(Par.  Annalen,  t.  V,  p.  107.) 


.^.  ,e,^^,;..    .     5381066",5449e 
L  —  3270 15'  20",43  +  L       ,       ' 

'      ^  |740  4'14",4900j 

f55",9138« 
«=    750   7'13",93+         '        „ 

'      ^  |l0  33'll",380j 


-f  0",00011289f* 


+  0",000111H« 


Planetenelemente. 
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e 
xL 

Xlß 

9 
C 


-    460  33'  8"  75  4-1*^"'^*^^* 


4-  0",0000835  P 


^max  

m  = 
d  = 

r  = 

JH  = 
G  = 

ü  = 
a  = 
5  = 
n  = 
T  = 
Sy  = 


0,20560478  +  0,04195 1  —  0,0000009  P 

7»  0'  7",71    +  0",06314«  —  0",0000056«« 

4«  5'  32",5573  =  14732,557 

0",153 

42409"03 

0",117 

(84373",889  +  0",08259 1)  sin  M 

+  (10731",815  +  0",020890  sm2M 

+  (1891",841  +  0,00551 1)  sinSM 

+  (381",075  +  0",001 50  sin  4  Jüf 

4-  (82",548  -\-  0",0004*)  sin  6M 

+  18",716  sinßM -f  4",378  sinlM  +  1",048  sinSM 

+  0",225  sin9M-{-  0",063  sin\OM-\ 

23»  40' 38,01  +  0,0851«  +  0,0000036  <« 

1 :  (8  374  672  ±  1  765  762  (Harkness,  S.  140) 


( 
( 
( 
( 


6",61 

0,373 

0,052 

6,45 

0,439 

• 

0,3870987    ( 
87^969258  ( 
14732",4194 
87^,96843 


(Ann.  1893 


V 


Gr  S=  69,4 
Kl  S  =  U5,6 
G^r£=218 
KIE  =  79 
Gr  D  =  12",9 
KID  =  4",5 
KL  =  4816 

0  Jr=73 

0  S=  82930 

OjB  =  0,14 

Fir=  58 

V  S=  238810000 
E  Mz=  0,04 


972  Planetenelemente. 


L  =  2450  33'U",70  + 


Venus. 

(Par.  Ann.,  t.  VI,  p.  95  aq.) 

2106691",65043*  +  O",00011289e« 
199ol2'45",0428j 


,     „^      ,     49",462*  — 0",000593<« 
Ä  =  1290  27'  14",5    +    ,     '    ^^„  ^^^  . 

'        '    (lo22'26",200j 

f  32",890 1  +  0",000151  P 
ß=    750  19'52",3    4-        ;,,  ,^,7I. 

'      ^  [00  54'  48",99  j 

e  —  0,00684331  —  0",11132*  +  0",0000026<2 

i  =  30  23'34",83  +  0",04524*  —  0",00000156^« 

C  =  (2823",050  —  0,22264  t  +  0,0000052  t«)  sinM 

+  (12",056  —  0,0019  Qsm  2  Jf 

+  (0,071  —  0,00001 0  5m  3  Jtf  H 

C^  =  00  47'  3",08  —  0,2227 1  +  0,00104  P 

m  =  1  :  (408968  ±  1874)  (Harkness,  S.  140) 

zL=  10  36'7",8074  =  5767",8074 

rt<7  =  0",135 

<p  =  1411"53 
zQ>  =  0",090 

d  =  17",55          (Ann.  1893)  Gr  S  —  108,3 

i)  =  0,999            (        „        )  ins  =106,7 

F=  0,975           (        „        )  GrE=  257 

Di  =  4,44             (        „        )  KlE=iO 

G  =  0,802           (        „        )  GrD  =  65",2 

f7  =  ?  KID  =  9",5 

a  =  0,7233322    (        „        )  KD  =  11969 

S  =  224,700787  (        „        )  0  .K"  =  450 

n  =  5767",669S  0  S=  13410 

T  =  224,69544  0  E  =  0,88 

Sy  =  y  21 8"  le»-  VK=  898 

F  S  =  1  553  400 
EM=  0,78. 


r^ 


Planetenelemente. 


973 


Mars. 

(Par.  Ann.,  t  VI,  p.  309  sq.) 


L=    830  40'31",33  + 


n  =  3330 17'  53",67  +  | 


e 

« 

xL 

rw 
<P 

C 


,     „        ,    |27",992< 


68?101",05375*  -f-  0",00011341 «» 
61«410  45",375; 
(66",2421<  +  0",00012093<« 
1»  50'  24",21  j 
27",992 1  —  0",000217  <» 


C/MOS    


({: 

D: 

F: 

CT 

a 
S 
n 
T 


0,09326113  4-  0",19679 1  —  0",00000252 1* 

1«5'2",28  —  0",02431<  4-  0",00000945  <« 

0«31'2€",6559  =  1886",6559 

0",181 

19236"51 

0",08 

(38431",227  +  0",39229 1)  sin  M 

-f  (2235",381  +  0",0456 1)  sin  2  M 

+  (180",279  +  0",0055 1)  sin  3  M 

+  (16",614  4-  0",0007<)  siniM 

+  1"647  sin  5  Jtf  +  0";i71  sin  6  Jlf  +  0",02  stw  7  3£ 

10»41'51",5 

Ann.  1893) 


9",35 
0,528 
0,147 
3,91 
0,376 

24*  37"»  23» 
1,5236913 
P321'',729646 
1886",5184 
686,92972 
r  2^"  48"»  28* 


V 


) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 


Gr  S  =  247,6 
Kl  8  =  205,4 
C?r  E  =  396 
KlE=ö7 
Gr  D  =  2b" fi 
KID  =  3",5 

KD  =  6745 

0  Ä"  =  143 

0  5  =  42330 

0E  =  0,28 

rK=  161 

FS  =  8709000 

E  Jlf  =0,11 
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Planetenelemente. 


n 


Jupiter. 

(Par.  Ann.,  t.  XII,  p,  29  sq.) 
Epoche  1800,  Jan.  1,0  mittl.  Pariser  Zeit 


L  ==  1600    1'  10",26  + 


jt=    1P54'58",41  + 


0,=    980  56'17",0    + 


9  = 

c  = 

■ 

T«  = 


G 


109306",87213  f  -f  0",00012138«* 
156»18'7",213j' 

57",9032U  +  0",00036196<« 
l»36'30",321j 

36",36617«  +  0",00013140<« 
l«0'36",617i 

9952",60  +  171",883  ±^  -  2",395  (±^' 

0,0482520 -]- 0,0000016678« 
1«18'41",37  —  p",2052<  +  0",35  (r^Y 

\DÜO/ 

00  4'  59",2659 

P",159 

9952"66 

0",100 

50  31'45",32  +  0",68752e 


mcuc  - 

d  =  196",00 

D=  11,061 

r=  1279,412 
JDi  =  1,33 

G  =  2,261 

U=9^  55»«  37» 

a  =  5,202800 

n  =  299,1284 

S=  IP' 314^,838171 

T  =  4330,5936 
Sy  =  P^SMö* 


Ann.  1893 


7J 

n 
n 

n 

7J 


Gr  S=  810,6 
Kl  S=  735,6 
Gr  E=  959 
KIE=  587 
Gr  D  =  50",7 
Kl  D  =  30",8 
KB  =  143  757 
0  K=  61963 
0  S=  97 
Oi?  =.121,2 
V  K—  1450430 
F  S  =  962 
E  M=  308 


Planetenelemente. 
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Saturn. 

(Par.  Ann.  XII,  p.  46  ssq.) 

Epoche  1800,  Jan.  1,0,  mittl. 

Par.  Zeit. 

L  —    140  52'  28",30  + 

44046",30321 «  +  0",0001 16598  <* 
143«  30'  30",321i 

Ä  —    900    6'  56",7    + 

70",41338«  + 
l«57'21",338i 

0",00028008  <» 

ß- 112020' 53",0    +P^"'?!f*- 

~  |0»52'19",594i 

0",00004796  <« 

e  —  0,0560717  —  0,0000034276 1 

„_11565",62       353",20Q       3",485  Q 

i  —  2»  29'  39",80  —  0",14002 1       1",41  [^^^ 

rZ,  — 0«2'0",5922 

^^.r  V»  vr^ 

Tjr  —  0",192 

T  ß  —  0",086 

7»«r  —  6<'25'31",24  —  1",41280< 

d  —  164",77              (Ann.  1893) 

Gr  S—  1497,3 

2>  — 9,299                  (        „        ) 

Kl  8—  1338,3 

V  —  718,883              (        „        ) 

Gr  E—  1646 

D»  —  0,70 

Kl  E—  1190 

G       0,892                  (        „        ) 

Gr  D  —  20",6 

ü— 10*14'"24»         (        „        ) 

KIB—  14",9 

0  —  9,538861             (        „        ) 

J5C  2)  — 119075 

» —  120",4547           (        „        ) 

0  it  —  41  296 

S  —  29i  166,986360  (        „        ) 

0  S  —  146 

T  —  10746,9487 

0  .E  —  80,8 

Sy—  1-'12<'20* 

F  K"  —  789  120 

• 

r  S—  1769 

i;jlf  —  92 

978 


Elemente  der  Satelliten. 


als  Einheit  die  Planetenmasse.  Alle  Elemente  beziehen  sich  auf 
die  Ekliptik  als  Fundamentalebene.  E  giebt  die  mittlere  Ent- 
fernung in  geographischen  Meilen. 

Die  nicht  angegebenen  Elemente  sind  so  klein,  dass  sie  sich 
der  Beobachtung  entziehen.  Die  Stemgrössen  S^  sind  nach 
Pickering  gegeben.  Der  Durchmesser  D  ist  stets  auf  50  geo- 
graphische Meilen  abgerundet. 

Satelliten  des  Mars. 


Name 

•           Phobos 

Deimos 

Entdecker 
Datum 

Asaph  Uall 
17.  August  1877 

Asaph  Hall 
11.  August  1877 

Aequinoctium  und  mittlere  Ekliptik  1878,0 
Epoche  1877,  August  28,0 

L 

Sl 

ttf 

319«  41'.6 

82«  57',6 

4«  13',9 

26«  17',2 

38«18',7 

85«  34',4 

857«  58',4 

* 

»., 

e 

0,03208                 ,                 0,00574 
2,771                    1                6,921 
7*  39«»  15-.1                         Id  6*  17«  64»,0 

a 

T 

Satelliten  des  Jupiters. 


I 

II 

III 

IV 

Y 

Entdecker 
Datum 

Galilei 
7.  Jan.  1610 

Mari  US 
8.  Jan.  1610 

Galilei 
7.  Jan.  1610 

Galilei 
7.  Jan.  1610 

9.  Septj 

Aequinoctium  und  mittlere  Ekliptik  1850,0 

Epoche  1850,  Jan.  0,0                                    j 

L 

a  . . .  . 

(U 

146«  43'  54" 
335« 45'   0" 

14«  20'  6" 
336«  55'  16" 

37«   7' 33" 

341«  30'  23" 

235« 18'  32" 

1«  69'  58" 

0,001316 

15,057 
7d  Sh  42m  33»,39 

0,000088437 

143,000 

750 

164« 12' 59"          .... 
344«  56' 46"          .   .  .  . 
266«  40' 56" 

• 

l 

e 

2«   8'   3" 

1«  38'  57" 

1«57'   0"          .    .  .  . 

0,007243        '     .   .  .  . 

26,486              .   .  .  . 

16d  15*32*  11»,20 11*57-21 

0,000042475      ,    •   .  .  . 

252,000         ,       2.i,0WI 

650                      ») 

a 

T 

m 

E     .   .   .   , 
I)     .... 

5.,933 

ldi8A27»«33»,51 

0,000016877 

56,000 

500 

9,439 

3^13fcl3«»42»,05 

0,000023227 

90,000 

450 

Elemente  der  Satelliten. 
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Satelliten  des  Uranus. 


Name 

Ariel 

Umbriel 

Titania 

Oberon 

£ntdecker 

Lassel 

Lassei 

W.  Herschel 

W.  Herschel 

Datum 

24.  October  1851 

11.  Januar  1787 

Aeqainootinm  und  mittlere  Ekliptik  1850,0 
Epoche  1871,  December  31,0 

a 

tu 

• 

t       

e     

a     .;.... 

r 

JS 

S 

1530    1' 

1670  20' 

i960  26' 

970  58' 

0,020 

7,72 

2<il2*29«21M 

28,000 

16 

2750    9/ 

1640    6' 

1580  33' 

980  21' 

0,010 

10,76 

4d  SÄ  27«  37«,2 

38,000 

17 

200  26' 
1650  32' 

930  33' 
970  47/ 

0,00106 

17,65 

8<*16Ä56«*29»,5 

63,000 

14 

3080  21' 

1650  17' 

1490  40' 

97054' 

0,00383 

23,60 

13^11*  7«  6«,4 

84,000 

14 

Satellit  des  Neptuns. 

Entdecker:    Lassei,  am  10.  October  1846. 

Epoche  1874,  Januar  0,0,  mittleres  Aequinoctium  1874,0. 


L 

a 

Ol  . 

t 

e 


2720  4' 
1840  30' 
1840 
1450 
0,0088 


a 

T 

E 

S 


14,54 

5d21fc2»44«,2 

47,000 

14 


Elemente  des  Saturnringes. 

Aequinoctium  und  Epoche  1880,0  (nach  Bessel) 

fö  =  1670  55'   6" 
i=    280 10' 17". 
Rotationsdauer  (nach  Herschel): 

10*  32"»  15*. 
Masse  (nach  Tisserand): 

1 


620 


der  Saturnraasse. 


Halbmesser  des  Saturns  ist  =  1  gesetzt. 


62* 


980 


Elemente  der  Satelliten. 


Aeusserer  Halbmesser  des  äusseren  Ringes 
Innerer 


XlIUCXC^X 

n 

n            n 

n 

Aeusserer 

Ti 

y,    inneren 

n 

Innerer 

n 

n            n 

n 

2,229 
1,962 
1,916 
1,482 


Satelliten  des  Saturns. 


Name 

Minas 

Euceladas 

Thetia 

Dione 

Entdecker 
Datum 

W.  Herschel 
18.  Juli  1789 

W.  HerBchel 
29.  Aug.  1789 

J.  D.  Caseini 
21.  März  1684 

J.  D.  Canini 
21.  März  16^4 

Aequinoctiam 
Epoche 

1889,0 
1889,  März  81,0 

1889,0 
1889,  März  23,0 

1889,0 
1889,  März  17,0 

1889,0 
1889,  Sept  1,0 

L 

Si 

Ol 

* 

f 

€ 

a 

T 

m 

E 

8 

840  66' 

1650,0 

3000 
270  36' 

0,016 

3,10 

Od  22*  37»»  5« 

0,00000009 

25,000 

18 

2560 17'  24" 

1670  56'  30" 

1220  28' 

280  7'   0" 

0,0047 

3,98 

1«  8*  63«  7» 

0,00000025 

32,000 

12 

1880   4' 48" 
1660  7' 24" 

280  40'  12" 

4,93 

ld21*18~26» 

0,00000130 

40,000 

11 

560  40*   8* 
1670  40'   0^ 
2700  50' 
270  58' 36" 
0,00396 
6,31 
2*  17*  41«  9» 
0,00000)89 
51,000 
12 

Name 


Entdecker 
Datum 


Aequinoctium 
Epoche 


Rhea 


J.  D.  Cassini 
23.  Dec.  1672 


1881,0 
1881,  Nvbr.  0,0 


Titan 


Huygens 
25.  März  1665 


1881,0 
1881,  Nov.  0,0 


Hyperion 


6.  P.  Bond 
16.  Sept.  1848 


1876,0 
1875,  Oct.  28,0 


Japetas 


J.  D<  Cassini 
26.  Octbr.  16n 


1874,0 
1874,  Sept.  3,0 


L 

Ol 

> 

t 
e 
a 
T 

VI 

E 

S 


.   •   •   •   . 


1980  21'  39" 

1680  29' 51" 

610  22'  53" 

270  54'  27" 

0,00364 

8,86 
4^12*  25m  11,6« 


70,000 
11 


2840  IC  34" 
1680   9^35/^ 

1020  31' 11" 

270  38'  49" 

0,029869 

20,48 

\hd  22*  41»»  2S« 

164,000 
9,5 


.  1740  30/4 

1680   9*^9 

30  42'.6 

27«   4',8 

0,11885 

26,07 

21d6*39«»87» 

199,0 
14 


3330  14',9 

142«40',1 

2050  2O',O 

180  31',ö 

0,02957 

59,58 

79*«  7*  54-»  17» 

0,00001000 

467,000 

12 


Kometenelemente. 


981 


afel  der  wichtigsten  periodischen  Kometen. 


me 


Side- 

risohe 

Umlaufs- 

seit 


Epoche 
Periheldurchgang 


Perih6l- 
distanz 


Aphel- 
distanz 


Excen- 
tricität 


l  .  . 
d  •  . 
l- Swift 
cke  . 
l  .  . 


st  .  . 


•  •  • 


Brooks 


•  •  • 


3,30Si 
5,211 
5,466 
5,534 
5,818 
6,507 
6,687 
6,629 
6,691 
6,821 
7,566 
13,760 
71,48 
72,63 
76,37 


1891, 
1889. 
1890, 
1891, 
1892, 
1885, 
1852, 
1852, 
1890, 
1891, 
1881, 
1885, 
1884, 
1887, 
1835, 


Oot  17.  . 
Febr.  2. 
Febr.  24. 
Nvbr.  14. 
Jani  30. 
Sept  25. 
Sept.  23. 
Sept.  22. 
Sept.  17. 
Sept.  3. 
Jan.  22. 
Sept.  11. 
Jan.  25. 
Octbr.  8. 
Nvbr.  15. 


23*40« 

2  25 

2  31 
23  0 

21  26 
17  37 
17  14 

22  51 
11  50 
11  21 
16  7 

3  35 
19  3 
10  0 

0  15 


0,340472 

0,'587759 

1,086604 

0,886422 

2,073322 

0,860161 

0,860592 

1,324042 

1,592851 

1,738140 

1,024728 

0,77511 

1,19961 

0,58895 


4,094892 

4,665448 

5,610377 

5,170878 

5,583128 

4,897332 

6,167319 

6,196874 

5,777760 

5,600583 

5,970090 

10,469624 

33,67129 

33,61592 

35,41121 


0,8464737 
0,5521000 
0,8103434 
0,6527024 
0,7269710 
0,4051283 
0,7552007 
0,7651187 
0,6271251 
0,5571376 
0,5490171 
0,8216486 
0,9549960 
0,9310677 
0,9672807 


hellänge 


A 


Aequinoctium 


Epoche  der 
Osculation 


j  38'  46" 

8    3 

23  10 

14  16 

11    9 

21  50 

>     5  20 

\  58  17 

)   14  34 

\   11  38 

)  48  47 

S  28  59 

)  20  48 

)  45  47 

S   48  48 


3340  41'  27" 

121  9  17 

101  27  34 

296  31  15 

104  4  59 

72  24    9 

245  49  34 

246  58  29 
146  16  32 
206  22  29 
209  36  25 
269  42  1 
254  6  15 

84  29  41 

55  10  15 


12«  54'  58" 

12  45  5 

29  23  48 

5  23  14 

14  31  32 

10  50  27 
12  33  28 
12  33  50 

15  42  41 
25  14  33 

11  19  40 
55  14  23 
74  3  20 
44  33  53 

162  15  7 


1891,0 
1890,0 
1890,0 
1891,0 
1890,0 
1885,0 

1852,0 

1890,0 
1891,0 
1880,0 
1890,0 
1850,0 
1887,0 
1835,0 


I 


1891, 
1891. 
1890, 
1891, 
1892, 
1885, 
1852, 
1852, 
1890, 
1891, 
1881, 
1885, 
1883, 
1887, 
1835, 


Mai  31. 
Febr.  10. 
Febr,  24. 
Novbr.  15. 
Jan.  26. 
Sept.  19. 
Sept.  23. 
Sept.  23. 
Febr.  25. 
Juli  10. 
Jan.  13. 
Juli  11. 
Sept.  3a 
Octbr.  8, 
Novbr.  15. 
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Sternschnuppen. 


Periodische  Sternschnuppen. 


Elemente 

Perseiden 

Si 

138*  16' 

• 

t 

64«   3' 

n 

343«  38' 

a 

0,9643 

Radiant    ^ 

0 

•  440 
+  56» 

Elemente 

Leoniden 

ß 

231»  28' 

• 

17«  44' 

ar 

56»  25' 

a 

0,9873 

Radiant     ^ 

149» 
+  23« 

Elemente 

Andro- 
meniden 

ti 

246«»  0' 

m 

? 

12«  0' 

X 

110*7' 

a 

0,8472 

• 

Radiant 

S 

25« 
+  43« 

Komet 
1862 III 

1370  27' 
66«  20' 
344041' 
0,9626 

71  Persei 

Komet 
18661 

231^16' 
170 18' 
60«  28' 

0,9705 

g  Leonis 

Komet 
1852  III 

2460    8' 

12033' 

1090  25' 

0,8606 


Thätig  um 
9.  bis  II.  August 


Thätig  am 

13.  bis  14.  November 


Thätig  um 

27.  November, 
Reste  des  Biela 'scheu 
Kometen 


I    y  Andromedae 


§.  312. 

Mondelemente. 

(Hansen,  Tables  de  la  Lune.) 
Epoche  1800,0^  Januar  0^  mittlere  Greenwicher  Zeit. 


L  =  3350  43'26".7   + 


|13o  10'  35",0286  r      f  12",557  f«,  Hansen, 
13070 53' 39",61j    +|  8",82f«.    Neweomb, 


5r 


f6'41",056r  (38",577*«, 

=  2250  23'  53",06  +  {j^g.  3, 2„  ^g^.       -  (3^,  ^gg  ^^ 


fi=   33oi6'31",15  — 


38",577*«,  Hansen, 
DelaonaT, 
|3'10",63t  (  6",623/»,  Hansen. 

134»8'59",61j'     "'"l  6"  778/*,  DelaansT. 
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r  heisst  die  Bewegung  an  einem  Tage, 

t       ^       yj  „in  einem  julianischen  Jahre, 

j       yt      n  „in  100  julianischen  Jahren. 

e  =  0,054899720  1         ^  „     , 

.     „  \  nach  Harkness. 

i  =  5«  8'  43",3546  J 

Mondparallaxe  =  57'2",54216  ±  0",12533. 

Mittlere  Monddistanz  von  der  Erde: 

60,269315  ±  0,002502  Erdradien 

384396,01  ±  15,958  Kilometer. 
Mondmasse:       1  :  (81,068  ±  0,238). 

Letztere  Werthe  sämmtlich  nach  Harkness. 

Man  unterscheidet: 

1)  den  siderischen  Monat  =  Zeit  von  einer  Gonjunction 
des  Mondes  mit  einem  Fixstern  zur  anderen: 

27^7*  43m  ip^545  _  27^3216614; 

2)  den  tropischen  Monat  =  die  Zeit  Ton  einer  Gonjunc- 
tion des  Mondes  mit  den  Aequinoctialpunkten  zur  anderen: 

27«7*43«4»,7  =  27,321582; 

3)  den  anomalischen  Monat  =  die  Zeit  von  einer  Erd- 
nähe zur  anderen: 

27^  13^»  18«"  37-,44  =  27'',554600; 

4)  den  Drachenmonat  =  die  Zeit  von  einem  Knoten  zum 

anderen : 

27^5»5«35',81  =  27^,212220; 

5)  den  synodischen  Monat  ==  die  Zeit  von  Neumond  zu 

Neumond : 

29^12*44'^2»,684  =  29<*,5305884. 


Mondungleichheiten  (nach  Airy): 

Maximum  der  Mittelpunktsgleichung    . 
„  „    Evection  in  Länge     .    . 


„  „          „         „  Breite  .    .    . 

„  „  Variation  in  Länge    .    . 

Tj  n           r         »   Breite    .    . 

„  „  jährlichen  Gleichung 

„  „  parallaktischen  Gleichung 


60  17'19",06 

P16'27",0l 

8'  57",37 

39'  30",70 

33",44 

11'   9",00 

2'   4",70 


984  Mondelemente. 

Scheinbare  Monddurchmesser: 

Mittel         31'  8",18 

Maximum  33'33",20 

Minimum   29'23",65. 
Wahre  Durchmesser  ==  3482  Kilometer. 
Neigung  des  Mondäquators  gegen  die  Ekliptik  L^  ^^,  /g^rt  ™iel 

Gyklusperioden.    Sei  J  das  julianische  Jahr, 

S  der  synodische       Monat, 
Ä    ^    anomalistische     „ 
D    „    draconische  „ 

19/=  6939  V5| 

235  S  =  6939^,69  l  metonischer  Cyklus 

262  A  =  6943^76 ) 

251  S=  7412^181 

^^^  A        -.,^^   ^  >  anomalistischer  Cyklus. 

269^  =  7412^19)  ^ 

Die  von  der  Sonne  abhängigen  Störungen  der 

Mondlänge. 

(Die  Goefficienten  Dach  Delaunay,  die  übrigen  Werthe  nach  Harkneis.) 

Sei  ei  die  Excentricität  der  Erdbahn : 

ei  =  0,016771049, 
e  die  Excentricität  der  Mondbahn: 

e  =  0,054899720, 
I  die  Neigung  der  Mondbahn  und 

y  =  sin  V«  I- 

/==50  8'43",S546 

y  =  0,044886793, 
l    die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 
g  Abstand  des  aufsteigenden  Mondksiotens  Tom  Mond- 

perigaeum, 
h  die  Knotenlänge  des  Mondes, 
a  halbe  grosse  Axe  der  Mondbahn  =■  60,31845, 

4  =  0,00255878  für  a'  =  1  =  ~, 

V  die  mittlere  Anomalie  der  Soone, 
g*  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 


Mondelemente.  985 

V  die  LäDge  des  ^-Knotens  der  beweglichen  Ekliptik,  bezogen 
auf  die  fixe  Ekliptik  der  Anfangsepoche, 

27,321661 Dauer  des  siderischen  Monats  on74.ftOlS^ 

365,25637       Dauer  des  siderischen  Jahres  '  * 

D  ist  der  mittlere  Abstand  zwischen  Sonne  und  Mond, 

F  ist  der  mittlere  Abstand  des  Mondes  vom  aufsteigenden  Knoten 
der  Mondbahn. 

Mondlänge. 

<[  = 

I    f     /o         27    ,       ,   27    ,    \  2925    ,        ,   ,  735 

+  (— (^3c,  — y  y«ei-|-ye«CiJ»»--^e«eim>  +  ^Cim» 

776",8        7",0  2",6  5",3 

,    456943    ,        ,    ,    1261         ,    ,    142817 
+  -512-  «'«i«»*  +  -4-  e.«»*  +  -96-  c.m» 

3",9  34",1  12",1 

,    3  257  665         ^     .   , 
H 37g —  Ci  t»*}  stn  li 

3",4 
(Jährliche  Gleichung) 

I    (/       3     ,    ,    75     \        ,    /U    ,    1101    ,       47     \     , 

23",3      218",0         1586",9      69",8  6",8 

/,    59    .64271    A     ,    ,    893     ^    ,    2855     ,1     .   „  „ 

424",4       16",3  80",1  12",8 

(Variation) 

I    f/lB         c    ,  ^        I    263       ,   ,   48217       ,   ,    1880537      , 

3176",4     10",2  1041",5  297",5  72",3 

,    130463405      A     .    ,.  „        ,, 

+ -221184-'""  P'"  ^2^-^) 

15",6 
(Evection) 
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(15  93     ,       6887     ,       137197     J  a     .    ^ 

74",0         34",3  11",9  4",4 

(Parallaktische  Gleichung) 

in  1     ,    1     5     ,>     .   ,    ,    (5    .       2595    .    ,]    .  „, 

2^  -  4  '''  +  96  n  ""  '  +  1 4  '^  -  256-  "*'"1  '"'^^. 

22639",1  777",0  2",6 

103 


|+j|e3).i 


sin  3  Z  -f- 


96^ 


sin  4  7 


37",0  2",0 

(MittelpunktsgleichuDg) 

Der  Coefficient  der  parallaktischen  Ungleichheit 

(Lapl.  Mec.  CeL,  t.  III,  p.  251.) 

In  Länge: 

19  .     ^  —  J/a  C  D»    . 
-Y"     g-l     -^smBcose; 

dabei  ist: 

A  die  Abplattung  des  Erdkörpers, 

C  =  0,0034672  die  Constante  der  Centrifugalkraft, 

2)  =  Aequatorradius, 

a  =  der  halben  Axe  der  Mondbahn, 

£  =  Schiefe  der  Ekliptik. 

Vergl.  Helmert,  Höhere  Geodäsie  II,  S.  468. 


§.  313. 

Tafel  einiger  Constanten. 

(Nach  Harkness,  On  the  Solar  parallax.    Washington  1891.) 

Aequatorialhalbmesser  der  Erde:  a  =  6  377  972  ±  124,8 m, 
Polarhalbmesser  „  „  6  =  6  356  727  ±  99,1 «, 
Erdquadrant 10001816  ±  125,1m, 

^^P^^^^^^S ^  =  300,205  +  2,964- 

Excentricität ^tizi^=  0,006651018, 
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Mittlere  Erddichte      .    .     .    .    =  5,576  ±  0,016, 
„       Oberflächendichte      .    =  2,56    ±0,16. 
Trägheitsmomente  der  Erde: 

~  ^  =  0,00326521 

C—  A=:  0,001064767 Ea^  ' 
A  =  B  =  0,325029  Ea^ 
C  =  0,326094  i:a«. 
E  ist  hierbei  die  Masse  der  Erde. 
Länge  des  Secundenpendels: 

l  =  (0,990910  +  0,005290  sin^q>)tn. 
Gravitation: 

^-=  (9,779886  +  0,052210  $in^(p)m. 
Sonnenparallaxe : 

p  =  8",80905  ±  0",00567, 
damit  die  mittlere  Distanz  der  Erde  von  der  Sonne: 

149  340870  ±  96171km. 
Aberrationsconstante : 

a  =  20",45451  ±  0",01258. 
Lichtgleichung: 

=  498^,00595  ±  0',30834. 
Lichtgeschwindigkeit : 

==  299877,64  ±  80,019  km/s 
Gauss 'sehe  Con  staute: 

k  =  0,01720209895 
logk  =  8,2355814414  —  10 

log  Zr"  =  log  -^— p-,  =  3,5500065746. 

Stil  X 
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Tafeln. 


I.   Tafel  der  Schiefe  der  Ekliptik. 


Jahr 


1700 
1710 
1720 
1730 
1740 
1750 
1760 
1770 
1780 
1790 
1800 
1810 
1820 
1830 
1840 
1850 


23»  28'  43,18" 

38,48 

33,67 

28)92 

24,16 

19,41 

14,65 

9,90 

6,14 

0,38 

27'  55,62 

50,87 

46,11 

41,35 

36,59 

31,83 


E 


1860 
1870 
1880 
1890 
1900 
1910 
1920 
1930 
1940 
1950 
1960 
1970 
1980 
1990 
2000 


23»  27'  27,07" 

22,31 

17,55 

12,79 

8,03 

3,27 

26'  58,61 

58,75 

48,99 

44,23 

39,46 

34,70 

29,94 

26,18 

20,42 


Tafel  IL 


Abnahme  far 


1  Jahr 

—  0,48^ 

2  Jahre 

—  0,95 

3   « 

—  1,43 

4   « 

—  1,90 

5    n 

—  2,38 

6   „ 

—  2,96 

7   ,   ' 

-8,38 

8    r, 

—  3,81 

9  . 

-4^ 

10   „ 

—  4,76 

III.    Tafel  der  Mittelpunktsgleichnng. 

Mittlere  Anomalie  =  M,  Mittelpunktsgleichnng  =  C, 

(Siehe  Sonnenelemente.) 


M 

M 

C 

M 

M 

C 

00 

3600 

0«  0'  0,0" 

1000 

Ö600 

10  58'  7,5" 

10 

350 

0  20  26,7 

110 

250 

1  47  34,0 

20 

340 

0  40  13,7 

120 

240 

l  88  48,6 

30 

330 

;   0  68  43,0 

130 

230 

1  27  8,9 

40 

320 

1  15  19,3 

140 

220 

1  12  56,5 

50 

310 

1  29  31,7 

150 

200 

0  56  87,4 

60 

300 

1  90  45,2 

160 

190 

0  88  40,5 

70 

290 

1  49  7,1 

170 

180 

0  19  37,1 

80 

280 

'   1  53  57,1 

180 

170 

0  0  0,0 

90 

270 

1  55  17,3 

1 

. 

1 
1 

Tafein. 
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IV.    Tafel  für  JL  und  /:ln  mit  dem  Argument:   Tag. 

(L  und  TT,  siehe  Sonnenelemente.) 


Tag 

JL 

Jn 

Stande 

JL 

Jn 

1 

00  69'  8,33" 

0,2" 

1 

2'  27,85" 

0,0" 

2 

1  58  16,66 

0,3 

2 

4  55,69 

0,0 

8 

2  57  24,99 

0,5 

3 

7  23,54 

0,0 

4 

8  56  33,32 

0,7 

4 

9  51,39 

0,0 

5 

4  55  41,65 

0,8 

5 

12  19,24 

0,0 

6 

5  54  49,98 

1,0 

6 

14  47,08 

0,0 

7 

6  53  58,31 

1,2 

7 

17  14,93 

0,0 

8 

7  53  6,64 

1,4 

8 

19  42,78 

0,1 

9 

8  52  14.97 

1,5 

9 

22  10,62 

0,1 

10 

9  51  23,30 

1,7 

10 

24  38,47 

0,1 

20 

19  42  46,61 

3,4 

11 

27  6,32 

0,1 

30 

29  34  9,91 

6,1 

12 

29  34,17 

0,1 

40 

39  25  33,22 

6,8 

13 

32  2,01 

0,1 

50 

49  16  56,52 

8,5 

14 

84  29,86 

0,1 

60 

59  8  19,82 

10,1 

15 

36  57,71 

0,1 

70 

68  59  43,13 

11,8 

16 

39  25.55 

0,1 

80 

78  51  6,43 

13,5 

17 

41  53,40 

0,1 

90 

88  42  29,74 

15,2 

18 

44  21,25 

0,1 

100 

98  33  53,04 

16,9 

19 

46  49,09 

0,1 

200 

197  7  46,08 

33,8 

20 

49  16,94 

0,1 

300 

295  41  39,12 

50,7 

* 

21 
22 
23 
24 

51  44,79 
64  12,64 
56  40,48 
59  8,33 

0,1 
0,2 
0,2 
0,2 

Minnte 

Secunde 

JL 

Jn 

JL 

JL 

365  Tage 

3690  < 

15'  40,5958" 

V 

'  1,657" 

366   « 

0  ^ 

U  48,9292 
1  50,7136 

1 

1,826 

1 
2 

2,46" 
4,93 

0,04" 
0,08 

4  Jahre 

0 

4 

6,798 

.  20   „ 

0 

9  13,5680 

20 

33,990 

3 

7,39 
9,86 

0,12 
0,16 

1 

4 

5 

12,32 

0,21 

L 

TT 

6 

14  78 

0,25 
0,29 

7 

17,25 

1801 

2800 

38'  54,35" 

279< 

>  30'  58,3" 

8 

19,71 

0,33 

1811 

280 

13  56,97 

279 

41  15,2 

9 

22,18 

0,37 

1822 

280 

48  7,92 

279 

51  32,3 

10 

24,64 

0,41 

1831 

280 

23  10,54 

280 

1  49,2 

.^„^  1   ' 

1841 

280 

57  21,49 

280 

12  6,2 

20 

49,28 

0,82 

1851 

280 

32  24,11 

280 

22  23,2 

30 

1'  13,92 

1,23 

1861 

281 

6  35,05 

280 

32  40,2 

40 

1  38,56 

1,64 

1871 

280 

41  37,67 

280 

42  57,1 

50 

2  3,21 

2,05 

1881 

281 

15  48,62 

280 

53  14,2 

1891 

liSO 

50  51,24 

281 

3  31,1 

190( 

) 

280 

40  13,26 

281 

12  46,9 

n 
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V.    Tafel  für  Reduction  des  tropischen  Jahresanfanges 
anf  den  bürgerlichen  Jahresanfang. 

Anfang  des  tropischen  Jahres  +  A  =^  Anfang  des  gemeinen  Jahre«. 

(Die  Tafel  giebt  in  Theilen  des  Tages  jene  Zeit,  die  verflossen  ist  seit  dem 
Anfange  des  tropischen  Jahres  bis  zum  Anfange  des  bürgerlichen.) 


Jahr 

!       A 

Jahr 

A 

Jahr 

1       ^ 

Jahr 

A 

1760 

+  OfilOä 

1788* 

+  0,806d 

1826 

—  0,399«« 

1864* 

+  0,397^ 

51 

—  0,232 

89 

+  0,563 

27 

1—0,641 

65 

+  0,116 

62* 

+  0,626 

1790 

+  0,321 

28* 

+  0.117 

66 

—0,087 

53 

+  0,283 

91 

+  0,079 

29 

>      0,126 

67 

—  0330 

64 

+  0.041 

92* 

+  0,837 

1830 

—  0,368 

68* 

+  0,428 

55 

—  0,201 

93 

+  0,597 

31 

—  0,610 

69 

+  0.186 

56* 

+  0,557 

94 

+  0,352 

32* 

+  0,148 

1870 

—  0,056 

67 

+  0,314 

96 

+  0,110 

33 

—  0,094 

71 

— o;s8 

58 

+  0,072 

96* 

+  0,868 

34 

—  0,387 

72* 

+  0.469 

59 

—  0,170 

97 

+  0,626 

35 

—  0,579 

79 

+  0,217 

1760* 

+  0,688 

98 

+  0.383 

36* 

+  0,179 

74 

—0,025 

61 

+  0,346 

99 

+  0,141 

37 

—  0,063 

75 

—  0,267 

62 

+  0,103 

1800* 

—  0,101 

38 

—  0,306 

76* 

+  0,490 

63 

—  0,139 

1 

—  0,343 

39 

—  0,648 

77 

+  0,248 

64* 

+  0,619 

2 

—  0,686 

1840* 

+  0,210 

78 

+  0,006 

65 

+  0,377 

3 

—  0,828 

41 

—  0,032 

79 

— 0,236 

66 

+  0,134 

4* 

—  0,070 

42 

—  0,274 

1880* 

+  0,622 

67 

—  0,108 

6 

—  0,312 

43 

—  0,616 

81 

+  0,279 

68* 

+  0,650 

6 

—  0,564 

44* 

+  0,241 

82 

+ao37 

69 

+  0,408 

7 

—  0,797 

45 

—  0,001 

83 

—0,205 

1770 

+  0,166 

8* 

—  0,039 

46 

—  0,243 

84* 

+  0,653 

71 

—  0,077 

9 

—  0,281 

47 

—  0,486 

86 

+  0,311 

72* 

+  0,681 

1810 

—  0,523 

48* 

+  0,273 

86 

+  0,068 

73 

+  0,439 

11 

-  0,766 

49 

+  0,030 

87 

—  0,174 

74 

+  0,197 

12* 

-0,008 

1860 

—  0,212 

88* 

+  0,584 

76 

—  0,046 

13 

—  0,250 

61 

—  0,464 

89 

+  0342 

76* 

+  0,712 

14 

—  0,492 

62* 

+  0,304 

1890 

+  0.099 

77 

+  0,470 

15 

—  0,734 

53 

+  0,061 

91 

—  0,143 

78 

+  0,228 

16* 

+  0,023 

64 

-  0,181 

92* 

+  0,615 

79 

0,014 

17 

-  0,219 

55 

—  0,423 

93 

+  0,373 

1780* 

+  0,743 

18 

—  0,461 

56* 

+  0,386 

94 

+  0,131 

81 

+  0,601 

19 

—  0,703 

67 

+  0,093 

95 

—  0,112 

82 

+  0,259 

1820* 

+  0,055 

58 

—  0,150 

96* 

+  0,646 

83 

+  0,017 

21 

—  0,188 

59 

—  0,392 

97 

+  0,404 

84* 

+  0,777 

22 

—  0,430 

1860* 

+  0,366 

98 

+  0,162 

85 

+  0,532 

23 

—  0,672 

61 

+  0,124 

99 

—  0,081) 

86 

+  0,290 

24* 

+  0,086 

62 

—  0,119 

1900 

0323 

87 

+  0,048 

25 

—  0,157 

63 

—  0,361 

Tafelu. 
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VI.    Tafel  der  Argumente  -4,  A\  -ö*. 
Siehe  Auf-  und  Untergang  der  Gestirne. 


* 


-f  1700 
1600 
1500 
1400 
1300 

-f  1200 

1100 

1000  , 

900 

800 

4-  700 

^  600 

500 

400 

300 

4-  200 

4-  100 

0 

—  100 

—  200 

—  300 

—  400 

—  500 

—  600 

—  700 

—  800 

—  900 

—  1000 

—  1100 

—  1200 

—  1300 

—  1400 

—  1500 

—  1600 
-1700 

—  1800 

—  1900 

—  2000 


1790  21'  38,4" 

178  43  16,4 

178  4  53,6 

177  26  29,2 

176  48  3.4 

176  9  35,8 

175  31  6,5 

174  52  35,2 

174  14  1,9 

173  35  26,6 

172  56  49,0 

172  18  9,0 

171  39  26,5 

171  0  41,5 

170  21  53,9 

169  43  3,3 

169  4  9,9 

168  25  13,4 

167  46  13,9 

167  7  11,4 

166  28  4,9 

165  48  55,2 

165  9  41,9 

164  30  25,0 

163  51  4,3 

163  11  39,6 

162  32  11,0 

161  52  38,2 

161  13  1,2 

160  33  19,9 

159  53  34,1 

159  13  43,8 

158  33  48,9 

157  53  49,2 

157  13  44,7 

156  33  35,3 

155  53  20,8 

155  13  1,2 


1800  38'  20,8" 

181  16  39,2 

181  54  53,7 

182  33  4,4 

183  11  11,2 

183  49  14,3 

184  27  13,8 

185  5  10,0 

185  43  2,7 

186  20  52,1 

186  58  38,4 

187  36  21,7 

188  14  2,0 

188  51  39,5 

189  29  14,3 

190  6  46,5 

190  44  16,2 

191  21  43,4 

191  59  8.4 

192  36  31,1 

193  13  51,7 

193  51  10,4 

194  28  27,2 

195  5  42,2 

195  42  55,5 

196  20  7,2 

196  57  17,4 

197  34  26,3 

198  11  33,9 

198  48  40,3 

199  25  45,6 

200  2  49,9 

200  39  53,3 

201  16  56,0 

201  53  58,0 

202  30  59,3 

203  8  0,1 
203  45  0,5 


(fi  33'  26,4" 

1  6  53,6 

1  40  21,2 

2  13  49,0 

2  47  16,8 

3  20  44,3 

3  54  11,3 

4  27  37,6 

5  1  2,9 
5  34  26,8 


6  7  49,3 

6  41  10,0 

7  14  28,7 

7  47  45,0 

8  20  58,8 

8  54  9,8 

9  27  17,8 
10  0  22,5 

10  33  23,6 

11  6  20,9 

11  39  14,0 

12  12  2,8 

12  44  46,9 

13  17  26,2 

13  50  0,3 

14  22  29,0 

14  54  52,0 

15  27  9,0 

15  59  19,8 

16  31  24,0 

17  3  21,5 

17  35  11,9 

18  6  55,0 

18  38  30,5 

19  9  58,1 

19  41  17,5 

20  12  28,4 
20  43  30,6 
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VII.    Tafel  für  die  geocentrische  Breitedifferenz  9  —  9'. 

Argument  geographische  Breite. 


9 

9  —  9>' 

«P 

9        ^ 

f 

y  —  f ' 

1« 

0^24" 

310 

lO'  9" 

610 

y4r 

2 

0  48 

32 

20 

62 

34 

3 

1  12 

33 

SO 

63 

20 

1 

4 

1  36 

34 

40 

64 

5 

5 

2  0 

35 

48 

65 

8  50 

6 

2  23 

36 

10  56 

66 

8  34 

7 

2  47 

37 

11  3 

67 

18 

8 

3  10 

38 

10 

68 

1 

9 

33 

39 

15 

69 

7  43 

10 

55 

40 

20 

70 

25 

1 

11 

4  18 

41 

11  24 

71 

1 

7  6 

12 

4  40 

42 

27 

72 

'   6  47 

13 

5  2 

48 

29 

73 

6  27 

14 

23 

44 

30 

74 

6  7 

15 

44 

45 

31 

75 

5  46 

16 

6  5 

46 

11  30 

76 

525 

17 

25 

47 

11  29 

77 

5  4 

18 

45 

48 

11  27 

78 

4  42 

19 

7  4 

49 

11  24 

79 

4  20 

20 

23 

50 

11  21 

80 

3  57 

21 

7  41 

51 

11  16 

81 

3  34 

22 

7  59 

52 

11  11 

82 

3  U 

23 

8  16 

53 

11  5 

83 

2  48 

24 

32 

54 

10  58 

84 

2  24 

25 

48 

55 

10  40 

85 

2  0 

26 

9  3 

56 

10  41 

86 

1  36 

27 

18 

57 

32 

87 

1  12 

28 

32 

58 

22 

88 

0  48 

29 

45 

59 

11 

89 

0  24 

30 

9  57 

60 

9  59 

90 

1 

0  0 
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VIII.    Tafel  für  den  Radiusvector  des  Beobachtungsortes. 

(Die  Tafel  giebt  mit  dem  Argument  der  geographiBchen  Breite  den  log  g.) 


V 

logg 

9 

logg 

9 

logg 

1» 

0,00000 

310 

9,99962 

610 

9,9989r 

2 

0,00000 

32 

60 

62 

89 

3 

0,00000 

33 

58 

63 

87 

4 

0,00000 

34 

55 

64 

85 

5 

9,99999 

35 

53 

65 

83 

6 

9,99998 

36 

9,99951 

66 

9,99881 

7 

8 

37 

48 

67 

79 

8 

7 

38 

46 

68 

77 

9 

6 

39 

43 

69 

76 

10 

6 

40 

41 

70 

74 

11 

9,99995 

41 

9,99938 

71 

9,99672 

12 

4 

42 

36 

72 

71 

13 

3 

43 

34 

73 

70 

14 

2 

44 

31 

74 

68 

15 

0 

45 

29 

75 

67 

^    16 

9,99989 

46 

9,99926 

76 

9,99866 

17 

88 

47 

24 

77 

65 

18 

86 

48 

21 

78 

64 

19 

85 

49 

19 

79 

63 

20 

83 

50 

16 

80 

62 

21 

9,99981 

51 

9,99914 

81 

9,99861 

22 

80 

52 

11 

82 

60 

23 

78 

53 

09 

83 

59 

24 

76 

54 

07 

84 

59 

25 

74 

55 

04 

85 

58 

26 

9,99972 

56 

9,99902 

86 

9,99858  • 

27 

70 

57 

9,99900 

87 

58 

28 

68 

58 

9,99897 

89 

58 

29 

66 

59 

95 

89 

58 

80 

64 

60 

93 

90 

58 

1 

LAHkft,  matheni.  Formelnsammluiig. 


63 
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IX.    Tafel  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Bogen. 


h 

0 

in 

0 

tl 
'  1  m 

.1 

» 

/ 

S 

« 
1 

8 

/ 

it 

8  ' 

n 

1   15 

1 

0 

15  ,  31 

7 

45 

1 

0  15 

1 

\   ^1 

7 

45 

0,1 

1.5 

2 

30 

2  0 

30 

1  32 

8 

0 

2 

0  30 

32 

8 

0 

0J2 

3,0 

3 

45 

3 

0 

45  33 

1 

8 

15 

3 

0  45  ! 

33 

8 

15 

0,3 

4,5 

4  1  60 

4 

1 

0  |,  34 

8 

30 

4 

1   0  ' 

34 

8 

30 

0,4 

6.0 

5 

75 

5 

1 

15  1  35 

,1 

8 

45 

5 

1  15 

35 

8 

45 

0.5 

7,5 

6   90 

6 

1 

1 
30  ■  36 

9 

0 

6 

1  30 

36 

• 
9 

0 

0,6 

9,0 

7   105 

1 

1 

45  ,  37 

9 

15 

7 

1  45 

37 

9 

15 

0,7 

10^ 

8  I  120 

6 

2 

0  !  38 

9 

30 

8 

2   0 

38 

9 

30 

0,8 

12,0 

9  1  135 

9 

2 

15  39 

9 

45 

9 

2  15 

39 

9 

45 

0,9 

13,5 

10  1  150 

10 

2 

30  '  40 

10 

0 

10 

2  30 

40 

10 

0 

11 

165 

11 

2 

45  '41 

10 

15 

11 

1 
2  45 

41 

10 

15 

0,01 

0,15 

12 

180 

12 

3 

0  42 

10 

30 

12 

3   0  1 

42 

10 

30 

0,02 

0^ 

13 

195 

13 

3 

15i 

43 

10 

45 

13 

3  15 

43 

10 

45 

0.03 

0,45 

14 

210 

14 

3 

30 

44 

11 

0 

14 

3  30 

44 

11 

0 

0,04 

0,60 

15  225 

15 

3 

45 

45 

11 

15 

15 

3  45 

45 

11 

15 

0,05 

0,75 

16 

240 

16 

4 

0 

46 

11 

30 

16 

4   0 

46 

11 

30 

0,06 

0.90 

17  ■  255 

1 

17 

4 

15  \  47 

11 

45 

17 

.4  15 

47 

11 

45 

0,07 

1,(Ä 

18  '  270 

18 

4 

30  48 

12 

0 

18 

4  30 

48 

12 

0 

0,08 

'  I,^ 

19 

285 

19 

4 

45  \ 

49 

12 

15 

19 

4  45  i 

49 

12 

15 

0,09 

•  1,35 

20 

300 

20 

5 

o' 

50 

12 

30 

20 

5   0  \ 

1 

50 

12 

30 

1 
21  315 

21 

5 

15  i  51 

12 

45 

21 

5  15 

51 

12 

45 

22  i  330 

22 

5 

30,  52 

13 

0 

22 

5  30 

52 

13 

0 

23  '  345 

23 

5 

45 

|53 

13 

15 

23 

5  45  < 

53 

13 

15 

24  '  360 

24 

6 

0  1  54 

13 

30 

24 

6   0  , 

54 

13 

30 

i 

i 

25 

6 

15  '  55 

1 

13 

45 

25 

6  15  , 

55  , 

13 

45 

26 

6 

30  56 

14 

0 

26 

6  30  ■ 

56' 

14 

0 

• 

27 

6 

45  1  57 

14 

15 

27 

6  45  ! 

57 

14 

15 

1 
1 

28 

7 

0  ,  58 

14 

30 

28 

7   0 

1 

58 

14 

30 

! 

29 

7 

15  ,  59 

14 

45 

29 

7  15 

59 

14 

45 

30 

7 

30 

GO 

t 

15 

0 

30 

7  30 

1 

60 

15 

0 
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X.    Tafel  zur  Verwandlung  des  Bogens  in  die  Zeit. 


0 

Zeit 

/ 

Zeit 

r 

/ 

Zeit 

// 

Zeit 

" 

Zeit 

tt 

Zeit 

h  m 

m  8 

1 

1 

m  s 

« 

1 

S      ' 

8 

1 

0  4 

1 

0  4 

31 

2  4 

1 

0,07 

31 

2,07 

0,1 

0,01 

2 

0  8 

2 

0  8 

32 

2  8 

2 

0,13 

32 

2,13 

0,2 

0,01 

3 

0  12 

3 

0  12 

33 

2  12 

3 

.  0,20 

33 

2,20 

0,3 

0,02 

4 

0  16 

4 

0  16 

34 

2  16 

4 

'  0,27 

34 

2,27 

0,4 

0,03 

5 

0  20 

5 

0  20 

36 

2  20 

5 

'0,33 

35 

2,33 

0,5 

0,03 

6 

0  24 

6 

0  24 

36 

2  24 

6 

0,40 

36 

2,40 

0,6 

0,04 

7 

0  28 

7 

0  28 

37 

2  28 

7 

0,47 

37 

1 

2,47 

0,7 

0,05 

8 

0  32 

8 

0  32 

38 

2  32 

8 

0,53 

'  38 

2,63 

0,8 

0,05 

9 

0  36 

9 

0  36 

39 

2  36 

9 

0,60 

1  39 

2,60 

0,9 

0,06 

10 

0  40 

10 

040 

40 

2  40 

10 

0.67 

40 

2,67 

1,0 

0,07 

20 

1  20 

11 

0  44 

41 

2  44 

11 

0,73 

41 

2,73 

30 

2  0 

12 

0  48 

42 

2  48 

12 

0,80 

i  42 

1 

2,80 

40 

2  40 

13 

0  52 

43 

2  52 

13 

0,87 

1  43 

2,87 

50 

3  20 

14 

0  56 

44 

2  56 

14 

0,93 

44 

2,93 

60 

4  0 

15 

1  0 

45 

3  0 

15 

1,00 

45 

3,00 

70 

4  40 

16 

1 

1  4 

46 

3  4 

16 

1,07 

46 

3,07 

80 

5  20 

17 

1 

1  8 

47 

3  8 

17 

1,03 

'      1 

;  47 

3,13 

90 

6  0 

18 

1  12 

48 

3  12 

18 

1,20 

48 

3,20 

100 

6  40 

19 

1  16 

49 

3  16 

19 

1,27 

49 

3,27 

200 

13  20 

20 

1  20 

50; 

3  20 

20 

1,33 

50 

3,33 

300 

20  0 

21 

1  24 

öl ; 

3  24 

21 

1,40 

51 

3,40 

22 

1  28 

82 

3  28 

22 

1,47 

52 

3,47 

1 
1 

23 

1  32  i 

1 

53 

3  32 

23 

1,53 

53 

3,53 

1 

24 

1  36 

54 

3  36 

24 

1,60 

54 

3,60 

1 

25 

1  40  1 

1 

55 

3  40 

25. 

1,67  ! 

55 

1 

3,67 

1 
1 

1 

26 

1 
1  44 

56 

3  44 

26 

1,73 

!  56 

3,73 

i 

27 

1  48 

|ö7 

3  48 

27 

1,80  , 

57 

3,80 

28 

1  52 

58 

3  52 

28 

1,87 

58 

3,87 

29 

1  56 

59 

3  56 

29 

1,93 

59 

3,93 

30 

2  0 

t 

60 

4  0 

30 

2,00 

1 

60 

1 

4,00 

63 
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XL    Tafel  zur  Verwandlung  der  mittleren  Zeit  in 

Sternzeit. 


Reduct. 

+ 


Mittl.  Z. 


Reduct. 

+ 


Mittl.  Z. 


Reduct. 

+ 


MittL  Z. 


Reduct 

+ 


I 


MittL  L 


0* 


3 


0* 
10 
20 
30 
40 
50 


0 
10 
20 
30 
40 
50 


0 
10 
20 
30 
40 
50 


0 
10 
20 
30 
40 
50 


O'^  0*"  0* 


1 
2 
8 

4 
6 


6 
7 
8 
9 
10 
11 


0  52 

1  45 

2  37 

3  30 

4  22 


5 
6 


15 

7 


6  59 

7  52 

8  44 

9  37 


12  10  29 

13  11  21 

14  12  14 

15  13  6 

16  13  59 

17  14  51 


18  15  44 

19  16  36 

20  17  28 

21  18  21 

22  19  13 

23  20  6 


0,1* 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0.9 


1,0 

1,1 
1.2 
1,3 
1.4 
1.5 
1.6 
1,7 
1.8 
1,9 

2,0 

2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 

3,0 

3,1 
3,2 
3,8 
3.4 
3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 


0*~  0* 
0  37 


1 
1 
2 
3 
3 
4 
4 
5 


13 
50 
26 
3 
39 
16 
52 
29 


6  5 

6  42 

7  18 

7  55 

8  81 

9  8 
9  44 

10  21 

10  57 

11  34 

12  10 

12  47 

13  23 

14  0 

14  36 

15  13 

15  49 

16  26 

17  2 

17  39 

18  16 

18  -53 

19  29 

20  6 

20  42 

21  19 

21  55 

22  32 

23  8 
23  45 


4.0* 

4,1 
4,2 
4,3 
4,4 
4,5 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 

5,0 
5.1 
5,2 
5,3 
5,4 
5,5 
5,6 
5,7 
5.8 
5,9 

6,0 

6.1 
6,2 

6,3. 

6,4 

6,5 

6,6 

6,7 

6,8 

6,9 

7,0 

7,1 
7,2 
7,3 

7,4 
7,5 
7,6 

7,7 
7,8 
7,9 


24~  21* 

:  24  58 

25  34 

26  11 

26  47 

27  24 

28  0 

28  37 

29  13 

29  50 

30  26 

31  3 

31  39 

82  16 

32  52 

83  29 

84  5 

84  42 

85  18 
35  55 


36  31 

87  8 

87  44 

88  21 

88  57 

89  84 
40  10 

40  47 

41  23 

42  0 

42  37 

43  14 

43  50 

44  27 

45  3 

45  40 

46  16 

46  53 

47  29 

48  6 


8,0* 

8,1 

8,2 

8,3 

8,4 

8,5 

8,6 

8.7 

8,8 

8,9 

9,0 
9,1 
9,2 
9,3 
9,4 
9,5 
9,6 
9,7 
9,8 
9,9 


0,01* 
2 
3 

4 
6 
6 
7 
8 
9 


48"  42* 

49  19 

49  » 

50  32 
'  51  8 
I  51  45 
-  52  21 

52  38 

53  34 

54  11 

54  47 

55  34 

56  0 
66  57 

57  13 
57  50 

58  as 

>  59  3 

I  59  39 

60  16 

I 


0  7 

0  11 

0  IS 

0  Id 

0  £ 

0  äS 

0  2^ 

0  33 

0  37 
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XII,    Tafel  zur  Verwandlung  der  Sternzeit    in  mitt- 
lere Zeit. 


Reduct. 


Sternzeit 


Reduct. 


Steinzeit 


Reduct 


Stemzeit 


Reduct. 


Sternzeit 


0"*  0' 
10 
20 
30 
40 
50 


0 
10 
20 
80 
40 
50 


0 
10 
20 
30 
40 
50 


0 
10 
20 
30 
40 
50 
60 


112 

2  2    5 

3  3    7 

4  4  10 

5  5  12 


6  6  15 

7  7  17 

8  8  19 

9  9  22 

10  10  24 

11  11  27 


12  12  29 

13  13  31 

14  14  34 

15  15  36 

16  16  39 

17  17  41 


18  18  44 

19  19  46 

20  20  48 

21  21  51 

22  22  53 

23  23  56 

24  24  58 


0,0' 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

1,1 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1.7 

1,& 
1*9 

2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 

3,0 

3,1 
3,2 
3,3 
3.4 
8,5 
3.6 
3,7 
3,8 
3,9 


0     37 


1 
1 
2 
3 
3 
4 
4 
5 

6 
6 
7 
7 
8 
9 
9 

10 
10 
11 

12 
12 
13 
14 
14 
15 
15 
16 
17 
17 

18 
18 
19 
20 
20 
21 
21 
22 
23 
23 


13 
50 
26 
3 
40 
16 
53 
30 

6 
43 
19 
56 
32 

9 
46 
22 
59 
36 

12 
49 
25 

2 
38 
15 
52 
28 

5 
42 

19 
56 
32 
9 
45 
22 
59 
35 
12 
49 


4,0' 

4,1 
4,2 
4,3 
4,4 
4,5 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 

5,0 
5,1 
5,2 
5,3 
5,4 
5,6 
5,6 
5,7 
5,8 
5,9 

6,0 

6,1 
6,2 
6,3 
6,4 
6,5 
6,6 
6,7 
6,8 
6,9 

7,0 

7,1 
7,2 

7,3 
7,4 
7.5 
7,6 
7,7 
7,8 
7,9 


24~  25' 

25  2 

25  38 

26  15 

26  51 

27  28 

28  5 

28  41 

29  18 
29  55 


30 
31 
31 
32 
32 
33 
34 
84 
35 
36 

36 
37 
37 
38 
39 
39 
40 
40 
41 
42 

42 
43 
43 
44 
45 
45 
46 
47 
47 
48 


31 
8 
44 
21 
57 
34 
11 
47 
24 
1 

37 
14 
50 
27 

3 
40 
17 
53 
30 

7 

44 
21 
57 
34 
10 
47 
24 
0 
37 
14 


8,0' 

8,1 
8.2 
8,3 

8,4 
8,5 
8.6 
8,7 
8,8 
8,9 

9,0 

9,1 
.9,2 
9,3 
9,4 
9,5 
9,6 
9,7 
9,8 
9,9 


0,01 
0,02 
0,03 
0,04 
0,05 
0,06 
0,07 
0,08 
0,09 
0,10 


48»^  50' 

49  27 

50  3 

50  40 

51  16 

51  53 

52  30 

53  6 

53  43 

54  20 


54 
55 
56 
56 
57 
57 
58 
59 
59 
60 


0 


im 


56 
33 
9 
46 
22 
59 
36 
12 
49 
26 


4' 
7 
11 
15 
18 
22 
26 
29 
33 
37 


n 
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XIII.    Tafel    zur   Verwandlung  der  Tage    in   Theile   des 

Jahres. 


s 

O 

1 

bD 

Eh 

9 

? 

H 

es 

H 

:0S 

H 

1 

u 

< 

•s 

1^ 

es 
H 

a 

1 

0 

•0000 

31 

•0849 

60 

•1643 

91 

•2492 

1 
121 

•3313 

152 

•4162 

2 

1 

•0027 

32 

•0876 

61 

•1670 

92 

•2519 

122 

•3340 

153 

-4189 

3 

2 

•0055 

33  1 

•0904 

62 

•1698 

93 

•2546 

123. 

•3366 

154 

•4216 

4 

3 

•0082 

34 

•0931 

63 

•1725 

94 

•2574 

124 

•3395 

155 

-4244 

5 

4 

•0110 

35 

•0958 

64 

•1752 

95 

•2601 

125 

•3422 

156 

•4271 

6 

5 

•0137 

36 

•0986 

65 

•1780 

96 

•2628 

126 

•3450 

157 

•4299 

7 

6 

•0164 

37 

•1013 

66 

•1807 

97 

•2656 

127 

•3477 

158 

•4326 

8 

7 

•0192 

38  , 

•1040 

67 

•1834 

98 

•2683 

128 

•3504 

159 

•4353 

9 

8 

1 

•0219 

39  1 

•1068 

68 

•1862 

99 

•2711 

129 

■3532 

160 

1  -4381 

10 

1 

9  1 

•0246 

40  ' 

•1095 

69 

•1889 

100 

•2738 

130 

•3559 

161 

,  -4408 

11 

10  1 

•0274 

41  ! 

•1123 

70 

•1917 

101 

•2765 

131 

•3587 

162 

-4435 

12 

11  1 

•0301 

42 

•1150 

71 

•1944 

102 

•2793 

132  1 

1 

•3614 

163 

•4463 

13 

12 

•0329 

43  1 

•1177 

72 

•1971 

103 

•2820 

133 

•3641 

164 

•4490 

14 

13 ; 

•  0356 

44 

•1205 

73 

•1999 

104 

•2847 

134: 

•3669 

165 

-4518 

15 

14 

1 

•0383 

45 

•1232 

74 

•2026 

105 

•2875 

135 

•3696 

166 

•4545 

16 

15 

•0411 

46 

•1259 

75 

•2053 

106 

•2902 

1361 

•3724 

167 

•4572 

17 

16 

•0438 

47 

•1287 

76 

•2081 

107 

•2930 

137 

•  3751 

168 

•4600 

18 

17 

•0465 

48 

•1314 

77 

•2108 

108 

•2957 

138  t 

•3778 

169 

4627 

19 

18 

•0493 

49 

•1342 

78 

•2136 

109 

•2984 

139 

•3806 

170 

-4654 

20 

19 

•0520 

50 

•1369 

79 

•2163 

110 

•3012 

1401 

•3833 

171 

•4682 

21 

20 

•0548 

51 

•1396 

80 

•2190 

111 

•3039 

141' 

•3860 

172 

•4709 

22 

21 

•0575 

52 

•1424 

81 

•2218 

112 

•3066 

142 

•3888 

173 

•4737 

23 

22 

•0602 

53 

•1451 

82 

•2245 

113 

•3094 

143 

•3915 

174 

•4764 

24 

23 

•0630 

54 

•1478 

83 

•2272 

114 

•3121 

144 

•3943 

175 

4791 

25 

24 

•0657 

55 

•1506 

84 

•2300 

115 

•3149 

145 

•3970 

.176 

•4819 

26 

25 

•0684 

56 

•1533 

85 

•2327 

116 

•3176 

146 

•3997 

177 

•4846 

27 

26 

•0712 

57 

•1561 

86 

•2355 

117 

•3203 

147 

•4025 

178 

•4873 

28 

27 

•0739 

58  i 

•1588 

87 

•2382 

118 

•3231 

148 

•4052 

179 

!  "töOl 

29 

28 

•0767 

59 

•1615 

88 

•2409 

119 

•3258 

149 

•4079 

180 

•49K 

30 

29 

•0794 

89 

•2437 

120 

•3285 

150 

•4107 

181 

•4956 

31 

30 

1 

•0821 

i 

90 

•2464 

1 

151 

•4134 

1 
1 
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XIV.    Tafel  zur    Verwandlung    der    Tage    in    Theile 

des  Jahres: 


CS 

o 

OS 

H 

'S 

es 

m 

& 

s 

< 

CO 

bc 

03 

H 

o 
'S 

O 

Tag 

Vi 

& 

> 
O 

1 
b£ 

1 

s 

O 

1 

182 

•4983 

213 

•5832 

244 

•6681 

274 

•7502 

306  ' 

'8351 

335  ' 

9172 

2 

183 

•5010 

214 

•5859 

245 

•6708 

275 

•7529 

306  • 

8378 

336  ' 

•9199 

3 

184 

•5038 

215 

•5887 

246 

•6735 

276 

•7557 

307 

•8405 

337  ' 

'9227 

4 

185' 

•6065 

216 

•5914 

247 

•6763 

277 

•7584 

308  ' 

•8433 

338  ' 

•9254 

5 

186 

•5093 

217 

•5941 

248 

•6790 

278 

•7611 

309  ' 

'8460 

339 

•9282 

6 

187 

•5120 

218 

•5969 

249 

•6817 

279 

•7639 

310 

'8488 

340 

•9309 

7 

188 

•5147 

219 

•5996 

250 

•6845 

280 

•7666 

311  ' 

8515 

341 

9336 

8 

189 

•5175 

220 

•6023 

251 

•6872 

281 

•7694 

312 

•8542 

342 

•9364 

9 

190 

•5202 

221 

•6051 

252 

•6900 

282 

•7721 

313  • 

8570 

343 

•9391 

10 

191 

•5229 

222 

•6078 

253 

•6927 

283 

•7748 

314 

'8597 

344 

■9418 

11 

192 

•5257 

223 

•6106 

254 

•6954 

284 

•7776 

315 

-8624 

345 

•9446 

12 

193 

•5284 

224 

•6133 

255 

•6982 

285 

•7803 

316 

'8652 

346 

•9473 

13 

194 

-5312 

225 

•6160 

256 

•7009 

286 

•7830 

317 

'8679 

347 

•9501 

14 

195 

•5339 

226 

•.6188 

257 

•7036 

287 

•7858 

318 

•8707 

348 

'9528 

15 

196 

•5366 

227 

•6215 

258 

•7064 

288 

•7885 

319 

8734 

349 

•9555 

16 

197! 

•,5394 

228; 

•6242 

2591 

•7091 

289 

•7913 

320  ' 

•8761 

350 

•9583 

17 

198 

•5421 

229 

•6270 

260 

•7119 

290 

•7940 

321 

•8789 

351  - 

'9610 

18 

199 

•5448 

230 

•6297 

261 

•7146 

291 

•7967 

322 

•8816 

352 

'9637 

19 

2"bo 

•5476 

231 

•6325 

262 

•7173 

292 

•7995 

323  ' 

•8843 

353 

•9665 

20 

201 

•5503 

232 

•6352 

263 

•7201 

293 

•8022 

324 

•8871 

354 

•9692 

21 

202 

•5531 

233 

•6379 

264 

•7228 

294 

•8049 

326 

•8898 

355 

9720 

22 

203 

•5558 

234 

•6407 

266 

•7255 

295 

•8077 

326 

•8926 

t 

356  • 

9747 

23 

204 

•5585 

235 

•6434 

266 

•7283 

296 

•8104 

327 

•8953 

357 

'9774 

24 

205 

•5613 

236 

•6461 

267 

•7310 

297 

•8132 

328 

1 

'8980 

358'  ' 

1 

'9802 

25 

206 

•5640 

237 

•6489 

268 

•7338 

298 

•8159 

329 

•9008 

359 

■9829 

26 

207 

•5667 

238 

•6516 

269 

•7365 

299 

•8186 

330 

'9035 

360 

'9856 

27 

208 

•5695 

239 

•6544 

270 

•7392 

300 

•8214 

331  ■ 

'9062 

361 

'9884 

28 

209 

•5722 

240 

•6571 

271 

•7420 

301 

•8241 

332  ■ 

9090 

362;  ■ 

9911 

29 

•210 

•5750 

241 

•6598 

272 

•7447 

302 

•8268 

333  • 

9117 

363  ' 

9939 

30 

211 

•5777 

242 

•6626 

273 

•7474 

303 

•8296 

334  ' 

9145 

364  • 

9966 

31 

212 

5804 

• 

243 

1 

•6653 

304 

•8323 

1 

1 

365 
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XV.    Tafel  zur  Verwandlung  von  Stunden,  Minuten 
und  Secunden  in  Theile  des  Tages. 


h    i   d 

t 

m 

d 

m 

d 

8 

d 

8 

1 

d 

1 

0,041667 

1 

0,000694 

31 

0,021528 

1 

0,000012 

31 

0,000359 

2 

0,083333 

2 

0,001389 

32 

0,022222 

2 

0,000023 

32 

0,000370 

8 

0,125000 

3 

0,002083 

33 

0,022917 

3 

0,000035 

33 

0,00(^$82 

4 

0,166667 

4 

0,002778 

34 

0,023611 

4 

0,000046 

34 

0,(10a394 

5 

0,208333 

5 

0,003472 

35 

0,024305 

5 

0,000058 

35 

0,000405 

(i 

0,250000 

6 

0,004167 

36 

0,025000 

6 

0,000069 

36 

0,000417 

7 

0,291667 

7 

0,004861 

37 

0,025694 

7 

0,000081 

37 

0,000128 

8 

0,333333 

8 

0,005556 

38 

0,026389 

8 

0,000093 

38 

0,000440 

9 

0,375000 

9 

0,006250 

39 

0,027083 

9 

0,000104 

39 

0,000451 

10 

0,416667 

10 

0,006944 

40 

0,027778 

10 

0,000116 

40 

0,000463 

11 

0,458333 

11 

0,007639 

41 

0,028472 

11 

0,000127 

41 

0,000475 

12 

0,500000 

12 

0,008333 

42 

0,029167 

12 

0,000134 

42 

0,000468 

13 

0,541667 

13 

0,009028 

43 

0,029861 

13 

0,000150 

43 

0.0001») 

14 

0,583333 

14 

0,009722 

44 

0,030556 

14 

0,000162 

44 

0,000509 

15 

0,625000 

15 

0,010417 

45 

0,031250 

15 

0.000174 

45 

0,000521 

IG 

0,656667 

16 

0,011111 

46 

0,031944 

16 

0,000185 

46 

0,000532 

17 

0,708333 

17 

0,011805 

47 

0,032639 

17 

0,000197 

47 

0,000544 

18 

0,750000 

18 

0,012500 

48 

0,033333 

18 

0,000206 

48 

0.000556 

19 

0,791667 

19 

0,013194 

49 

0,034027 

19 

0,000220 

49 

OA)005*;7 

20 

0,833333 

20 

0,013889 

50 

0,034722 

20 

0,000231 

50 

0,000579 

21 

0,875000 

21 

0,014583. 

51 

0,035417 

21 

0,000243 

51 

o,oon6»> 

22 

0,916667 

22 

0,015277 

52 

0,036111 

22 

0,000255 

52 

0,000600 

23 
1 

0,958333 

23 

0,015972 

53 

0,036805 

23 

0,000266 

53 

0.00061S 

24 
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24 

0,016667 

54 

0,037500 

24 

1 

0,000278 

54 

000^625 

25 

0,017361 

55 

0,038194 

25 

1 

0,000290 

oö 

0,000637 

1 

26 

0,018055 

56 

0,038889 

26 

0,000301 

56 

0,OOOSI8 

27 

0,018750 

57 

0,039583 

27 

0,000313 

57 

0,0006^ 

1 
i 

28 

0,019444 

58 

0,040278 

28 

0,000324 

58 

aiXKKTl 

29 

0,020139 

59 

0,040972 

29 

0,00(^36 

59 

04l0üf;t>$ 

30 

0,020823 

60 

0,041667 

30 

0,000347 

eil 

aoooäM 

r 


TafelD. 


1001 


VI.    Tafel  zur  Verwandlung  von  Reaumur- 
älsius-Fahrenheit  und  von   Pariser   Maass 

in  Metermaass. 


XVII.    Tafel  für 
Kimmtiefe. 


Fahren- 

Pariser 

Milli- 

iaainiir 

Celsius 

Celsius 

Zoll  und 

heit 

Linien 

meter 

Grad 

Grad 

Grad 

Grad 

n      m 

mm 

0 

0,00 

+  14 

—  10,0 

26      0 

703,8 

1 

1,25 

16 

8,9 

1 

706,1 

2 

2,Ö0 

18 

7,8 

2 

708,3 

3 

3,75 

20 

6,7 

3 

710,6 

4 

5,00 

22 

5,6 

4 

712,8 

5 

6,25 

24 

4,4 

5 

715,1 

6 

7,50 

20 

3,3 

6 

717,4 

7 

8,75 

28 

2,2 

7 

719,6 

8 

10,00 

30 

-    1,1 

8 

721,9 

9 

11,25 

32 

0,0 

9 

724,1 

34 

+    1,1 

10 

726,4 

10 
11 
12 

12,50 
13,75 
15  00 

36 
38 
40 

2,2 
3,3 
4,4 

11 
27      0 

728,6 
730,9 

Jl  ^ 

13 
14 
15 
16 
17 

16,25 
17,50 
18,75 
20,00 
21,25 
22,50 
23,75 

42 
44 
46 

48 
50 

5,6 
6,7 

7,8 

H,9 
10,0 

1 
2 
3 
4 
5 

733,1 
735,4 
737,7 
739,9 
742,2 

18 
19 

52 
54 
56 

11,1 
12,2 

13,3 

6 
7 

8 

744,4 
746,7 
748,9 

58 

14,4 

9 

751,2 

20 

25,00 

60 

15,6 

10 

753,4 

21 

26,25 

62 

16,7 

11 

755,7 

22 

.   27,50 

64 

17,8 

23 

28.75 

66 

18,9 

28      0 

758.0 

24 

30,00 

68 

20,0 

1 

760,2 

25 

31.25 

70 

21,1 

2 

762,5 

26 

82,50 

72 

22,2 

3 

764,7 

27 

33.76 

74 

23,3 

4 

767,0 

28 

85,00 

76 

24,4 

5 

769,2 

29 

36,25 

78 

25,6 

6 

771,5 

80 

26,7 

7 

773,7 

30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 

37,50 
38,76 
40,00 
41,25 
42,50 
43,75 
46,00 
46,25 

82 
84 
86 
*88 
90 
92 
94 
+  96 

27,8 
28,9 
30,0 
31,1 
32,2 
33,3 
34,4 
+  35,6 

8 

9 

10 

11 

29      0 
1 
2 

776,0 
778,3 
780,5 

782,8 

785,0 
787,3 
789,5 

38 

47,50 

Höhe  des 

Auges  in 

Metern 


Kimmtiefe 


m 


tt 


0,5 

1 

15 

1,0 

1 

47 

1,5 

2 

11 

2,0 

2 

31 

2,5 

2 

49 

3,0 

3 

5 

3,5 

3 

20 

4,0 

3 

33 

4.6 

3 

46 

5,0 

3 

59 

5,5 

4 

10 

6.0 

4 

21 

6,5 

4 

32 

7,0 

4 

42 

7,5 

4 

52 

8,0 

5 

2 

8,5 

5 

U 

9,0 

5 

20 

9,5 

5 

2) 

10,0 

5 

38 

10,5 

5 

46 

11,0 

5 

54 

11,5 

6 

2 

12.0 

6 

10 

12,5 

6 

17 

13,0 

6 

25 

13,5 

6 

32 

14,0 

6 

3^ 

14,5 

6 

46 

15,0 

6 

53 

15,5 

7 

0 

16,0 

7 

7 

16,5 

7 

14 

17,0 

7 

20 

17,5 

7 

27 

18,0 

7 

33 

18,5 

7 

39 

19,0 

7 

45 

19,5 

7 

51 

20,0 

i 

57 

1002 


Tafeln. 


XVIII.     Verwandlung  der  Decimaltheile  des  Grades  in 
Minuten  und  Secunden,  und  umgekehrt 


Grade 

Min. 

See. 

Grade 

Min. 

1 

See. 

Grade  .  See. 

1 

0,00 

0 

0 

0,50 
51 

30 

0 

0,0000 '   0 

Ol 

0 

36 

30 

36 

3    1 

02 

1 

12 

52 

31 

12 

6'   2 

03 

I 

48 

53 

31 

48 

8i   3 

04 

2 

24 

54 

32 

24 

Hl   4 

05 

3 

0 

55 

33 

0 

14    5 

06 

3 

36 

56 

83 

36 

17 1   6 

07 

4 

12 

57 

34 

12 

19    7 

OS 

4 

48 

58 

34 

48 

22    8 

09 

5 

24 

59 

35 

24 

25    9 

0,10 

6 
6 

0 
36 

0,60 
61 

36 

0 

0,0028   10 

11 

36 

36 

31   11 

12 

7 

12 

62 

37 

12 

33   12 

13 

7 

48 

63 

37 

48 

36'   13 

14 

8 

24 

64 

.30 

24 

39   14 

15 

9 

0 

65 

39 

0 

42   15 

IG 

9 

36- 

66 

39 

36 

44   16 

17 

10 

12 

67 

40 

12 

47   17 

18 

10 

48 

68 

40 

48 

50   18 

19 

11 

24 

69 

41 

24 

53   19 

0,20 

12 
12 

0 
36 

0,70 
71 

42 

0 
36 

0,0056   20 

21 

42 

58 1   21 

22 

13 

12 

72 

43 

12 

61   22 

23 

13 

48 

73 

43 

48 

64   23 

24 

14 

24 

74 

44 

24 

67.   24 

25 

15 

0 

75 

45 

0 

69,   25 

26 

15 

36 

76 

45 

36 

72   26 

27 

16 

12 

77 

46 

12 

75   27 

•28 

16 

48 

78 

46 

48 

78   28 

29 

17 

18  - 

24 
0 

79 
0,80 

47 

48 

24 

Hl    29 

0,30 

0 

0,0083   30 

31 

18 

36 

81 

48 

36 

0066   31 

32 

19 

12 

82 

49 

12 

0089   32 

33 

19 

48 

83 

49 

48 

0092!   33 

34 

20 

24 

84 

50 

24 

(X)94   34 

35 

21 

0 

85 

51 

0 

0097   S5 

36 

21 

36 

86 

51 

36 

0100   36 

37 

22 

12 

87 

52 

12 

38 

22 

48 

88 

52 

48 

39 

23 
24 
24 

24 

0 

36 

89 

0,90 

91 

53 
54 

24 

0,40 

0 

\ 

41 

54 

36 

42 

25 

12 

92 

55 

12 

43 

25 

48 

93 

55 

48 

44 

26 

24 

94 

56 

24 

45 

27 

0 

95 

57 

0 

4(5 

27 

36 

96 

57 

36 

47 

28 

12 

97 

58 

12 

48 

28 

48 

98 

58 

48 

49 

29 
30 

24 

99 
1,00 

59 
60 

24 

0,50 

0 

0 
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XX.    Tafel  der  Präcession  in  Declination. 


a 

Präc. 

a 

Fräcession  ist  -|- 

in  d 

Präcession  ist 

— 

QÄ  0** 

24Ä  Qfn 

20,1" 

12* 

Ql» 

12* 

0* 

0.  20 

23   40 

20,0 

11 

40 

12 

20 

0   40 

23   20 

19,7 

11 

20   i 

! 

12 

40 

1    0 

23    0 

19,4 

11 

0   ; 

13 

0 

1   20 

22   40 

18,8 

10 

40 

13 

20 

1   40 

22   20 

18,2 

10 

20 

1 

13 

40 

2    0 

22    0 

17,4 

10 

1 

0 

14 

0 

2   20 

21   40 

16,4 

9 

40 

14 

20 

2   40 

21   20 

15,4 

9 

20 

14 

40 

3    0 

21    0 

14,2 

9 

0 

15 

0 

3   20 

20   40 

12,9 

8 

40 

15 

20 

3   40 

20   20 

11,5 

8 

20 

15 

40 

4    0 

20    0 

10,0 

8 

0 

16 

1 

0 

4   20 

19   40 

8,5 

7 

40 

;  16 

20 

4   40 

19   20 

6,9 

7 

20 

16 

40 

5    0 

19    0 

5,2 

7 

0 

17 

0 

5   20 

18   40 

3,5 

6 

40 

.  17 

20 

5   40 

18   20 

1,7 

6 

20 

17 

40 

6    0 

18    0 

0,0 

6 

0 

18 

0 

XXJ.    Tafel  der  mittleren  Refraction, 
(Für  0,760  m  UDd  +  10»  C.) 


18  23,1 

7  97,1 
16  54,2 
16  14.1 
15  36,7 
15  1,6 
14  28,7 
13  57,9 
13  28,9 
13  1,6 
12  35,9 
12  11,7 
11  48,8 
11  27,2 
U  6,7 
10  47,3 
10  28,9 
10  U,4 

9  54,8 
9  39,0 
9  23,9 
9    9,6 

8  55,9 
8  42,8 
8  30,3 
8  18,3 
8  6,9 
7  55,9 
7  45,4 
7  35,3 
7  25,6 
7  16,3 
7  7,3 
6  58,7 
6  50,4 
6  42,4 
6  84,7 
6  27,2 
6  20,1 
6  13.1 


9" 

0" 

10 

20 

30 

40 

50 

10 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

11 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

12 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

13 

0 

10 

20 

80 

40 

50 

14 

0 

15 

0 

16 

0 

17 

0 

18 

0 

19 

0 

20 

0 

21 

0 

22 

0 

23 

0 

24 

0 

25 

0 

26 

0 

27 

0 

28 

0 

0 

30 

0 

31 

0 

32 

0 

33 

0 

34 

0 

35 

0 

36 

0 

37 

0 

38 

0 

5  36,0 

5  30,5 

5  25,2 

5  20,0 

5  ],'i,0 

5  10,1 

5  5,4 

5  0,8 

4  66,3 

4  51,9 

4  47,7 

4  43,5 

4  39.5 

4  35i6 

4  31,8 

4  28,1 


1  54,0 
1  49,3 
1  44,8 


0,97 
0,90 
0,84 
0,79 
0,74 


0,53 
0,50 
0,48 
0,46 


1'  14,5" 
1  11,9 
1  9,4 
1  7,0 
1  4,7 
1  2.5 
1  0,3 
0  58,3 
0  56,3 
0  54,3 
0  52,5 
0  50,7 
0  48,9 
0  47,2 
0  45,5 
0  43,9 
5  42,3 
0  40,8 
0  39,3 
0  37,9 
0  36,4 
0  35,0 
0  33,7 
0  32,3 
0  31,0 
0  29,7 
0  28.4 
0  27,2 
0  26,0 
0  24,8 
0  23,6 
0  22,4 
0  21,2 
0  20,1 
0  18,9 
0  17,8 
0  16,7 
0  15.6 
0  14,5 
0  13,5 
0  12.4 
0  11.3 
0  10,3 
0  9,2 
0  8,2 
0     7,2 


0,44" 
0,42 

0,40 


0,26 
0,26 
0,24 


0,20 
0.19 
0.19 
0,19 
0,19 
0,19 
0,18 
0,18 
0,18 
0,18 
0.18 
0,18 
0,18 
0,17 
0.17 
0,17 
0,17 
0,17 
0,17 
0,17 
0.17 
0,17 
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XXII.    Barometercorrection  für  Refraction. 

(Luftdruck  in  MillimeterD.) 


Baro- 

Baro- 

Baro- 

Baro- 

meter 

A 

meter 

A 

meter 

A 

meter 

.1 

1 

mm 

mm 

mm 

mm 

630 

0,829 

670 

0,882 

710 

0,934 

750 

^^ 

631 

830 

671 

883 

711 

936 

751 

988 

632 

832 

672 

884 

712 

937 

752 

989 

633 

833 

678 

885 

713 

938 

753 

991 

634 

834 

674 

887 

714 

939 

754 

992 

635 

0.835 

675 

0,888 

715 

0,941 

755 

0,993 

636 

837 

676 

889 

716 

942 

756 

1   995 

637 

838 

677 

891 

717 

943 

757 

QQA 

638 

839 

678 

892 

718 

945 

758 

997 

639 

841 

679 

893 

719 

946 

759 

999 

640 

0,842 

680 

0,895 

720 

0,947 

760 

1,000 

641 

843 

681 

8% 

721 

949 

761 

Ol 

642 

845 

682 

897 

722 

950 

762 

03 

643 

846 

683 

899 

723 

951 

763 

04 

644 

847 

684 

900 

724 

953 

764 

05 

645 

0,849 

685 

0,901 

726 

0,954 

765 

1,007 

646 

850 

686 

903 

726 

955 

766 

08 

647 

851 

687 

904 

727 

957 

767 

09 

648 

853 

688 

905 

728 

958 

768 

11 

649 

854 

689 

907 

729 

959 

769 

12 

650 

0,855 

690 

0,908 

730 

0,961 

770 

1,013 

651 

857 

691 

909 

731 

962 

771 

14 

652 

858 

692 

910 

732 

963 

772 

16 

653 

859 

693 

912 

733 

964 

773 

17 

654 

860 

694 

913 

734 

966 

774 

18 

655 

0,862 

695 

0,914 

735 

0,967 

775 

1,020 

656 

863 

696 

916 

736 

968 

776 

21 

657 

864 

697 

917 

737 

970 

777 

22 

658 

866 

698 

918 

738 

971  . 

778 

24 

659 

867 

699 

920. 

739 

972 

779 

25 

660 

0,868 

700 

0,921 

740 

0,974 

780 

1,026 

661 

870 

701 

922 

741 

975 

781 

28 

662 

871 

702 

924 

742 

976 

782 

29 

663 

872 

703 

925 

743 

978 

783 

30 

664 

874 

704 

926 

744 

979 

784 

32 

665 

0,875 

705 

0,928 

745 

0,980 

785 

1,033 

666 

876 

706 

929 

746 

982 

786 

34 

667 

878 

707 

930 

747 

983 

787 

36 

668 

879 

708 

932 

748 

984 

788 

37 

669 

880 

1 

709 

933 

749 

986 

789 

l,aH8 

Tafeln. 


1007 


XXIII.    Thermometercorrection  der  Refraction. 

(Celsius.) 


Thermo- 

B 

Thermo- 

B 

meter 

meter 

—  290. 

1,168 

4-lP 

0,996 

28 

1,163 

12 

0,993 

27 

1,158 

13 

0,989 

26 

1,153 

14 

0,985 

26 

1,148 

15 

0,982 

—  24 

1,144 

+  16 

0,978 

23 

1,189 

17 

0,975 

22 

1,134 

18 

0,971 

21 

1,129 

19 

0,968 

20 

1,125 

20 

0,964 

—  19 

1,120 

+  21 

0,961 

18 

1,115 

22 

0,957 

17 

1,111 

23 

0,954 

16 

1,106 

24 

0,950 

15 

1,102 

25 

0,947 

—  14 

1,097 

+  26 

0.944 

13 

1,093 

27 

0;940 

12 

1,089 

28 

0,937 

11 

1,084 

29 

0,934 

10 

1,080 

30 

0,981 

-   9 

1,076 

+  31 

0,927 

8 

1,071 

32 

0,924 

7 

1,067 

33 

0,921 

6 

1,063 

34 

0,918 

5 

1,059 

35 

0,915 

—   4 

1,055 

+  36 

0,912 

3 

1,051 

37 

0,908 

2 

1,047 

38 

0,905 

1 

1,043 

39 

0,902 

0 

1,039 

40 

0,899 

+    1 

1,035 

+  41 

0,896 

2 

1,031 

42 

0,893 

3 

.    1,027 

43 

0,890 

4 

1,023 

44 

0,887 

5 

1,019 

45 

0,884 

+   6 

1,015 

+  46 

0,881 

7 

1,011 

47 

0,878 

8 

1,007 

48 

0,876 

9 

1,004 

49 

0,873 

+  10 

1,(X)0 

+  50 

0,870 
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XXIV.    Tafel  für  die  Mittagsverbesserung, 


Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

1*  0»» 

7,7297n 

7,7146 

2h   Om 

1 

7,7447» 

7,6823 

2 

7300 

7139 

2 

7454 

6807 

4 

7304 

7132 

4 

7461 

6702 

6 

7307 

7125 

6 

7468 

6776 

8 

7311 

7117 

8 

7475 

6759 

10 

7,7315 

7,7109 

10 

7,7482 

7,6743 

12 

7319 

7101 

12 

7490 

6726 

14 

7823 

7092 

14 

7497 

6708 

16 

7327 

7083 

16 

7505 

6691 

18 

7331 

7075 

18 

7513 

6673 

20 

7,7336 

7,7065 

20 

7,7521 

7,6654 

22 

7340 

7056 

22 

7529 

6635 

24 

7345 

7046 

24 

7537 

6616 

26 

7349 

7036 

26 

7545 

6597 

28 

7354 

7026 

28 

7553 

6577 

SO 

7,7369 

7,7015 

30 

7,7562 

7,fö56 

32 

7364 

7005 

32 

7570 

6536 

34 

7369 

6993 

34 

7579 

6514 

36 

7374 

6982 

36 

7588 

6493 

38 

7380 

6970 

38 

7597 

6471 

40 

7,7386 

7,6958 

40 

7,7606 

7,6448 

42 

7391 

6946 

42 

7615 

6425 

44 

7397 

6934 

44 

7624 

64(6 

46 

7403 

6921 

46 

7634 

6378 

48 

7409 

69(J8 

48 

7643 

'    6354 

50 

7,7415 

7,6894 

50 

7,7653 

7.6329 

52 

7421 

6881 

52 

7663 

6aiM 

54 

7428 

6867 

54 

7673 

627Ö 

56 

7434 

6852 

56 

76b3 

i\£fl 

58 

7411 

(»33 

58 

7693 

6>>5 

2   0 

7447 

6823 

3  0 

7703 

61JJ8 
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XXIV.    Tafel  für  die  Mittagsverbesserung  (Fortsetzung). 


Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

8A  Om 

7,7703n 

7,6198 

4*  0« 

7,8072n 

7,5062 

2 

7713 

6170 

2 

8086 

5010 

4 

7724 

6142 

4 

8101 

4957 

6 

7735 

6113 

6 

8116 

4902 

8 

7746 

6083 

8 

8130 

4846 

]0 

7,7756 

7,6063 

10 

7,8145 

7,4789 

12 

7767 

6023 

12 

8160 

4731 

14 

7779 

5991 

14 

8176 

4671 

16 

7790 

5959 

16 

8191 

4609 

18 

7801 

5927 

18 

8206 

4546 

20 

7,7813 

7,5894 

20 

7,8222 

7,4482 

22 

7825 

5860 

22 

8238 

4415 

24 

7836 

5825 

24 

8254 

4347 

26 

7848 

5790 

26 

8270 

4277 

28 

7860 

5754 

28 

8286 

4205 

30 

7,7878 

7,5717  , 

30 

7,8302 

7,4131 

82 

7885 

5680 

32 

8319 

4055 

34 

7890 

5641 

34 

8336 

3977 

36 

7910 

5602 

36 

8363 

3896 

38 

7928 

5662 

38 

8370 

3813 

40 

7,7936 

7,5522 

40  . 

7,8387 

7,3728 

42 

7949 

5480 

42 

8404 

3639 

44 

7962 

5437 

44 

8422 

3548 

46 

7975 

5394 

46 

8439 

3454 

48 

7089 

5350 

48 

8457 

3357 

50 

7,8002 

7,5304 

50 

7,8475 

7,3256 

52 

8010 

5258 

52 

8493 

3152 

54 

8030 

5211 

54 

8511 

3045 

56 

8044   ' 

5162 

56 

8530 

2933 

58 

8058 

5112 

58 

8548 

2817 

4  0 

7,8072 

7,5062 

5  0 

'  8,8567 

7,2697 

Lftska,  utatlietn.  Foruielnsammluiig. 
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XXV.    Tafel  für  die  Mitternachtsverbesserung. 


Log  A 

Log  B 

Log  A 

Log  B 

6^    Om 

7,9208 

B  =  0 

8*30» 

8,1726 

7,0571 

5 

7,9269 

6,2657 

35 

8,1843 

7,9803 

10 

7,9331 

6,5728 

40 

8,1963 

8,0043 

15 

7,9395 

6,7551 

45 

8,2085 

8,0277 

20 

7,9460 

6,8862 

50 

8,2212 

8,0008 

25 

7,9526 

6,9895 

55 

8,2341 

8,0739 

30 

7,9593 

7,0750 

9     0 

8,2474 

8,0969 

85 

7,9662 

7,1484 

5 

8,2611 

8,1199 

40 

7,9732 

7,2129 

10 

8,2752 

8,1428 

45 

7,9804 

7,2706 

15 

8,2897 

8,1658 

50 

7,9877 

7,3231 

20 

8,3046 

8,18^ 

55 

7,9952 

7,3712 

25 

8,3200 

8,2121 

7     0 

8,0028 

7,4158 

30 

83359 

8,2354 

5 

8,0106 

7,4575 

85 

8,3524 

8,2589 

10 

8,0186 

7,4967 

40 

8,3693 

8,2827 

15 

8,0267 

7,5338 

45 

8,3869 

8,3068 

20 

8,0350 

7,5690 

,      50 

8,4051 

8,3312 

25 

8,0435 

7,6027 

55 

8,4241 

8,3560 

30 

8,0521 

7,6349 

10     0 

8,4437 

8,3812 

85 

8,0610 

7,6660 

5 

8,4641 

8,4070 

40 

8,0700 

7,6959 

10 

8,4854 

8,4334 

45 

8,0792 

7,7249 

15 

8,6077 

8,4604 

50 

8,0887 

7,7531 

20 

8,5310 

8,4882 

55 

8,0983 

7,7805 

25 

8,5554 

8,5169 

8     0 

8,1082 

7,8072 

30 

8,5810 

8,5466 

5 

8,1183 

7,8333 

35 

8,6061 

8,5775 

10 

8,1287 

7,8589 

40 

8,6366 

8,6096 

15 

8,1393 

7,8840 

45 

8,6670 

8,6433 

20 

8,1501 

7,9087 

50 

8,6998 

8y6787 

25 

8,1612 

7,9330 

55 

8,7339 

8,7162 

80 

8,1726 

7,9571 

11     0 

9,7711 

8,7560 
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Tafel   XXVL 


(r)5  +  (r)»  = 

« 

(r)5  -  {r)3  = 

9 

S 

Jq 

(r) 

9 

Jq 

• 

1,31949 

0,900 

—0,13851 

1,32522. 

+  572 

0,901 

—  0,13766 

+    85 

1,33096 

574 

0,902 

—  0,13680 

86 

1,33672 

576 

0,903 

—  0,13593 

87 

1,34250 

.578 

0,904 

—  0,13505 

88 

1,34829 

579 

0,905 

—  0,13416 

89 

1,35411 

582 

0,906 

—  0,13326 

90 

1,35995 

584 

0,907 

—  0,13235 

91 

1,36582 

587 

0,908 

0,13143 

92 

1,37170 

-f  588 

0,909 

-0,13050 

+  93 

> 

1,37760 

+  590 

0,910 

—  0,12955 

+  95 

, 

1,38352 

592 

0,911 

—  0,12859 

96 

i 

1,38946 

594 

0,912 

—  0,12763 

96 

\ 

1,39542 

596 

0,913 

—  0,12666 

97 

L 

1,40140 

596 

0,914 

—  0,12568 

98 

> 

1,40741 

601 

0,915 

—  0,12469 

99 

•• 
3 

1,41344 

603 

0,916 

0,12369 

100 

7 

1,41949 

605 

0,917 

—  0,12268 

101 

3 

1,42556 

607 

0,918 

0,12166 

102 

d 

1,43165 

+  609 

0,919 

—  0,12063 

+  103 

0 

1,43777 

+  612 

0,920 

—  0,11959 

-f  104 

1 

1,44391 

614 

0,921 

—  0,11854 

105 

12 

1,45007 

616 

0,922 

—  0,11748 

106 

S 

1,45625 

618 

0,923 

—  0,11641 

107 

24 

1,46245 

620 

0,924 

—  0,11533 

108 

i5 

1,46867 

622 

0,925 

—  0,11424 

109 

26 

1,47490 

623 

0,926 

—  0,11315 

109 

27 

1,48116 

626 

0,927 

—  0,11205 

110 

28 

1,48744 

628 

0,928 

—  0,11094 

111 

29 

1,49374 

4-  630 

0,929 

—  0,10981 

-h  113 

SO 

1,50006 

+  632 

0,930 

—  0,10867 

+  114 

31 

1,50640 

634 

0,931 

—  0,10752 

115 

132 

1,51276 

636 

0,932 

—  0,10636 

116 

>33 

1,51915 

639 

0,933 

0,10519 

117 

»34 

1,52556 

641 

0,934 

—  0,10401 

118 

»35 

1,53199 

643 

0,935 

—  0,10282 

119 

)36 

1,53844 

645 

0,936 

—  0,10162 

120 

m 

1,54491 

647 

0,937 

—  0,10041 

121 

)38 

1,55141 

650 

0,938 

0,09918 

123 

939 

1,55793 

-f  652 

0,939 

—  0,09794 

+  124 
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Tafel  XXVI  (Fortsetzung). 


{ry>  +  (r)«  = 

5 

(r)5  _  (r)8  = 

? 

(r) 

9 

\ 

Jq 

(r) 

9 

Jq 

0,940 

1,56447 

0,940 

—  0,09669 

0,941 

1,57103 

4-  666 

0,941 

—  0,09543 

+  128 

0,942 

1,57762 

659 

0,942 

—  0,09416 

127 

0,943 

1,58423 

661 

0,943 

—  0,09288 

128 

0,944 

1,59087 

664 

0,944 

—  0,09159 

129 

0,946 

1,59753 

666 

0,946 

—  0,09029 

130 

0,946 

1,60421 

668 

0,946 

—  0,08897 

132 

0,947 

1,61092 

671 

0,947 

—  0,08764 

133 

0,948 

1,61765 

673 

0,948 

—  0,08630 

134 

0,949 

1,62440 

+  675 

0,949 

—  0,08495 

+  135 

0,950 

1,63117 

+  677 

0,960 

—  0,08360 

+  135 

0,951 

1,63796 

679 

0,951 

—  0,08223 

137 

0,952 

1,64477 

681 

0,962 

-0,08085 

138 

0,953 

1,65161 

684 

0,963 

—  0,07940 

140 

0,954 

1,65847 

686 

0,954 

—  0,07804 

141 

0,955 

1,66535 

686 

0,966 

—  0,07662 

142 

0,956 

1,67225 

690 

0,966 

—  0,07519 

143 

0,957 

1,67918 

698 

0,967 

—  0,07375 

144 

0,958 

1,68613 

695 

0,968 

—  0,07230 

145 

0,959 

1,69311 

+  698 

0,959 

—  0,07084 

+  146 

0,960 

1,70011 

+  700 

0,960 

—  0,06937 

+  147 

0,961 

1,70714 

703 

0,961 

—  0,06788 

14B 

0,962 

1,71419 

705 

0,962 

—  0,06638 

150 

0,963 

1,72126 

707 

0,963 

—  0,06487 

151 

0,964 

1,72835 

709 

0,964 

—  0,06335 

152 

0,965 

1,73546 

711 

0,965 

—  0,06181 

154 

0,966 

1,74260 

714 

0,966 

—  0,06026 

155 

0,967 

1,74976 

716 

0,967 

—  0,05870 

156 

0,968 

1,75694 

718 

0,968 

—  0,05712 

158 

0,969 

1,76415 

+  721 

0,969 

—  0,05553 

+  159 

0,970 

1,76140 

+  725 

0,970 

—  0,05394 

+  159 

0,971 

1,77867 

727 

0,971 

—  0,05233 

161 

0,972 

1,78596 

729 

0,972 

—  0,05071 

162 

0,973 

1,79327 

731 

0,973 

.  —0,04907 

164 

0,974 

1,80061 

734 

0,974 

—  0,04742 

165 

0,975 

1,80797 

736 

0,975 

—  0,04676 

166 

0,976 

1,81535 

738 

0,976 

—  0,04408 

;     168 

0,977 

1,82275 

740 

0,977 

!  —  0,04239 

169 

0,978 

1,88017 

742 

0,978 

-0,04069 

170 

0,979 

1,83762 

+  746 

0,979 

,   —0,03898 

+  171 
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Tafel  XXVI  (Fortsetzung). 


( 

r)6  +  (r)«  = 

9 

(r)5  -  (r)3  = 

9 

(r) 

a 

Jq 

(r) 

? 

Jq 

0,980 

1,84511 

0,980 

—  0,03727 

0,d61 

1,85260 

+  749 

0,981 

—  0,03554 

4-  173 

0,962 

1,86012 

752 

0,982 

—  0,03380 

174 

0,983 

1,86767 

755 

0,983 

—  0,03204 

176 

0,984 

1,87525 

758 

0,984 

—  0,03027 

177 

0,985 

1,88286 

761 

0,985 

—  0,02849 

178 

0,966 

1,89049 

763 

0,986 

—  0,02669 

180 

0,987 

1,89815 

766 

0,987 

—  0,02487 

182 

0,988 

1,90584 

769 

0,988 

—  0,02304 

183 

0,989 

1,91356 

+  772 

0,989 

—  0,02119 

+  185 

0,990 

1,92129 

+  773 

0,990 

—  0,01932 

+  187 

0,991 

1,92904 

775 

0,991 

—  0,01744 

188 

0,992 

1,93682 

778 

0,992 

—  0,01555 

189 

0,993 

1,94462 

780 

0,993 

—»0,01365 

190 

0,994 

1,95245 

783 

0,994 

—  0,01173 

192 

0,995 

1,96030 

785 

0,995 

—  0,009S0 

193 

0,996 

1,96818 

788 

0,996 

—  0,00786 

194 

0,997 

1,97609 

791 

0,997 

—  0,00591 

195 

0,998 

1,98403 

794 

0,998 

—  0,00395 

196 

0,999 

1,99200 

+  797 

0,999 

—  0,00198 

4-  197 

1,000 

2,00000 

+  800 

1,000 

±0,00000 

+  198 

1,001 

2,00802 

802 

1,001 

+  0,00198 

198 

1,002 

2,01606 

804 

1,002 

0,00398 

200 

1,003 

2,02413 

807 

1,003 

0,00600 

202 

1,004 

2,03222 

809 

1,004 

0,00804 

204 

1,005 

2,04033 

811 

1,005 

0,01010 

206 

1,006 

2,04847 

814 

1,006 

0,01218 

208 

1,007 

2,05664 

817 

1,007 

0,01428 

210 

1,008 

2,06483 

819 

1,008 

0,01640 

212 

1,009 

2,07305 

4-  822 

1,009 

+  0,01854 

+  214 

1,010 

2,08131 

+  826 

1,010 

+  0,02071 

+  217 

1,011 

2,08960 

829 

1,011 

0,02287 

217 

1,012 

2,09791 

831 

1,012 

0,02505 

218 

1,013 

2,10625 

834 

1,013 

0,02724 

219 

1,014 

2,11462 

837 

1,014 

0,02944 

220 

1,015 

2,12301 

839 

1,015 

0,03165 

221 

1,016 

2,13142 

841 

1,016 

0,03387 

222 

1,017 

2,13985 

843 

1,017 

0,03610 

223 

1,018 

2,14831 

846 

1,018 

0,03834 

224 

1,019 

2,15679 

+  848 

1,019 

+  0,04050 

+  226 
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Tafel  XXVI  (Fortgetzung). 


( 

r)5  +  (r)3  = 

i 

(rf  -  (r)3 

ff 

(r) 

« 

Jq 

(r) 

1 

^ff 

1,020 

2,16529 

' 

1,020 

+  0,04287 

1,021 

2,17382 

+  853 

1,021 

0,04515 

+  228 

1,022 

2,18238 

856 

1,022 

0,04745 

230 

1,023 

2,19097 

859 

1,023 

0,04977 

232 

1 

1,024 

2,19959 

862 

1,024 

0,05211 

'     294 

1,025 

2,20625 

866 

1,025 

0,(^447 

236 

1,026 

2,21694 

86d 

1,026 

0,05685 

238 

1,027 

2,22566 

872 

1,027 

0,05925 

240 

1,028 

2,23441 

875 

1,028 

0,06167 

242 

1,029 

2,24319 

+  878 

1,029 

0,06411 

+  244 

1,030 

2,25200 

+  881 

1,030 

0,06655 

+  244 

1,031 

2,26083 

883 

1,031 

0,06901 

246 

1,032 

2,26969 

886 

1,032 

0,07148 

247 

1,033 

2,27858  • 

889 

1,033 

0,07396 

248 

1,034 

2,28749 

891 

1,034 

0,07646 

250 

1,035 

2,29643 

894 

1,035 

0,07897 

251 

1,036 

2,30540 

897 

1,036 

0,08150 

253 

1,037 

2,31439 

899 

1,037 

0,08404 

254 

1,038 

2,32341 

902 

1,038 

0,08660 

256 

1,039 

2,33245 

+  904 

1,039 

0,08919 

+  259 

1,040 

2,34151 

-|-*906 

1,040 

0,09179 

+  260 

1,041 

2,35060 

909 

1,041 

0,09441 

262 

1,042 

2,35972 

912 

1,042 

0,09705 

264 

1,043 

2,36888 

916 

1,043 

0,09970 

265 

1,044 

2,37807 

919 

1,044 

0,10237 

267 

1,045 

2,38730 

923 

1,045 

0,10505 

268 

1,046 

2,39657 

927 

1,046 

0,10774 

269 

1,047 

2,40587 

930 

1,047 

0,11044 

270 

1,048 

2,41520 

933 

1,048 

0,11316 

272 

1,049 

2,42455 

+  935 

1,049 

0,11589 

+  273 

1,050 

2,43393 

+  938 

1,050 

0,11863 

+  274 

1,051 

2,44334 

941 

1,051 

0,12139 

276 

1,052 

2,45278  , 

944 

1,052 

0,12417 

278 

1,053 

2,46224 

946 

1,053 

0,12698 

281 

1,054 

2,47173 

949 

1,054 

0,12981 

283 

1,055 

2,48124 

951 

1,055 

0,13266 

285 

1,05G 

2,49078 

954 

1,056 

0,13553 

287 

1,057 

2,50035 

957 

1,067 

0,13842 

289 

1,058 

2,50995 

960 

1,058 

0,14133 

291 

1,059 

2,51958 

1 

+  963 

1,059 

0,14426 

+  293 
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Tafel    XXVI  (Fortsetzung). 


(rr  4-  (••)»  = 

ff 

(r)»  -  (r)3  _- 

2 

ü 

Jq 

w 

3 

Jq 

2,52925 

1,060 

0,14721 

2,53895 

+    970 

1,061 

0,15016 

+  295 

2,54868 

973 

1,062 

0,15313 

297 

2,55844 

976 

1,063 

0,15611 

298 

2,56828 

979 

1,064 

0,15911 

3Ö0 

2,57805 

982 

1,065 

0,16218 

302 

2,58790 

985 

1,066 

0,16517 

804 

2,59778 

988 

1,067 

0,16823 

806 

2,60769 

991 

1,068 

0,17131 

808 

2,61763 

+  994 

1,069 

0,17439 

+  309 

2,62769 

+  996 

1,070 

0,17750 

+  311 

2,63758 

999 

1,071 

0,18062 

312 

1 

2,64760 

1002 

1,072 

0,18376 

314 

\ 

2,65765 

1005 

1,073 

0,18692 

816 

L 

2,66774 

1009 

1,074 

0,19010 

318 

S 

2,67787 

1013 

1,075 

0,19330 

320 

5 

2,68808 

1016 

1,076 

0,19652 

322 

7 

2,69823 

1020 

1,077 

0,19976 

324 

8 

2,70847 

1024 

1,078 

0,20302 

826 

9      2,71875 

-f  1028 

1,079 

0,20630 

+  828 

0 

2,72905 

+  1030 

1,080 

0,20961 

-(-  881 

a 

2,73938 

1033 

1,081 

0,21293 

332 

)2 

2,74974 

1036 

1,082 

0,21627 

334 

» 

2,76013 

1039 

1,083 

0,21962 

835 

34 

2,77055 

1042 

1,084 

0,22299 

887 

B5 

2,78100 

1045 

1,085 

0,22637 

838 

86 

2,79148 

1048 

1,086 

0,22977 

340 

87 

2,80198 

1050 

1,087 

0,23319 

842 

68 

2,81251 

1053 

1,088 

0,28663 

844 

»89 

2,82307 

-}-  1056 

1,089 

0,24009 

+  846 

m 

2,83365 

+  1068 

1,090 

0,24358 

+  849 

m 

2,84426 

1061 

1,091 

0,24608 

850 

m 

2,85490 

1064 

1,092 

0,24960 

352 

m 

2,86558 

1068 

1,093 

0,25314 

354 

[)94 

2,87631 

1078 

1,094 

0,25670 

356 

096 

2,88708 

1077 

1,095 

0,26028 

858 

096 

2,89789 

1081 

1,096 

0,26388 

860 

097 

2,90874 

1085 

1,097 

0,26750 

862 

,098 

2,91963 

1089 

1,098 

0,27115 

865 

,099 

2,98056 

+  1093 

• 

1,099 

0,27582 

+  867 

iai6 
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XXVII.    Tafel  mit  dem  Argumente  q. 


0,030 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 

0,020 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

0,010 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


i^gf 


Differenz 

für 

^3  =  0,0001 


0,510796 
509688 
506481 
507827 
506175 
505026 
506880 
502736 
501595 
500456 

0,499320 
496186 
497055 
495927 
494801 
493678 
492557 
491438 
490322 
489209 

0,488098 
486989 
485883 
484780 
483678 
482580 
481488 
480389 
479297 
478208 
477121 


116 
116 
116 
115 
115 
115 
114 
114 
114 

114 
113 
113 
113 
113 
112 
112 
112 
111 

111 
111 
111 
110 
110 

109 
109 
109 
109 


-f  0,030 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 

+  0,020 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

+  0,010 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


logf 


0,445566 
446586 
447609 
448633 
449660 
450688 
451719 
452752 
453788 
454825 

0,455864 
456906 
457950 
458996 
460044 
461094 
462147 
463202 
464259 
465318 

0,466380 
467444 
468510 
469578 
470649 
471722 
472797 
473875 
474954 
476037 
477121 


Differens 

far 

^5  =  0,0001 


—  102 

—  102 
-103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  101 

—  106 

—  105 

—  105 

—  105 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  108 

—  106 

—  108 

—  109 


NB.    Die  Differenzen  sind  in  Einheiten  der  sechsten  Decinuüe.    Msa 


ff  =  0,008  .  .  .  logf  =  0,468510 

—  212 

—  82 


hat 

s. 

B.  für 

q  ^ 

--  + 

0,00823: 

2  X 

Jq 

=  2 

X 

106 

3  X 

Jq 
10 

=  3 

X 

10,6 

logf  =z  0,648266 
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XXVin.    Tafel  des  Argumentes  iy. 

2k  ^ 2kt 


{r,  +  r,)»/.' 


log  21c  z=  8,5366114, 


8  = 


VrTT^ 


/. 


1 

/ 

n 

/ 

0,00 

0,000000 

0,40 

0,008042 

Ol 

2 

41 

3204 

02 

7 

42 

3372 

08 

16 

43 

3544 

04 

29 

44 

3722 

05 

45 

45 

8905 

06 

65 

46 

4093 

07 

89 

47 

4287 

08 

116 

48 

4486 

09 

*  147 

49 

4691 

0,10 

0,000181 

0,50 

0,004901 

11 

220 

51 

5117 

12 

262 

52 

5340 

13 

307 

53 

5568 

14 

357 

54 

5803 

15 

410 

55 

6044 

16 

467 

56 

6292 

17 

527 

57 

6546 

18 

592 

58 

6808 

19 

660 

59 

7076 

0,20 

0,000732 

0,60 

0,007352 

21 

808 

61 

7636 

22 

888 

62 

7927 

28 

972 

63 

8227 

24 

1060 

64 

8534 

25 

1152 

65 

8851 

26 

1248 

66 

9176 

27 

1348 

67 

9510 

28 

1452 

68 

9854 

29 

1561 

69 

10208 

0,30 

0,001673 

0,70 

0,010572 

81 

1790 

71 

10947 

82 

1911 

72 

11335 

88 

2037 

73 

11731 

34 

2107 

74 

12142 

35 

2301 

75 

12565 

36 

2440 

76 

13002 

87 

2583 

77 

13454 

38 

2731 

78 

13920 

39 

2884 

79 

14403 

r 
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XXX.    Ostersonntag  seit  Einführung  des  Gregorianischen 

Kalenders. 

A.  =  April,  M.  =  Mftrz. 


1583  10  A. 

1623  16  A. 

1663  25  M. 

1703   8  A. 

1Ö84*  1  A. 

1624*  7  A. 

1664*  13  A. 

1704  *  23  M. 

1585  21  A. 

1625  30  M. 

1665   5  A. 

1705   12  A. 

1586   6  A. 

1626  12  A. 

1666  .  25  A. 

1706   4  A. 

1587  29  M. 

1627   4  A. 

1667  10  A. 

1707  24  A. 

1588  *  17  A. 

1628  *  23  A. 

1668*  1  A. 

1708  *  8  A. 

1589   2  A. 

1629  15  A. 

1669  21  A. 

1709  31  M. 

1590  22  A. 

1630  31  M. 

1670   6  A. 

1710  20  A. 

1591   14  A. 

1631  20  A. 

1671  29  M. 

1711   5  A. 

1592  *  29  M. 

1632*  11  A. 

1672  *  17  A. 

1712  *  27  M. 

1593  18  A. 

1633  27  M. 

1673   2  A. 

1713  16  A. 

1594  10  A. 

1634  16  A. 

1674  25  M. 

1714   1  A. 

1595  26  M. 

1635   8  A. 

1675   14  A. 

.1715  21  A.  ' 

1596  *  14  A. 

1636  *  23  M. 

1676  *  5  A. 

1716*  12  A. 

1597   6  A. 

1637  12  A, 

1677   18  A. 

1717  28  M. 

1598  22  M. 

1638   4  A. 

1678  10  A. 

1718  17  A. 

1599  11  A. 

1639  24  A. 

1679   2  A, 

1719   9  A. 

1600*  2  A. 

1640*  8  A. 

1680*  21  A. 

1720*  31  M. 

1601   22  A. 

1641   31  M. 

1681   6  A. 

1721   13  A. 

1602   7  A. 

1642  20  A. 

1682  29  M. 

1722   5  A. 

1603  30  M. 

1643   5  A. 

1683   18  A. 

1723  28  M. 

1604*  18  A. 

1644  *  27  M. 

1684*  2  A. 

1724*  16  A. 

1605  10  A. 

1645  16  A. 

1685  22  A. 

1725   1  A. 

1606  26  M. 

1646  1  a: 

1686   14  A. 

1726  21  A. 

1607   15  A. 

1647  21  A. 

1687  30  M. 

1727   13  A. 

1608  *  6  A. 

1648  *  12  A. 

1688  *  18  A. 

1728  *  28  M. 

1609  19  A. 

1649   4  A. 

1689  10  A. 

1729   17  A. 

1610  11  A. 

1650  17  A. 

1690  26  M. 

1730   9  A. 

1611   3  A. 

1651   9  A. 

1691   15  A. 

1731  25  M. 

1612*  22  A. 

1652  ♦  31  M. 

1692  *  6  A. 

1782*  13  A. 

1613   7  A. 

1653  13  A. 

1693  22  M. 

1733   5  A. 

1614  30  M. 

1654   5  A. 

1694   11  A. 

1734  25  A. 

1615   19  A. 

1655  28  M. 

1695   3  A. 

'  1785   10  A. 

1616  *  3  A. 

1656  *  16  A. 

1696  *  22  A. 

1736*  1  A. 

1617  26  M. 

1657   1  A. 

1697   7  A. 

1737  21  A. 

1618  15  A. 

1658  21  A. 

1698  30  M. 

1738   6  A. 

1619  31  M. 

1659  13  A. 

1699   19  A. 

1739  29  M. 

1620  *  19  A. 

1660  *  28  M. 

1700*  11  A. 

1740*  17  A. 

1621   11  A. 

1661   17  A. 

1701   27  M. 

1741   2  A. 

1622  27  M. 

1662   9  A. 

1702   16  A. 

1742  25  M. 
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XXX.    Ostersonntag  seit  Einführung  des  Gregorianischen 

Kalenders  (Fortsetzung). 

A.  =  April,  M.  =  März. 


1743   U  A. 

1783  20  A. 

1823  30  M. 

1863   5  A. 

1744*  5  A. 

1784*  11  A. 

1824  *  18  A. 

1864  •  27  M. 

1745   18  A. 

1785  27  M. 

1825   3  A. 

1865  16  A. 

1746  10  A. 

1786  16  A. 

1826  26  M. 

1866   1  A. 

1747   2  A. 

1787   8  A. 

1827  15  A. 

1867  21  A. 

1748  ♦  14  A. 

1788  *  23  M. 

1828*  6  A. 

1868  *  12  A. 

1749   6  A. 

1789  12  A. 

1829  19  A. 

1869  28  TL 

1750  29  M. 

1790   4  A. 

1830  11  A. 

1870   17  A. 

1751   11  A. 

1791  24  A. 

1831   3  A. 

1871   9  A. 

1752  *  2  A. 

1792  *  8  A. 

1832  *  22  A. 

1872  *  31  M. 

1753  22  A. 

1793  31  M. 

1833   7  A. 

1873   13  A. 

1754  14  A. 

1794  20  A. 

1834  30  M. 

1874   5  A. 

'1755  30  M.  . 

1795   5  A. 

1835  19  A. 

1875  28  M. 

1756  *  18  A. 

1796  *  27  M. 

1836  *  3  A. 

1876  *  16  A. 

1757   10  A. 

1797  16  A. 

1837  26  M- 

1877   1  A. 

1758  26  A. 

1798   8  A. 

iaH8  15  A. 

1878  21  A. 

1759  15  A. 

1799  24  M. 

1839  31  M. 

1879   13  A. 

1760  *  6  A. 

1800*  13  A. 

1840  *  19  A. 

1880*  28  M. 

1761  22  M. 

1801   5  A. 

1841   11  A. 

1881   17  A. 

1762   11  A. 

1802  18  A. 

1842  27  M. 

1882   9  A. 

1763   3  A. 

1803  10  A. 

1843  16  A. 

1883  25  X. 

1764*  22  A. 

1804*  1  A. 

1844  *  7  A. 

1884  *  13  A. 

1765   7  A. 

1805  14  A. 

1845  23  M. 

1885   5  A. 

1766  30  M. 

1806   6  A. 

18^46  12  A. 

1886  25  A. 

1767   19  A. 

1807  29  M. 

1847   4  A. 

1887   10  A. 

1768*  3  A. 

1808*  17  A. 

1848*  23  A. 

1888  *  I  A. 

1769  26  M. 

1809   2  A. 

1849   8  A. 

1889  21  A. 

1770  15  A. 

1810  22  A. 

1850  31  M. 

1890   6  A. 

1771   31  M. 

1811   14  A. 

18dl  20  A. 

1891   29  M. 

1772*  19  A. 

1812  *  29  M. 

1852*  11  A. 

1892  *  17  A. 

1773   11  A. 

1813  18  A. 

1853  27  M. 

1893   2  A. 

1774   3  A. 

1814   10  A. 

1854   16  A. 

1894  25  \i. 

1775   16  A. 

1815  26  M. 

1855   SA. 

1895   14  X. 

1776  •  7  A. 

1816  *  14  A, 

1856*  23  M. 

1896  •  5  A. 

1777   30  M. 

1817   6  A. 

1857   12  A. 

.   1897   18  X. 

1778   19  A. 

!   1818  22  M. 

;  1858   4  A. 

1898   H>  A. 

1779   4  A. 

1819  11  A. 

1859  24  A. 

1899   2  A. 

1780*  26  M. 

1820  *  2  A. 

1  1860*  8  A. 

1 

1900*  15  A- 

1781   15  A. 

,   1821   22  A. 

1  1861  31  M. 

1   1901   7  A. 

1782  31  M. 

'   1822   7  A. 

1862  20  A. 

1902  30  M. 
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Tafel    XXXI. 

NB.    Im  Schaltjahre  sind  die  Daten  im  Jannar  und  Febraar  um  1  zu  ver- 
mehren (auBBer  ÜBtersonntag). 


Ostern 

22 

23 

24 

25 

26 

März 

Neujahr 

Donners- 

Mitt- 

Diens- 

Mon- 

Sonn- 

• 

tag 

woch 

tag 

tag 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

4 

5 

— 

— 

Januar 

1. 

■ 

11 

12 

13 

7 

•  8 

Januar 

2. 

— 

— 

— 

14 

15 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

1                          1 

— 

-^ 

— 

___ 

— 

4. 
5. 

6.  ^ 

Epiphanias 

— 

— 

— 

— 

— 

• 

__ 

._ 

•MV«« 

Septuageflimae    .   .   . 

18 

19 

20 

21 

22 

Januar 

Fastnacht 

3 

4 

5 

6 

7 

Februar 

Jnbilate 

12 

13 

14 

15 

16 

April 

Himmelfahrt    .... 

30 

1 

2 

3 

4 

Mai 

Pfingsten 

10 

11 

12 

13 

14 

Mai 

Trinitatis 

17 

18 

19 

20 

21 

Mai 

22.  ^ 

f 

18 

19 

20 

21 

22 

October 

23. 

25 

26 

27 

28 

29 

October 

24. 

Sonntag  nach 

1 

2 

3 

4 

5 

November 

26. 

Trinitatis 

8 

9 

10 

11 

12 

November 

26. 

15 

16 

17 

18 

19 

November 

27.  ^                             ^ 

22 

23 

24 

25 

26 

November 

1.  \ 

' 

29    . 

30 

1 

2 

3 

December 

2. 
3. 

Advent 

6 
13 

7 
14 

8 
15 

9 
16 

10 
17 

December 
December 

4.)                             l 

20 

21 

22 

23 

24 

December 

Weihnachten 

Frei- 
tag 

Donners- 
tag 

Frei- 
tag 

Diens- 
tag 

Mon- 
tag 

Sonntag  nach  Weihn. 

27 

28 

29 

30 

31 

December 

1.  X                            / 

11 

12 

13 

14 

15 

Februar 

2^ 

Quatember 

13 
16 

14 
17 

15 

18 

16 
19 

17 
20 

Mai 
September 

4.  J 

l 

16 

17 

18 

19 

20 

December 

1022 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

27 

•     28 

'       29 

'       30 

1 

31 

März 

Neujahr 

Sonn- 

Frei- 

Donners- 

Mitt- 

Diens- 

« 

abend 

tag 

tag 

woch 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

2 

3 

4 

5 

— 

Januar 

1.  ^ 

» 

9 

10 

11 

12 

13 

Jannar 

2. 

16 

17 

18 

19 

20 

Jannar 

3. 

Sonntag  nach 

— 



4. 
5 

Epiphanias 

___ 



6.  ^ 

t 

_ 

_— 

Septnagesimae     .  .   . 

23 

24 

25 

26 

27 

Januar 

Fastnacht 

8 

9 

10 

11 

12 

Februar 

Jubilate 

17 

18 

19 

20 

:  21 

April 

Himmelfahrt    .... 

6 

6 

7 

8 

9 

• 

Mai 

Pfingsten 

15 

16 

17 

18 

19 

Mai 

Trinitatis 

22 

23 

24 

25 

26 

Mai 

22.  X                             ^ 

23 

24 

25 

26 

27 

October 

23. 

30 

31 

1 

2 

3 

KoTember 

24. 

Sonntag  nach 
Trinitatis 

6 

7 

8 

9 

10 

November 

25. 

13 

14 

15 

16 

17 

November 

26. 

20 

21 

22 

23 

24 

November 

27.  ^                              * 

— 

— 

— 

— 

1.       V                                                                                                      ( 

27 

28 

29 

30 

1 

Deoember 

l        Advent 

Öm 

4 
11 

5 
12 

6 
13 

m 

7 
14 

8 
15 

December 
December 

4.  ] 

18 

19 

20 

21 

22 

December 

Weihnachten 

Sonn- 
abend 

Sonn- 
abend 

Frei-    - 
tag 

Donners- 
tag 

Mitt- 
woch 

Sonntag  nach  Weihn. 

26 

27 

28 

29 

December 

1.  \                            f 

16 

17 

18 

19 

20 

Februar 

i     Quatember 

18 
21 

19 
15 

20 
16 

21 
17 

22 

18 

Mai 
September 

4.  1 

l 

14 

15 

16 

17 

18 

December 

r" 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

1 

2 

3 

4 

5 

April 

Neujahr 

Mon- 

Sonn- 

Sonn- 

Frei- 

Donners- 

tag 

tag 

abend 

tag 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 



— 

2 

3 

4 

Januar 

1-    ^                            i 

7 

8 

9 

10 

11 

Januar 

2. 

14 

15 

16 

17 

18 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

21 

22 

23 

24 

25 

Januar 

4. 
5. 

Epiphanias 

^__ 

•mmm^ 

^— • 

^i^*^ 

6.    >                             ^ 
Septuagesimae    .   .  . 

28 

29 

30 

31 

1 

Februar 

Fastnacht 

13 

14 

15 

16 

17 

Februar 

Jubilate 

22 

23 

24 

25 

26 

April 

Himmelfahrt    .... 

10 

11 

12 

13 

14 

Mai 

Pfingsten 

20 

21 

22 

23 

24 

Mai 

Trinitatis 

27 

28 

29 

30 

31 

Mai 

22.  %                            1 

28 

29 

30 

31 

1 

November 

23. 

4 

•    5 

6 

7 

8 

November 

24. 

Sonntag  nach 

11 

12 

13 

14 

15 

November 

25. 

Trinitatis 

18 

19 

20 

21 

22 

November 

26. 

25 

26 

— 

— 

— 

November 

27.  ^                             ^ 

— 

— 

— 

* 

— 

1.  ^ 

/ 

2 

3 

27 

28 

29 

November 

2. 

Advent 

9 

10 

4 

5 

6 

December 

3. 

16 

17 

11 

12 

13 

December 

4.)                              l 

23 

24 

18 

19 

20 

December 

Weihnachten 

Diens- 
tag 

Mon- 
tag 

Sonn- 
tag 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Sonntag  nach  Weihn. 

30 

31 

— 

26 

27 

December 

1.  1                            / 

21 

22 

23 

24 

25 

Februar 

2. 

Quatember     < 

23 
19 

24 
20 

25 
21 

26 
15 

27 
16 

Mai 
September 

4.  1 

i 

19 

20 

1 

14 

15 

16 

December 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

6 

7 

8 

9 

10 

April 

Neujahr 

Mitt- 

Diens-' 

Mon* 

Sonn- 

Sonn- 

1 

woch 

tag 

tag 

tag 

abend 

1 

Sonntag  nach  Nenjahr 

5 

— 

— 

2 

Januar 

1 

1)                            r 

12 

13 

7 

8 

9 

Januar 

2. 

19 

20 

14 

15 

16 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

26 

27 

21 

22 

23 

Januar 

4. 
5. 

Epiphanias 

__ 

^^~ 

^^ 

■"• 

30 

Januar 

6.  >                            l 
Septuagesimae    .   .   . 

2 

S 

4 

5 

6 

FebruAT 

Fastnacht 

18 

19 

20 

21 

22 

Februar 

Jubilate 

27 

28 

29 

30 

1 

Mai 

Himmelfahrt    .... 

15 

16 

17 

18 

19 

Mai 

Pfingsten 

25 

26 

27 

28 

29 

Mai 

Trinitatis 

1 

2 

3 

4 

5 

Juni 

22.                               , 

2 

3 

4 

5 

6 

November 

23. 

9 

10 

11 

12 

13 

November 

24. 

Sonntag  nach 

16 

17 

18 

19 

20 

November 

1 

26. 

TrinitaÜB 

23 

24 

25 

26 

— 

November 

26. 

— 

— 

i 

— 

— 

27.)                            l 

— 

— 

— 

— 

1.    X                                                    ( 

30 

1 

2 

3 

27 

November 

2. 

}       Advent 
3.  1 

7 
14 

8 
15 

1 

9 
16 

10 
17 

4 
11 

December 
December 

4. 

21 

,     22 

23 

24 

18 

December 

Weihnachten 

Donners- 
tag 

Mitt- 
woch 

Diens- 
tag 

Mon- 

:  tag 

1 

Sonn- 
tag 

Sonntag  nach  Weihn. 

28 

29 

.30 

" 

— 

December 

1.  \ 

2. 

^     Quatember     < 
3.  1                            1 

26 

27 

28 

1 

1 

2 

Marx 

28 
17 

i    29 

'     18 

30 
19 

31 
20 

1 

1 
21 

Juni 
Septem  l>er 

4.  . 

;               i 

17 

18 

19 

'     20 

14 

1 
• 

December 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

11 

12 

13 

14 

15 

April 

Neujahr 

Frei- 

Donners- 

1 

Mitt- 

Diens- 

Mon- 

tag 

tag 

woch 

tag 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

3 

4 

5 

— 

1 

Januar 

^'\                            i 

10 

11 

12 

13 

•• 

Jan aar 

2. 

17 

18 

19 

20 

14 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

24 

25 

2G 

27 

21 

Januar 

4. 

Epiphanias 

31 

1 

2 

3 

28 

Januar 

5. 

■ 

— 

— 

— 

— 

4 

Februar 

6.  >                               ^ 

— 

— 

— 

— 

— 

Septuap^esimae     .    .   . 

7 

8 

9 

10 

11 

Februar 

Fastnacht  ...... 

23 

24 

25 

26 

27 

Februar 

Jubilate     ...... 

2 

3 

4 

5 

6 

Mai 

Himmelfahl  t    .    .    .  >. 

20 

21 

22 

23 

24 

Mai 

Pfingsten 

30 

31 

1 

2 

3 

Juni 

Trinitatis 

6 

7 

8 

9 

10 

Juni 

22.  . 

7 

8 

9 

10 

11 

November 

23. 

14 

15 

16 

17 

18 

November 

24. 

Sonntag  nach 

21 

22 

23 

24 

25 

November 

25. 

Trinitatis 

— 

— 

— 



— 

26. 

r 

— 

— 

— 

27.  '                              ^ 

— 

— 

— 

1.  ]                              ( 

28 

29 

30 

1 

2 

December 

2. 

Advent         { 

3.                                 I 

5 
12 

6 
13 

14 

8 
15 

9 
IG 

December 
December 

4.  )                              l 

19 

20 

21 

1 

22 

23 

December 

Weihnachton 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag      • 

Donners- 
tag 

Mitt- 
woch 

Diens- 
tag 

Sonntag  nach  VVeihn. 

2G 

27       i 

28 

m 

29 

30 

December 

1.  \                             i 

3 

4        1 

5 

G 

7 

März 

2. 

Quatember     « 
3.                                1 

2 
15 

3 
16 

4 

5 

18 

6 
19 

Juni 
September 

4.  ) 

l 

15 

IG 

18 

19 

December 

L^Bka,  mathero.  FormetnsaminluiiK« 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

16 

17 

18 

19 

20 

April 

Neujahr 

Sonn- 

Sonn- 

Frei- 

Donners- 

Mitt- 

tag 

abend 

tag 

tag 

woch 

Sonntag  nach  Neujahr 

— 

2 

3 

4 

5 

Januar 

1-  ^                         ( 

8 

9 

10 

11 

12 

Januar 

2. 

15 

16 

17 

18 

19 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

22 

23 

24 

25 

26 

Januar 

4. 

Epiphanias 

29 

30 

31 

1 

2 

Februar 

5. 

5 

6 

7 

8 

9    . 

Februar 

6.*                              ^ 

-~~ 

— 

— 

Septuaißfesimae     .   .    . 

12 

13 

14 

15 

16 

Februar 

Fastnacht 

28 

1 

2 

3 

4    • 

März 

Jubilate 

7 

8 

9 

10 

U 

Mai 

Himmelfahrt    .... 

25 

26 

27 

28 

29 

Mai 

Pfingsten 

4 

5 

6 

7 

8 

Juni 

Trinitatis 

n 

12 

13 

14 

15 

Juni 

22.x 

12 

13 

'14 

15 

16 

November 

23. 

19 

20 

21 

22 

23 

November 

24. 

Sonntag  nach 

26 

— 

— 

Novemher 

25. 

1                            1 
Trinitatis 

^_ 

26. 

— 

— 

— 

27.)              y 

— 

^_ 

1.                                 / 

2. 

Advent 
3.  1 

3 

27 

28 

29 

30 

November 

10 
17 

4 
11 

1    ^ 

<     12 

6 
'        13 

7 
14 

December 
December 

4.  j 

24 

18 

:  19 

1 

1        20 

21 

December 

Weihnachten 

Mon- 
tag 

1 

Sonn- 
tag 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Donners- 
tag 

Sonntag  nach  W'eilin. 

31 

i 
1 

26 

1 

27 

28 

December 

1.  y                              / 

8 

^ 

10 

1 

11 

12 

März 

2. 

J      Quatember 
3.   1 

7 

20 

8 
21 

1 

1       9 

15 

10 

11 
17 

Juni 
September 

4.  i 

f                              l 

20  . 

14 

i     15 

1 

16 

1 
1 

17 

1 

December 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Oatern 

21 

22 

23 

24 

25 

April 

Neujahr 

Diens- 

Mon- 

Sonn- 

Sonn- 

Frei- 

tag 

tag 

tag 

abend 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

— 

— 

— 

2 

3 

Januar 

1-1            • 

13 

7 

8 

9 

10 

Januar 

2. 

20 

14 

15 

16 

17 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

27 

21 

22 

23 

24 

Januar 

4. 

Epiphanias 

3 

2S 

29 

30 

31 

Februar 

5. 

10 

4 

5 

6 

7 

Februar 

6.*                              ^ 

11 

12 

13 

14 

Februar 

Septuagesimae    .   .   . 

17 

18 

19 

20 

21 

Februar 

Fastnacht      

5 

6 

7 

8 

9 

März 

Jubilate 

12 

13 

14 

15 

16 

Mai 

Himmelfahrt    .... 

30 

31 

1 

2 

3 

Juni 

Pfingsten 

9 

10 

11 

12 

13 

Juni 

Trinitatis 

16 

17 

18 

19 

20 

Juni 

22. 

17 

18 

19 

20 

21 

November 

23. 

24 

25 

26 

— 

— 

November 

24. 

Sountag  nach 

— 

25. 

1 

Trinitatis 

— 

— 

— 

— 

— 

26. 

— 

— 

— 

— 

— 

27. 

— 

— 

— 

— 

1)                             ( 

1 

2 

3 

27 

28 

November 

2. 
3. 

Advent 

8 
15 

9 
16 

10 
17 

4 
11 

5 
12 

December 
December 

4.)                              l 

22 

23 

24 

18 

19 

December 

Weihnachten 

Mitt- 
woch 

Diens- 
tag 

Mon- 
tag 

Sonn- 
tag 

Sonn- 
abend 

Sonntag  nach  Weihn. 

29 

30 

31 

— 

26 

December 

1.  1 

> 

13 

14 

15 

16 

17 

März 

2. 
3. 

>     Quatember 

12 
18 

13 
19 

14 
20 

15 
21 

16 
15 

Juni 
September 

4. 

1 

18 

19 

20 

14 

15 

December 
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XXXII.    Tafel  zur  Auflösung  der  Kepler'schen  Gleichung: 

M  =  E  —  c  shi  E. 

Mit.  den  Argumenten  E  und  e  ergiebt  sich  M. 


E 

e 

0,1 

0,2 

0,8 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

00 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,00 

0,00 

0,00 

0,000 

0,000 

1 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,40 

0,30 

0,20 

0,100 

0,000 

2 

1,8 

1,6 

1,4 

1,2 

1,0 

0,80 

0,60 

0.40 

0.2<0 

0,000 

3 

2,7 

2,4 

2,1 

1,8 

1,5 

1,20 

0,90 

o;6o 

0,301 

o,a)i 

4 

3,6 

3,2 

2,8 

2,4 

2,0 

1,60 

1,20 

0,80 

0,403 

O,0(tö 

5 

4,5 

4,0 

3,5 

3,0 

2,5 

2,00 

1 

1,50 

1,01 

(»,505 

O.OOb 

6 

M 

4,8 

4,2 

3,6 

3,0 

2,41 

1,81 

1,21 

0,610 

0,011 

7 

6,3 

5,6 

4,9 

4,2 

3,5 

2,81 

2,11 

1,41 

0,716 

0.018 

8 

7,2 

6,4 

5,6 

4,8 

4,0 

3,22 

2,42 

1,62 

0,823 

0,026 

9 

8,1 

7,2 

6,3 

5,4 

4,5 

3,62 

2,73 

1,83 

0,933 

0,037 

10 

9,0 

8,0 

7,0 

6,0 

5,0 

4.03 

3,04 

2,04 

1.046 

0,(^1 

11 

9,9 

8,8 

7,7 

6,6 

5,5 

4,44 

3,35 

2,25 

1,161 

0,068 

12 

10,8 

9,6 

8,4 

7,2 

6,0 

4,85 

3,66 

2,47 

1.279 

1  0.068 

13 

11,7 

10,4 

9,1 

7,8 

6,6 

5,27 

3,98 

2,69 

1,400 

0,111 

14 

12,6 

11,2 

9,8 

8,5 

7,1 

5,63 

4,30 

2,91 

1,525 

0.139 

15 

13,5 

12,0 

10.6 

9,1 

7.6 

6,10 

4,62 

3,14 

1.654 

0,171 

16 

14,4 

12,8 

11,3 

J>,7 

8,1 

6,52 

4,95 

3,37 

1.786 

0,207 

17 

15,3 

13,6 

12,0 

10,3 

8,6 

6,95 

5,27 

3,60 

1,923 

0,248 

18 

16,2 

14,5 

12,7 

10,9 

9,1 

7,38 

5,61 

3,84 

2,065 

0,295 

19 

17,1 

15,3 

13,4 

11,5 

»,7 

7,81 

5,94 

4,08 

2,212 

0,347 

20 

18,0 

16,1 

14,1 

12,2 

10,2 

8,24 

6.28 

4,32 

2,363 

0,4m 

21 

18,9 

16,9 

14,8 

12,8 

10,7 

8,68 

6;63 

4,57 

2,520 

0,467 

22 

19,9 

17,7 

15,6 

13.4 

11,3 

9,12 

6.98 

4.83 

2,6a3 

0,537 

23 

20,8 

18,5 

16,3 

14,0 

11,8 

9,57 

7,33 

5,0t) 

2,852 

0,61. i 

24 

21,7 

19,3 

17,0 

14,7 

12,3 

10,02 

7,69 

5,36 

3.027 

0,696 

2:» 

22.6 

20,2 

17.7 

15,3 

12,9 

10,47 

8.05 

5,63 

3.207 

0,786 

1{\ 

23,5 

21.0 

18,5 

16,0 

13,4 

10,93 

8,42 

5,91 

3,395 

0,ö!>4 

27 

24,4 

21.8  1 

19,2 

16,6 

14,0 

11,39 

8,79 

6,19   . 

3.589 

0.98f> 

28 

25,3 

9o  a 

19,9 

17,2 

14,6 

11,86 

9,17 

6,48 

3,791 

1.101 

29 

26,2 

23,4 

20,7 

17,9 

15,1 

12,33 

9,56 

6,78  , 

1 

4,001 

1.22;i 

30 

27,1 

24.3 

21,4 

18,5 

15,7 

12,81 

9,95 

7,08  ' 

4,217 

1^2 

31 

28,0 

2.3,1 

22,1 

19,2 

16.2 

13.29 

10,34 

7,39 

4.442 

1,491 

32 

29,0 

25,9 

22,9 

19,9 

16,8 

13.78 

10,75 

7,71 

4,674 

1,63.^ 

33 

29,9 

26,8 

23,6 

20,5 

17,4 

14;28 

11,16 

8,04 

4,915 

1.794 

34 

30,8 

27,6 

24,4 

21,2 

18,0 

14,78 

11,57 

8,37 

5,165 

1,961 

3:> 

31,7 

28,4 

25,1 

21,9 

18,6 

15,28 

12,00 

8,71 

0,423 

2,137 

36 

32,6 

29,3 

2:),9 

22,5 

1 

19,2 

15,79 

12,43 

9,06 

5,690  ' 

2,322 
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Tafel  XXXII  (Fortsetzung). 


K 

« 

€ 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

360 

32,6 

29,3 

25,9 

22,5 

19,2 

15,79  i  12,43 

9,06 

5,69 

2,32 

37 

33,6 

30,1 

26,7 

23,2 

19,8 

16,31 

12,86 

9,42 

5,97 

'2,52 

38 

34,5 

30,9 

27,4 

23,9 

20,4 

16,84 

13,81 

9,78 

6,25 

;     2,73 

39 

35,4 

31,8 

28,2 

24,6 

21,0 

17,37 

13,76 

10,15 

6,55 

2,94 

40 

36,3 

32,6 

29,0 

25,3 

21,6 

17,90 

14,22 

10,54 

6,85 

3,17 

41 

37,2 

33,5 

29,7 

26,0 

22,2 

18,45 

14,69 

10,93 

7,17 

3,41 

42 

38,2 

34,3 

30,5 

26,7 

22,8 

19,00 

15,16 

11,33 

7,50 

3,66 

43 

39,1 

35,2 

31,3 

27,4 

23,5 

19,55 

15,65 

11,74 

7,83 

3,92 

44 

40,0 

36,0 

32,1 

28,1 

24,1 

20,12 

16,14 

12,16 

8,18 

4,20 

45 

40,9 

36,9 

32,8 

28,8 

24,7 

20,69 

16,64 

12,59 

8,54 

4,49 

•16 

41,9 

37,8 

33,6 

29.5 

25,4 

21,27 

17,15 

13,03 

8,91 

4,79 

47 

42,8 

3S,6 

34,4 

30,2 

26,0 

21,86 

17,67 

13,48 

9,29 

5,10 

48 

43,7 

39,5 

35,2 

31,0 

26,7 

22,45 

18,19 

13,94 

9,68 

5,42 

49 

44,7 

40,4 

36,0 

31,7 

27,4 

23,06 

18,73 

14,41 

10,08 

5,76 

50 

45,6 

41,2 

36,8 

32,4 

28,1 

23,67 

19,28 

14,89 

10,50 

6,11 

51 

46^5 

42,1 

37,6 

33,2 

28,7 

24,28 

19,83 

15,38 

10,93 

6,47 

52 

47,5 

43,0 

38,5 

33,9 

29,4 

24,91 

20,40 

15,88 

11,37 

6,85 

53 

4S,4 

43,8 

39,3 

34,7 

30,1 

25,55 

20,97 

16,39 

11,82 

7,24 

54 

49,4 

44.7 

40,1 

35,5 

30,8 

26,19 

21,55 

16,92 

12,28 

7,65 

55 

50,3 

45,6 

40,9 

36,2 

31,5 

26,84 

22,15 

17,45 

12,76 

8,07 

56 

51,3 

46,5 

41,8 

37,0 

32,3 

27,50 

22,76 

18,00 

13,25 

8,50 

57 

52,2 

47,4 

42,6 

37,8 

33,0 

28,17 

23,36 

18,56 

13,75 

8,95 

58 

53,1 

48,3 

43,4 

38,6 

33,7 

28,85 

23,99 

19,13 

14,27 

9,41 

59 

54,1 

49,2 

44,3 

39,4 

34,4 

29,53 

24,62 

19,71 

14,80 

9,89 

60 

55,0 

50,1 

45,1 

40,2 

35,2 

30,23 

25,27 

20,30 

15,34 

10,38 

61 

56,0 

60,0 

46,0 

41,0 

35,9 

30,93 

25,92 

20,91 

15,90 

,  10,89 

62 

56,9 

51,9 

46,8 

41,8 

36,7 

31,65 

26,59 

21,53 

16,47 

11,41 

63 

57,9 

52,8 

47,7 

42,6 

37,5 

32,37 

27,26 

22,16 

17,05 

11,95 

64 

58,9 

53,7 

48,6 

43,4 

38,3 

33,10 

27,95    22,80 

17,65 

12,50 

65 

59,8 

54,6 

49,4 

44,2 

39,0 

33,84 

28,65 

23,46 

18,27 

13,07 

66 

60,8 

55,5 

50,3 

45,1 

39,8 

34,59 

29,36 

24,13 

18,89 

13,66 

67 

61,7 

56,5 

51,2 

45,9 

40,6 

35,36 

30,08 

24,81 

19,53 

14,26 

68 

62,7 

57,4 

52,1 

46,8 

41,4 

36,13 

30,81     25,50 

20,19 

14,88 

69 

68,7 

58,3 

53,0 

47,6  1 

42,3 

36,91 

31,56 

26,21 

20,86 

15,51 

70 

64,6 

59,2 

53,8 

48,5   1 

43,1 

37,70 

32,31     26,93  , 

21,54 

16,16 

71 

65,6 

60,2 

54,7 

49,3 

43,9 

38,50    33,08    27,66  i 

22,24 

16,83 

72 

66,6  ' 

61,1 

55,7 

50,2 

1 

I 

44,8 

39,31 : 

33,86 

1 
28,41 

22,96 

17,51 
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Tafel  XXXn  (Fortsetzung). 


E 

- 

e 

ft 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0.5 

0,6 

0,7 

0,8 

0.9 

J.O 

720 

66,6 

61,1 

55,7 

50,2 

44,8 

39,3 

33,9 

28,4 

23,0 

17,5 

73 

67,5 

62,0 

56,6 

51,1 

45,6 

40,1 

34,6 

29,2 

23,7 

18;2 

74 

68.5 

63,0 

57,5 

52,0 

46,5 

41,0 

35,4 

29,9 

24,4 

18,9 

75 

69,5 

63,9 

58,4 

52,9 

47,3 

41,8 

36,3 

30,7 

25,2 

19.7 

76 

70,4 

64,9 

59,3 

53,8 

48,2 

42,6 

37,1 

31,5 

26,0 

20,4 

77 

71,4 

65,8 

60,3 

54,7 

49,1 

43,5 

37,9 

32,3 

26,8 

21.2 

78 

72,4 

66,8 

61,2 

55,6 

50,0 

44,4 

38,8 

33,2 

27,6 

22,0 

79 

73,4 

67,8 

62,1 

56,5 

50,9 

45,3 

39,6 

34,0 

28,4 

22,8 

80 

74,4 

68,7 

63,1 

57,4 

51,8 

46,1 

40,5 

34,9 

29,2 

23.6 

81 

75,3 

69,7 

64,0 

58,4 

52,7 

47,0 

41,4 

35,7 

30,1 

244 

82 

76,3 

70,7 

65,0 

59,3 

53,6 

48,0 

42,3 

36,6 

30,9 

25,3 

83 

77,3 

71,6 

65,9 

60,3 

54,6 

48,9 

43,2 

37,5 

31,8 

26,1 

84 

78,3 

72,6 

66,9 

61,2 

55,5 

49,8 

44,1 

33,4 

32,7 

27.« 

85 

79,3 

73,6 

67,9 

62,2 

56,5 

50,8 

45,0 

39,3 

33,6 

27,9 

86 

80.3 

74,6 

68,9 

63,1 

57,4 

51,7 

46,0 

40,3 

34,6 

28,8 

87 

81,3 

75,6 

69,8 

64,1 

58,4 

52,7 

46,9 

41,2 

35,5 

29,8 

88 

82,3 

76,5 

70,8 

65,1 

59,4 

53.6 

47,9 

42,2 

36,5 

30.7 

89 

83,3 

77,5 

71,8 

66,1 

60,4 

54,6 

48,9 

43,2 

37,4 

31,7 

90 

84,3 

78,5 

72,8 

67,1 

61,4 

55,6 

49,9 

44,2 

38,4 

32,7 

91 

85,3 

79,5 

73,8 

68,1 

62,4 

56,0 

50,9 

45,2 

39,4 

33,7 

92 

86,3 

80,5 

74,8 

09,1 

63,4 

57,6 

51,9 

46,2 

4(»,5 

JM.7 

93 

87,3 

81,6 

75,8 

70,1 

64,4 

58,7 

52,9 

47,2 

41,5 

35,8 

94 

8^,3 

82,6 

76,9 

71.1 

65,4 

59,7 

54,0 

48,3 

42,6 

36,8 

95 

89,3 

83,6 

77,9 

72,2 

66,5 

60,8 

55.0 

49,3 

43,6 

37,9 

96 

90,3 

84,6 

78,9 

73,2 

67,5 

61,8 

56,1 

50,4 

44,7 

39,1 

97 

91,3 

85,6 

79,9 

74,3 

6S,6 

62,9 

57,2 

51,5 

45,8 

40,1 

98 

92,3 

86,7 

81,0 

75,3 

69,6 

64,0 

58,3 

52,6 

46,9 

41,3 

99 

93,3 

87,7 

82,0 

76,4 

70,7 

65,0 

59,4 

53,7 

48,1 

42,4 

100 

94,4 

88,7 

83,1 

77,4 

71,8 

66,1 

60,5 

54,9 

49,2 

43.6 

101 

95,4 

89,8 

84,1 

78,5 

72,9 

67,3 

61,6 

56,0 

50,4 

44,8 

102 

96.4 

90,8 

85,2 

79,6 

74,0 

68,4 

62,8 

57,2 

51,6 

46.0 

103 

97,4 

91,8 

86,3 

80,7 

75,1 

69,5 

63,9 

58,3 

52,8 

47,2 

104 

98,4 

92,9 

87,3 

81,8 

76,2 

70,6 

65,1 

59,5 

51,0 

48,4 

105 

99,5 

93,9 

88,4 

82,9 

77,3 

71,8- 

66,3 

60,7 

55,2 

49,7 

106 

100,5 

95,0 

89,5 

84,0 

78,5 

73,0 

67,4 

61,9 

56,4 

50,9 

107 

101,5 

96,0 

90,6 

85,1 

79,6 

74,1 

68,6 

63,2 

57,7 

52,2 

108 

102,6 

97,1 

91,7 

86,2 

80.8 

75,3 

69,9 

64,4 

59.0 

53,5 
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Tafel  XXXII  (Fortsetzung). 


E 

e 

' 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

1080 

102,6 

97,1 

91,7 

86,2 

80,8 

75,3 

69,9 

64,4 

59,0 

53,5 

109 

103,6 

98.2 

92,7 

87,3 

81,9 

76,5 

71,1 

65,7 

60,2 

'     54,8 

110 

104,6 

99,2 

93,8 

88,5 

83,1 

77,7 

72,3 

66,9 

61,5 

1     56,2 

111 

105,7 

100,3 

95,0 

89,6 

84,3 

78,9 

73,6 

68,2 

62,9 

•     57,5 

112 

106,7 

101,4 

96,1 

90,8 

85,4 

80,1 

74,8 

69,5 

64,2 

58,9 

113 

107,7 

102,5 

97,2 

91,9 

86,6 

81,4 

76,1 

70,8 

65,5 

60,3 

114 

108,8 

103,5 

98,3 

93,1 

87,8 

82.6 

77,4 

72,1 

66,9 

61,7 

115 

109,8 

104,6 

99,4 

94,2 

89,0 

83,8 

78,7 

73,5 

68,3 

1     63,1 

116 

110,9 

105,7 

100,6 

95,4 

90,3 

85,1 

80,0 

74,8 

69,7 

64,5 

117 

111,9 

106,8 

101,7 

96,6 

91,5 

86,4 

81,3 

76.2 

71,1 

65,9 

118 

112,9 

107,9 

102,8 

97,8 

92,7 

87,6 

82,6 

77,5 

72,5 

67,4 

119 

114,0 

109,0 

104,0 

99,0 

93,9 

88,9 

83,9 

78,9 

73,9 

68,9 

120 

115,0 

110,1 

105,1 

100,2 

95,2 

90,2 

85,3 

80,3 

75,3 

70,4 

121 

116,0 

111,2 

106,3 

101,4 

96,4 

91,5 

86,6 

81,7 

76,8 

71,9 

122 

117,1 

112,3 

107,4 

102,6 

97,7 

92,8 

88,0 

83,1 

78,3 

73,4 

123 

118,2 

113,4 

108,6 

103,8 

99,0 

94,2 

89,4 

84,6 

79,8 

74,9 

124 

119,3 

114,5 

109,8 

105,0 

100,3 

95,5 

90,8 

86,0 

81,3 

76,5 

125 

120,3 

115,6 

110,9 

106,2 

101,5 

96,8 

92,1 

87,5 

82,8 

78,1 

126 

121,4 

116,7 

112,1 

107,5 

102,8 

98,2 

93,6 

88,9 

84,3 

79,6 

127 

122,4 

117,8 

113,3 

108,7 

104,1 

99,5 

95,0 

90,4 

85,8 

81,2 

128 

123,5 

119,0 

114,5 

109,9 

105,4 

100,9 

96,4 

91,9 

87,4 

82,9 

129 

124,5 

120,1 

115,6 

111,2 

106,7 

102,3 

97,8 

93,4 

88,9 

84,5 

130 

125,6 

121,2 

116,8 

112,4 

108,1 

103,7 

99,3 

94,9 

90,5 

86,1 

131 

126,7 

122,4 

118,0 

113,7 

109,4 

105,1 

100,7 

96,4 

92,1 

87,8 

132 

127,7 

123,5 

119,2 

115,0 

110,7 

106,5 

102,2 

97,9 

93,7 

89,4 

133 

128,8 

124,6 

120,4 

116,2 

112,0 

107,9 

103,7 

99,5 

95,3 

91,1 

134 

129,9 

125,8 

121,6 

117,0 

113,4 

109,3 

105,1 

101,0 

96,9 

92,8 

135 

130,9 

126,9 

122,8 

118,8 

114,7 

110,7 

106,6 

102,6 

9S,5 

94,5 

136 

132,0 

128,0 

124,1 

120,1 

116,1 

112,1 

108,1 

104,2 

100,2 

96,2 

137 

133,1 

129,2 

125,3 

121,4 

117,5 

113,6 

109,6 

105,7 

101,8 

97,9 

138 

134,2 

130,3 

126,5 

122,7 

118,8 

115,0 

111,2 

107,3 

103,5 

99,6 

139 

135,2 

131,5 

127,7 

124,0 

120,2 

116,4 

112,7 

108,9 

105,2 

101,4 

IJO 

136,3 

132,6 

129,0 

125,3 

121,6 

117,9 

114,2 

110,5 

106,9 

103,2 

Ul 

137,4 

133,8 

130,2 

126,6 

123,0 

119,4 

115,8 

112,2 

108,5 

104,9 

142 

138,5 

134,9 

131,4 

127,9 

124,4 

120,8 

117,3 

113,8 

110,3 

106,7 

143 

139,6 

136,1 

132,7 

129,2 

125,8 

122,3 

118,9 

115,4 

112,0 

108,5 

144 

140,6 

137,3 

133,9 

130,5 

127,2 

123,8 

12l),4 

117,1 

113,7 

110,3 

1 
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Tatel  XXXII  (Foitsetzuiig). 


E 

% 

e 

0,1 

0,2 

0.3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1.0 

1440 

140,6     137,3 

1 33,9 

130,5 

127,2 

123,8 

120,4 

117,1 

113,7 

110,3 

145 

141.7 

13«,4 

135.1 

131.9 

128,6 

125,3 

122.0 

118,7 

115,4 

112,1 

146 

142,8 

139,fi 

136,4 

133,2 

130,0 

'  126,8 

123,6 

120,4 

!  117,2 

114,0 

147 

143,9 

140,8 

137,6 

134,5 

131,4 

128,3 

125,2 

122,0 

118.9 

115.S 

148 

145,0 

141.9 

138,9 

135,9 

132,8 

,129,8 

126,7 

123,7 

.  120.7 

117,6 

149 

146,0 

143,1 

140,1 

137,2 

134,2 

131,3 

f  128,3 

1 

125,4 

122,4 

lli\5 

150 

147,1 

144,3 

141,4 

138,5 

135,7 

132,8 

!  129.9 

127,1 

124,2 

121,4 

151 

148,2 

145,4 

142,7 

139,9 

137,1 

134,3 

131,6 

128,8 

126.0 

123,2 

152 

149,3 

146,6 

143,9 

141,2 

138,6 

135,9 

133,2 

130,5 

127.8 

125,1 

153 

150,4 

147,8 

145,2 

142,6 

140,0 

137,4 

134,8 

132,2 

129.6 

127,0 

154 

151,5 

149,0 

146,5 

144,0 

141,4 

138,9 

'  136,4     133.9 

131,4 

12s,9 

155 

152,6 

150,2 

147,7 

145,3 

142,9 

140,5 

138.0 

135,6 

133,2 

130,8 

156 

153,7 

151,3 

149,0 

146,7 

144,3 

142,0 

139,7 

137,4 

135,0 

132,7 

157 

154,8 

152.5 

150,3 

148,0 

145,8 

143,6 

141,3 

139,1 

136,9 

134.6 

158 

155,9 

153,7 

151,6 

149.4 

147,3 

145,1 

143,0 

140,8 

138,7 

136.5 

159 

156,9 

154,9 

152,8 

150,8 

148,7 

146,7 

144,6 

142,6 

14(.»,5 

138.0 

160 

158,0 

156,1 

154,1 

152,2 

150,2 

148.2 

146,3 

144,3 

142,4 

140.4 

161 

159,1 

157,3 

155,4 

153,5 

151,7 

149,8 

147,9 

146,1 

144,2 

142,3 

162 

160,2 

158,5 

156,7 

154,9 

153,1 

151,4 

149,6 

147,8 

146,1 

144.3 

163 

161,3 

159,6 

158,0 

156,3 

154,6 

152,9 

151,3 

149,6 

147,9 

146,2 

164 

162,4 

160,8 

159,3 

157,7 

156,1 

154,5 

152,9 

151,4 

149,8 

148/2 

165 

163,5 

162,0 

160,6 

159,1 

157,6 

156,1 

154,6 

153,1 

151,7 

150.2 

166 

161.6 

163.2 

161,8 

160,5 

159,1 

157,7 

156,3 

154,9 

153,5 

152,1 

167 

i6r>.7 

164,4 

\m,\ 

161,^ 

160,6 

159,3 

158,0 

156,7 

155,4 

154,1 

168 

166,S 

165,6 

164,4 

163,2 

162,0 

160.9 

159,7 

158,5 

157,3 

]o«U 

169 

167.9 

166,8 

165,7 

164,6 

163,5 

162,4 

161,3  : 

160,3 

159,2 

15^,1 

170 

16'J.0 

168,0 

167,0 

166,0 

165,0 

164,0 

163,0 

162,0 

161.0 

16Ü.1 

171 

170.1 

WXl 

168,3 

167,4 

166,5 

165.6 

164,7 

163,8 

162,9 

162.Ü 

172 

171. '2 

1 70.4 

169,6 

168.8 

168.0 

167.2 

166,4 

165,6 

164,8 

164.U 

173 

172.3 

171,6 

170,9 

170,2 

169,5 

168,8 

168,1 

167,4 

166,7 

166,0 

174 

173,4 

172,8 

172,2 

171,6 

171,0 

170,4 

169,8 

169,2 

168,6 

1H80 

175 

174.r, 

174.0 

173,5 

'  173,0 

172,5 

172,0 

171.5 

171,0 

170,5 

170« 

176 

175,6 

175,2 

174.8 

174,4 

174.0 

173,6 

173,2 

172,8 

172,4 

172,0 

177 

176.7 

176.4 

176,1 

175,8 

175,5 

175,2 

174,9 

174,6 

174,3 

174,« 

178 

177,8 

177.6 

177,4 

177,2 

177,0 

176,8 

176,6 

176,4 

176,2 

1764) 

179 

178,9 

178,8 

178,7 

178,6 

178,5 

178,4 

178,3 

178,2 

178,1 

178.0 

1^0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

J 
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1038 


XXXm.    Tafel   der  Grössen  EIEHZE:. 


0 

log  El 

log  i;; 

K 

loglPi 

-0,40 

9",81869 

9»»,93107 

+  1,56086 

9,38847 

39 

8246S 

93027 

Ö7302 

38588 

38 

83056 

92949 

58510 

38331 

87 

83633 

92871 

59710 

38077 

36 

84201 

92793 

60904 

37826 

35 

84760 

92716 

62090 

37577 

34 

853;  <9 

92639 

63269 

37331 

33 

85850 

92563 

64442 

37086 

32 

86382 

92488 

65608 

36845 

31 

86905 

92413 

66768 

36605 

—  0,30 

9»,87420 

9»,92339 

+  1,67921 

9,36368 

29 

87928 

92265 

69067 

36133 

28 

88427 

92191 

70208 

35900 

27 

88920 

92118 

71343 

35670 

26 

89405 

92046 

72471 

35441 

25 

898<^3 

91974 

73594 

35214 

24 

90354 

91903 

74711 

34989 

23 

90818 

91831 

75822 

34767 

22 

91276 

91761 

76928 

34546 

21 

91728 

91691 

78028 

34327 

—  0/20 

9»S92173 

9»,9J621 

+  1,79123 

9,34110 

19 

92613 

91552 

80212 

83894 

18 

93047 

91483 

81296 

33681 

17 

93475 

91414 

82376 . 

33469 

16 

93897 

91346 

83449 

33259 

]5 

94314 

91279 

84518 

33050 

14 

94726 

91211 

85582 

32843 

13 

95133 

91145 

86642 

32638 

12 

95534 

91078 

87696 

32434 

11 

95931 

91012 

88746 

32232 

—  0,10 

9»,96323 

9«,90916 

+ 1,89791 

9,32031 

9 

96710 

90881 

90831 

31832 

8 

9709  i 

90816 

91867 

31634 

7 

97471 

90751 

92899 

31438 

6 

97845 

90(»87 

93926 

31243 

0 

98214 

90623 

94949 

31050 

1 

98579 

90560 

95967 

30858 

3 

98040 

9)497 

96982 

30667 

2 

99297 

90434 

97992 

30478 

1 

99651 

90371 

98998 

30290 

—  0,00 

OM,0ü0O0 

9»,90309 

+  2,00000 

9,30103 

1084 


Tafeln. 

Tafel  XXXIU  (Fortsetzung). 


6 

logE^ 

log  El 

K 

log  El 

4-0,00 

0»,00000 

9*,90309 

+  2,00000 

9,30103 

1 

00346 

90247 

00998 

29918 

2 

00687 

90186 

01992 

29733 

3 

01026 

90124 

02982 

29550 

4 

01360 

90063 

03969 

2936rt 

5 

01692 

9<X)03 

04951 

29188 

6 

02019 

89942 

05930 

29008 

7 

02344 

89882 

06905 

28830 

8 

02665 

89823 

07876 

28653 

9 

02983 

89763 

08844 

28477 

+  0,10 

0»«,03398 

9»,89704 

+  2,09808 

9,28302 

11 

03610 

89645 

10769 

28128 

12 

03918 

89587 

11726 

27956 

13 

04224 

89528 

12680 

27784 

14 

04527 

89470 

13630 

27613 

15 

Olb27 

89413 

14577 

27444 

16 

05124 

89355 

15520 

27275 

17 

05418 

89298 

16161 

27108 

18 

05710 

89241 

17308 

26911 

19 

05999 

89185 

18331 

26776 

+  0,20 

0«,06285 

9»»,89128 

+  2,19262 

9,26611 

21 

06569 

89072 

20189 

2(>I47 

22 

06850 

89016 

21113 

26285 

23 

07128 

88961 

22035. 

26123 

24 

07405 

88905 

22953 

25962 

25 

07678 

88850 

23868 

2oS(Xi 

26 

07950 

88795 

24780 

25613 

27 

08219 

88740 

25689 

254^5 

28 

08486 

88(i86 

26f95 

25828 

29 

08750 

88632 

27499 

25171 

+  0,30 

0»,09012 

9»,88578 

+  2,28399 

9,25016 

31 

09273 

88524 

29297 

24861 

32 

09531 

88471 

30191 

24707 

33 

09786 

88417 

31083 

21551 

31 

10040 

88364 

31972 

24402 

35 

10292 

88312 

32859 

2l2:iO 

36 

10542 

88259 

33743 

24I0Ü 

37 

10789 

88207 

34624 

23950 

38 

1 1035 

88155 

35502 

23801 

39 

11279 

88103 

36378 

23652 

+  0,40 

0»»,11521 

9»,8Ö051 

+  2,37251 

9423505 
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XXXV.    Tafel  für  log  q'^  mit  dem  Argumente  h. 


h 

log  n^ 

h 

log  H^ 

0,000 

0,0000000 

0,05 

0,0444607 

1 

9634 

6 

525626 

2 

19243 

7 

604398 

3 

28800 

8 

681057 

4 

38332 

9 

755725 

0 

47832 

10 

828513 

6 

57298 

11 

899523 

7 

66732 

12  ' 

968849 

H 

76133 

13 

1036576 

9 

85502 

14 

1 102783 

0,010 

0,0094838 

0,15 

0,1167544 

11 

iail44 

16 

1-230927 

12 

113417 

17 

1292994 

13 

122660 

18 

1353804 

U 

131871 

19 

1413412 

15 

141052 

20 

1471869 

16 

150202 

21 

15*29222 

17 

159322 

22 

1585516 

18 

168412 

23 

1640793 

19 

177471 

24 

1695092 

0,020 

0,0186501 

0,25 

0,1748451 

21 

195502 

26 

]8<N)9<I3 

22 

204474 

27 

18524K3 

23 

213416 

28 

19<1322<> 

24 

222330 

29 

19531 15 

25 

231215 

30 

20022rt5 

'26 

240071 

31 

2050667 

27 

248900 

32 

2098315 

28 

2577»  K) 

33 

2145253 

29 

266473 

34 

2191505 

0,030 

0,0275218 

0  35 

0,223709 ) 

31 

283936 

36 

2282aai 

32  • 

2)2626 

37 

2326316 

33 

301290 

38 

2370053 

34 

309926 

39 

2413171 

35 

318536 

40 

2455716 

36 

327120 

41 

2497705 

37 

335677 

42 

2539153 

38 

344208 

43 

2580375 

39 

352713 

44 

26*20486 

0,040 

0,0369646 

0,45 

0,2660397 

41 

378075 

46 

269»^21 

42 

386478 

47 

2738778 

43 

394856 

48 

2777272 

44 

403209 

49 

2815316 

45 

411537 

50 

2852923 

46 

419841 

51 

2890102 

47 

428121 

52 

29268<>4 

48 

436376 

53 

2963220 

49 

54 

2999178 

f 
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Tafeln  zur  Auflösung  des  Kepler'sohen 

Problems. 

Schreibt  man  die  aufzulösende  Gleichung 

E—  e  sin  E  =  M 
wie  folgt: 

E  —  M  =  e  cosM  .  sin  {E  -^  M)  -\-  e  sin  M  .  cos  (E  —  M) 

und  setzt  der  Kürze  wegen 

E—  M=  (p 

e  cos  M  ^=  a 
.    e  sin  M  :=  h 

und   benutzt    die    von    Lambert  (Beiträge  II,   §.  76)   gegebene 
Gleichung 


28  sin  (p  -\-  sin2q)  j^    q>' 

^  ~      18  -f  VI  cos  ^>       ^  21Ö0  "^ 


so  folgt  mit  Weglassung  der  Glieder 

(|p7 


2100 


+ 


wobei 

- 14  -f-  cos  <p 

*  ""  9  -]-  fi  cos  (f  ' 

Die  nachstehende   Tafel  giebt  diese  Grösse  mit  dem  Argu- 
mente cos  do  für  alle  FälW,  in  welchen  E  —  M  <^  11^. 
Man  hat  also  folgende  Operationen  auszuführen: 

a  z=z  e  cos  M 
b  =  c  sin  M 

aus  der  Tafel 

_  14  +  cos  y^ 
/^  —  9-1-0  cos  (po 
mit  dem  Argument  cos  q>^f 

tg(Pi  = 


/o  —  « 


t03S  Tafeln. 

Eventuell  kann  diese  Rechnung  wiederholt  werden.    Beispiel 

(Oppolzer  I,  S.  56): 

loge  =  9,389726 

M=  3320  28' 55". 
Man  findet 

tgq>f,  =  9»,160946. 
Aus  der  Tafel 

f^  =  1,003457 
damit 

E  —  M=  —  Sn2'  23" 
also 

E  —  324«  16'  32", 

während  Oppolzer  bei  siebenstelliger  Rechnung 

E=  3240 16' 29", 

findet.    /  kann  man  auch  direct  berechixen.    Setzt  man  nämlich 

ros  9  =  1  —  5, 
so  wird 

^=^  +  3+l5+-75+3r5  +  "-  +  3:5^*'  +  -- 

Mit  Hülfe  dieser  Reihe  ist  auch  die  nachstehende  Tafel  be- 
rechnet. Noch  schneller  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  der 
Tafel  XXXII  einen  Näherungswerth  für  qpo  entnimmt.  Dann  fällt 
der  erste  Theil  der  Rechnung  hinweg. 

Für  die  logarithmische  Berechnung  kann  man  der  Reihe  / 
noch  die  Gestalt  geben 

Man  braucht  also  zur  Berechnung  von  /  nur  die  Logarithmeo 

S         .    2S' 

3    "°^    T- 

Nacji  dieser  Formel  hat  die  directe  Berechnung  von  /  gar 
keine  Schwierigkeit. 
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t63§ 


€08  q) 

/ 

€08  g} 

.  / 

€08  g> 

f 

1,000000 
0,99999 
8 

1,000000 
3 

7 

0,99960 

0,99959 

8 

1,000133 
137 
140 

0,99920 
0,99919 

8 

1,000267 
270 
273 

7 

10 

■  7 

143 

7 

277 

6 

13 

6 

147 

6 

280 

5 

17 

5 

150 

5 

283 

4 

20 

4 

153 

4 

287 

3 

23 

3 

157 

3 

290 

2 

27 

2 

160 

2 

293 

1 

30 

l 

163 

1 

297 

0,99990 
0,99989 

8 

1,000033 
37 
40 

0,99950 
0,99949 

8 

1,000167 
170 
173 

0,99910 

0,99909 

8 

1,000300 
303 
307 

7 

43 

177 

7 

310 

6 

47 

6 

180 

6 

313 

5 

50 

5 

183 

5 

317 

4 

53 

4 

187 

4 

320 

3 

57 

3 

190 

3 

323 

2 

60 

2 

193 

2 

327 

1 

63 

l 

197 

1 

330 

0,99980 

0,99979 

8 

1,000067 
70 
73 

0,99940 
0,99939 

8 

1,000200 
203 
207 

0,99900 

0,99899 

8 

1,000333 
837 
340 

7 

77 

7 

210 

7 

343 

6 

80 

6 

213 

6 

347 

5 

83 

5 

217 

5 

350 

4 

87 

4 

220 

4 

353 

3 

90 

3 

223 

3 

357 

2 

93 

2 

227 

2 

360 

1 

97 

1 

230 

1 

363 

0,99970 

0,99969 

8 

1,000100 
103 
107 

0,99930 
0,99929 

8 

1,000233 
237 
240 

0,99890 

0,99889 

8 

1,000367 
370 
373 

7 

110 

7 

243 

7 

377 

6 

113 

6 

247 

6 

380 

5 

117 

5 

250 

5 

383 

4 

120 

4 

253 

4 

387 

3 

123 

3 

257 

3 

390 

2 

127 

2 

260 

2 

393 

1 

130 

1 

268 

1 

397 
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€08  g) 


f 


COitif 


0,99880 
0,99879 
8 
7 
ti 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99870 
0,99869 
8 
7 
6 
5 
4 
8 
2 
1 

0,99860 

0,99859 

8 

7 

(} 

^ 

4 

n 

2 

1 

0,99850 
0,99819 
8 
7 
(t 
5 
4 
3 
2 
1 


1,00(^400 
403 
407 
410 
413 
417 
420 
423 
427 
430 

1,000433 
437 
440 
443 
447 
450 
453 
457 
460 
463 

1,000467 
470 
473 
477 

480 
483 
487 
490 
493 
497 

1,(K)0500 
503 
507 
510 
513 
517 
520 
523 
527 
530 


0,99840 
0.99839 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99830 
0,99829 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99820 

0,99819 

8 

7 

6 

4 
3 
2 
1 

0,99S10 

0,9980f) 

8 

/ 

6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,000533 
537 
540 
543 
547 
550 
553 
557 
560 
563 

1,IK)0567 
570 
573 
577 
580 
583 
587 
590 
593 
697 

1,000600 
603 
607 
610 
613 
617 
620 
623 
627 
630 

1,000633 
637 
640 
643 
647 
650 
653 
657 
660 
664 


0,99800 
0,99799 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


0,99790 
0.99789 

8 


7 
6 
5 


4 
3 
2 
1 

0,99780 
0,99779 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99770 

0,99769 

8 

7 

6 

ü 

4 
3 
2 
1 


l.f  00668 
671 
675 
678 
681 
685 
688 
691 
695 
698 

1,000701 
705 
70»s 
711 
715 
718 
721 
725 
728 
731 

1,000735 
73.'3 
741 
745 
748 
751 
755 
75?^ 
761 
76-'> 

i.oi)07aH 

771 
775 
778 

781 
785 
78» 
791 
795 
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eos  g> 

/ 

cos  q> 

/. 

cos  (p 

/ 

0,99760 
0,99759 

8 

1,000801 
805 

808 

0,99720 
0,99719 

8 

1,000934 
937 
941 

0,99680 

0,99679 

8 

1,001067 
1071 
1074 

7 

811 

7 

944 

7 

1077 

6 

815 

6 

947 

6 

1081 

5 

818 

5 

951 

5 

1084 

4 

821 

4 

954 

4 

1087 

3 

825 

3 

957 

3 

1091 

2 

828 

2 

961 

2 

1094 

1 

831 

1 

964 

1 

1098 

0,99750 
0,99749 

8 

1,000634 
887 
841 

0,99710 

0,99709 

8 

1,000967 
971 
974 

0,99670 
0,99669 

8 

1,001101 
1104 
1107 

7 

844 

7 

977 

7 

1111 

6 

847 

6 

981 

6 

1114 

5 

861 

5 

984 

5 

1117 

4 

854 

4 

987 

4 

1121 

3 

857 

3 

991 

3 

1124 

2 

861 

2 

994 

2 

1127 

1 

864 

1 

998 

1 

1131 

0,99740 
0,99739 

8 

1,000867 
871 

874 

0,99700 

0,99699 

8 

1,001001 
1004 
1007 

0,99660 
0,99659 

8 

1,001134 
1137 
1141 

7 

877 

7 

1011 

7 

1144 

6 

881 

6 

1014 

6 

1147 

5 

884 

5 

1017 

5 

1151 

4 

887 

4 

1021 

4 

1154 

3 

891 

3 

1024 

3 

1157 

2 

894 

2 

1027 

2 

1161 

1 

897 

1 

1031 

1 

1164 

0,99780 
0,99729 

8 

1,000901 
904 
907 

0,99690 

0,99689 

8 

1,001034 
1037 
1041 

0,99660 
0,99649 

8 

1,001168 
1171 
1174 

7 

911 

7 

1044 

7 

1178 

6 

914 

6 

1047 

6 

1181 

5 

917 

5 

1051 

5 

1184 

4 

921 

4 

1054 

4 

1188 

8 

924 

3 

1067 

8 

1191 

•  2 

927 

2 

1061 

2 

1194 

1 

931 

1 

1064 

1 

1198 
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C08  q> 

/ 

cos  g) 

f 

cos  tp 

/ 

0,99640 
0,99639 

8 

1,001201 
1204 
1206 

0,99600 
0,99599 

8 

1,001336 
1338 
1342 

0,99660 
0,99669 

8 

1,001469 
1473 
1476 

7 

1211 

7 

1345 

7 

1479 

6 

1214 

6 

1348 

6 

1483 

5 

1218 

5 

1362 

5 

1486 

4 

1221 

4 

1366 

4 

1489 

8 

1224 

3 

1368 

3 

1493 

2 

1228 

2 

1362 

2 

1496 

1 

1231 

1 

1365 

1 

1499 

0,99630 
0,99629 

'   8 

1,001236 
1238 
1241 

0,99590 
0,99589 

8 

1,001369 
1372 
1375 

0,99660 
0,99649 

8 

1,001603 
1606 
1510 

7 

1246 

7 

1379 

7 

1613 

6 

1248 

6 

1382 

6 

1616 

5 

1251 

5 

1385 

5 

1620 

4 

1255 

4 

1389 

4 

1623 

3 

1258 

3 

1392 

3 

1626 

2 

1261 

2 

1395 

2 

1630 

1 

1265 

1 

1399 

1 

1533 

0,99620 

0,99619 

8 

1,001268 
1271 
1275 

0,99680 
0,99579 

8 

1,001402 
1406 
1409 

0,99540 
0,99639 

8 

1,001636 
1540 
154B 

7 

1278 

7 

1412 

7 

1646 

6 

1281 

6 

1416 

6 

1550 

5 

1285 

5 

1419 

5 

1663 

4 

1288 

4 

1422 

4 

1556 

3 

1291 

3 

1425 

3 

1560 

2 

1295 

2 

1429 

2 

1663 

1 

1298 

1 

1432 

1 

1666 

0,99610 

0,99609 

8 

1,001302 
1305 
1308 

0,99670 
0,99569 

8 

1,001436 
1439 
1443 

0,99530 

0,99629 

8 

1,001570 
1673 
1576 

7 

1312 

7 

1446 

7 

15B0 

6 

1315 

6 

1449 

6 

1683 

6 

1318 

5 

1463 

6 

1586 

4 

1322 

4 

1456 

4 

1690 

3 

1325 

3 

1469 

3 

1593 

2 

1328 

2 

1463 

2 

1696 

1 

1332 

1 

1 

1466 

1 

1600 
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eo$g> 

/ 

008  g> 

f 

C08(P 

f 

0,99520 

1,001603 

0,99480 

1,001737 

0,99440 

1,001871 

0,99519 

1606 

0,99479 

1740 

0,99439 

1874 

8 

1610 

8 

1743 

8 

1877 

7 

1613 

7 

1747 

7 

1881 

6 

1616 

6 

1750 

6 

1884 

5 

1620 

5 

1753. 

5 

1887 

4 

1623 

4 

1757 

4 

1891 

3 

1626 

3 

1760 

3 

1894 

2 

1630 

2 

1763 

2 

1897 

1 

1633 

1 

1767 

1 

1901 

0,99510 

1,001636 

0,99470 

1,001770 

0,99430 

1,001904 

0,99509 

1640 

0,99469 

1773 

0,99429 

•  1907 

8 

1643 

8 

1777 

8 

1911 

7 

1646 

7 

1780 

7 

1914 

6 

1650 

6 

1783 

6 

1917 

5 

1653 

5 

1787 

5 

1921 

4 

1656 

4 

1790 

4 

1924 

3 

1660 

3 

1793 

3 

1927 

2 

1663 

2 

1797 

2 

1931 

1 

1666 

1 

1800 

1 

1934 

0,99500 

1,001670 

0,99460 

1,001804 

0,99420 

1,001937 

0,99499 

1673 

0,99459 

1807 

0,99419 

1941 

8 

1676 

8 

1810 

8 

1944 

7 

1680 

7 

1814 

7 

1947 

6 

1683 

6 

1817 

6 

1951 

5 

1686 

5 

1820 

5 

1954 

4 

1690 

4 

1824 

4 

1957 

3 

1693 

3 

1827 

3 

1961 

2 

1696 

2 

1830 

2 

1964 

1 

1700 

1 

1834 

1 

1967 

0,99490 

1,001703 

0,99450 

1,001837 

0,99410 

1,001971 

0,99489 

1706 

0,99449 

1840 

0,99409 

1974 

8 

1710 

8 

1844 

8 

1977 

7 

1713 

7 

1847 

7 

1981 

6 

1716 

6 

1850 

6 

1964 

5 

1720 

5 

1854 

5 

1987 

4 

1723 

4 

1857 

4 

1991 

3 

1726 

3 

1860 

3 

1994 

2 

1780 

2 

1864 

2 

1997 

1 

1733 

1 

« 

1867 

1 

2001 
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co8g> 

/ 

cosg> 

1 

/ 

cosgt 

/ 

0,99400 

1,002005 

0,99360 

1,002139 

0,99320 

1,(MKR>73 

0,99399 

2006 

0,99359 

2142 

0,99319 

2276 

8 

2011 

8 

2145 

8 

'     2279 
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7 

5514 

6 

6246 

6 

6380 

6 

5517 

5 

6260 

6 

6384 

5 

5521 

4 

6263 

4 

6387 

4 

5524 

3 

6266 

3 

6390 

3 

6527 

2 

5260, 

2 

6394 

2 

5531 

1 

6263 

1 

6397 

1 

5534 

0,98430 

1,006267 

0,98390 

1,005401 

0,98350 

1,005537 

0,98429 

6270 

0,98389 

5404 

0,98349 

5540 

8 

6274 

8 

6408 

8 

6544 

7 

6277 

7 

5411 

7 

5547 

6 

6280 

6 

5414 

6 

5550 

5 

6284 

5 

5418 

5 

5554 

4 

6287 

4 

5421 

4 

5557 

3 

6290 

3 

5424 

3 

5560 

2 

6294 

2 

5428 

2 

5563 

1 

6297 

1 

6431 

1 

5566 

0,98420 

1,006300 

0,98380 

1,006436 

0,98340 

■ 

1,005569 

0,98419 

6303 

0,98879 

5438 

0,98339 

5572 

8 

6307 

8 

6442 

8 

5576 

7 

6310 

7 

5445 

7 

5579 

6 

6313 

6 

5448 

6  ' 

5582 

5 

5317 

6 

6452 

5 

5586 

4 

6320 

4 

5455 

4 

5589 

3 

6323 

3 

6458 

3 

5592 

2 

6327 

2 

5462 

2 

5596 

1 

5330 

1 

5466 

1 

5600 

0,98410 

1,006334 

0,98370 

1,005469 

0,98330 

1,0056<M 

0,98409 

6337 

0,98369 

5472 

0,98329 

5607 

8 

6341 

8 

5474 

8 

5611 

7 

6344 

7 

5479 

7 

5614 

6 

5347 

6 

5482 

6 

5617 

5 

6361 

5 

5484 

5 

5621 

4 

6364 

4 

5489 

4 

5621 

3 

6367 

3 

5492 

3 

5627 

2 

5361 

2 

5494 

2 

5631 

1 

6364 

1 

5500 

1 

5634 

Tafeln. 
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C08q) 

/ 

cos  g) 

/ 

COSfp 

/ 

0,9832() 

0,98319 

8 

1,005638 
5641 
5645 

0,98290 
0,98289 

8 

1,005739 
5742 
5746 

0,98260 

0,98259 

8 

1,005840 
5843 
5847 

7 

5648 

7 

5749 

7 

5850 

6 

5651 

6 

5752 

6 

5853 

5 

5655 

5 

5756 

5 

5857 

4 

5658 

4 

5759 

4' 

5860 

3 

5661 

3 

5762 

3 

5863 

2 

5665 

2 

6766 

2 

5867 

1 

5668 

1 

5769 

1 

5870 

0,98310 
0,98309 

8 

1,005671 
5674 

5678 

0,98280 
0,98279 

8 

1,005772 
5775 
5779 

0,98250 
0,98249 

8 

1,005874 
5877 
5881 

7 

5681 

7 

5782 

7 

5884 

6 

5684 

6 

5785 

6 

5887 

5 

5688 

5 

5789 

5 

5891 

4 

5691 

4 

5792 

4 

5894 

3 

5694 

3 

5795 

3 

5897 

2 

5698 

2 

5799 

2 

5901 

1 

5701 

1 

5803 

1 

5904 

0,98300 

0,98299 

8 

1,005705 
5708 
5712 

0,98270 
0,98269 

8 

1,005807 
5810 
5814 

0,98240 

0,98239 

8 

1,005907 
5910 
5914 

7 

5715 

7 

5817 

7 

5917 

6 

5718 

6 

5820 

6 

5920 

5 

5722 

5 

5824 

5 

5924 

4 

5725 

4 

5827 

4 

5927 

3 

5728 

3 

5830 

3 

5930 

2 

5732 

2 

5834 

2 

5934 

1 

5735 

1 

5837 

1 

6937 

y erzeiclmiss  bemerkter  Fehler  und  Nachtrage. 


Das  nachstehende  Verzeicbniss  enthält  diejenigen  Fehler,  die 
vom  Autor  in  dem  nunmehr  abgeschlossenen  Werke  gefunden 
worden  sind;  ausserdem  bringt  es  hier  und  da  einige  wichtige 
Ergänzungen.  Dass  es  nicht  erschöpfend  sein  und  sämmtliche 
Fehler  oder  alle  etwa  vorhandenen  Lücken  ausfüllen  kann,  durfte 
einleuchten.  Die  Kraft  des  Einzelnen  reicht  wohl  kaum  ans, 
um  ein  so  gewaltiges  Material  von  Formeln,  Tabellen  n.  s.  w.,  wie 
das  vorliegende,  in  wünschenswerth  correcter  Weise  auszugestalten. 
Von  den  vielen  Tausend  Formeln,  die  dBpS  Buch  bringt,  dürfte 
daher  vielleicht  mitunter  die  eine  oder  andere  eine,  wenn  auch 
oft  nur  kleine  Unrichtigkeit  enthalten;  es  war  dem  Autor  trotz 
des  besten  Willens  eben  nicht  möglich,  eine  jede  Formel  auf 
ihren  genauen  Werth  zu  prüfen  und  —  wenn  nöthig  —  richtig 
zu  stellen;  er  muss  sich  in  dieser  Hinsicht  auf  die  von  ihm 
benutzten  und  überall  angegebenen  Quellen  beziehen.  Nur  durdi 
das  Zusammenwirken  Aller,  die  das  Buch  benutzen  und  ihm 
Interesse  entgegenbringen  und  im  vorkommenden  Falle  dem  Autor 
oder  der  Verlagshandlung  Mittheilung  von  etwa  bemerkten 
Irrthümem  oder  Druckfehlem  machen  würden,  dürfte  es  gelingen, 
die  nächste  Auflage  so  weit  zu  verbessern,  dass  sie,  aussergewöhn- 
liche  Fälle  ausgenommen,  als  ganz  correct  zu  bezeichnen  wäre. 

Manche  Formeln,  von  deren  Richtigkeit  ich  mich  nicht  habe 
überzeugen  können,  waren  so  interessant,  dass  ich  sie  dem  Leser 
nicht  habe  vorenthalten  können.  Es  giebt  jedoch  gewisse  Kri- 
terien, an  welchen  man  die  Richtigkeit  einer  Formel  erkennt 
Diese  sind: 

Bei  den  unbestimmten  Integralen  die  Differentiation.    Ist 


/. 


f{x)dx  =  fp{x\ 
so  muss 

sein.     Dadurch  können  alle  in  diesem  Werke  vorhandenen  In- 
tegrale vor  dem  Gebrauche  geprüft  werden. 
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Bei  den  Dreiecksformeln  ist  es  die  cyklische  Vertauschung 

nach  dem  Schema 

A 

b  c 

C  B 

a 

Eine  jede  allgemein  geltende  Dreiecksform  muss  eine  cyklische 
Vertauschung  gestatten. 

Bei  unendlichen  Reihen  ist  endlich  auf  die  Gonvergenz  zu 
achten. 

Es  folgen  nun  die  bemerkten  Fehler  und  einige  Ergän- 
zungen. 

Seite  2,  Formel  8  ist  arctg  ,  zi  ^  del. 

^  1  +y 

Bemerkung,  del.  ist  Abkürzung  für  delendum,  d.  h.  zu 
streichen. 

Dafür  zu  ergänzen: 

aräg^i  +  orctg^U  +  <^ctg^U  =  j 

aräg  Va  +  ardg  Vs  +  (»rctg  Vz  +  (^rdg  Va  =  -^ 

o^ctg  Vt  +  2  arctg  Vs  =  j 

^arctgy^  —  arctg  Vjs»  =  j 

Aarctg  Vs  —  arctg  V70  +  arctg  V99  =  j- 
Seite  3  unten,  §.  1,  Zusatz.    Aus  t 

.   1/1  —  X  ,, 

arcstn  y  — ^ —  =  |>,    V«  (^^csmx  =  q 

kommt 

2  sin^  p  =  1  -^  X 

8in2q  =  x, 
daraus 

2sin^p  -f-  sin  2g  =  1. 

Es  ist  auch  weiter  (Seite  4)  für  sin  (a  —  2q)  gesetzt  cos  2  g, 
was  unrichtig  ist.     Es  muss  in  der  zu  beweisenden  Gleichung 

statt  TT-,  -r-  gesetzt  werden,  dann 

!>  +  «=  4 
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1  =  2sin^p  -f-  sin2q  =  2sin^p  -[-  sin  l-^  —  2/ij, 

woraus 

1  —  €0s2p  =  2sin^p. 
Seite  4. 

=  cos  --p=  falsch« 

«  Vs 

Dafür  zu  ergänzen: 

^       2-\-cos(p    ^     '"''^ 

Kästner,  Gesch.  I,  S.  415.   Formel  von  Snellius  (1621). 

tgq>  -\-  2sinfp         1 

^~  3  20 


m  ::=r    '^  ^ ! __^    —    «)5 

T*  Q  OA    T 


Girard,  Tables  (1626). 


Atgq)  -+-  32sfn97  —  3stn29) 
= 3Ö Aos  9>    .  .  . 

Lambert,  Beiträge  II,  §.  76. 


Seite  6  zu  ergänzen: 


lim  —  =00     a  >  1  lim  gjT  =  l 

o 

lini^^a^  =  0  limö^=  1 

limcae'^  =  oo  Kw*«^a  +  '^  =  1 

Seite  8.    Statt 

-  V3  +  VatVs,  -  v, -V.iVS 
lies 

-  v«  + V2<v^,-yf-v«»V3. 

Seite  10.    del.  Fonnel  16: 

Ä    ,     1  ,     —  o:  —  1 

Seite  11.    Functionentheorie  statt  Fankentheorie;  femer 

Seite  12,  Formel  8  lies 

sinhyp  q>  =  V«(^  —  ^"^) 

cos  hyp  (p  =  V«  (^  +  ^~^)« 
Seite  20,  Zeile  11  lies  s  statt  ff. 
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Seite  31  lies 

log  \^  =  2  {rr  +  Va  x^  +  1/5  .r-''  +  .  •  . 

Zu  ergänzen: 
logx  =  ^U[log{x  +  1)  +  log{x  —  1)] 


3.4.a;*    '    5.6.rr«   '  7.8.a;« 
Thomson's  Reihe. 
Seite  32.    Zu  ergänzen: 

^^  ^"  ""  y  "^  180  "•"  2835  "^  T26ÖÖ  "^ 

7      tgx_x^        7x*    .    62a;g        127a:^ 
^^    a;    ~"  3    "^   90   "•    2835  "*"  18900  "^ 

Seite  34.    Zu  ergänzen: 

X  :=  sinx  A-'zrz  sin^ x  -\ — ^  sin-'  x  -\-   ■'  ."    sin"^ a?  +  •  •  • 
'31  '5!  71  ' 

Seite  37.    Zu  ergänzen: 

1)  Ist 

x  =  ay  +  6j/2  +  cj/s  +  dy*  +  •  •  •, 
so  ist 

X        hx^    ,    2b^  —  ac    ^    ,    6abc  —  a^d  —  bb-^    ,    , 

2)  Ist 

a:  =  ay  -|-  fty^  _|_  ^y-»  -|-  dy7  :-|_  .  .  .^ 

so  ist 

X        bx'i    ,    36«  — ac    ,    ,    8a6c  — a^d  — 1263    ^ 

3)  Ist 

ay  -(-  6y2  -|-  cy3  -(-  ...  =  aa?  -|-  /3rc»  +  yx*  +  •••, 

so  wird 

+  (a/Ja  4-  2/Jy  —  «y  —  /S2)rr4  _| 

Läek»,  mathem.  Formelnsammlung.  Q7 
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Seite  38.    Zu  ergänzen: 


n 


n.n  —  3 


^•«(1  -\-xy 


Schlömilch,  Mathem.  Abhandl.  1850. 

Seite  43.    Zu  ergänzen: 

t4-  1 


X 


log(l  +ic)=  1  +_a-  — —  :r«-h^-^a:3 


-^^^"^^  =  0  +  0 


o; 


.5       ^  5.7 


Seite  44.     Ueber  Lambert's   Reihe   siehe   Baltzer's   Ge- 
sammelte Werke,  IV.  Bd.,  S.  595. 

Seite  46,  §.31.    Reihen  1)  bis  6)  del. 
Seite  48.    Zu  ergänzen: 

^       (1  -a;)(l  -.:,a;(i_a?«)       or    a    i- 

Compt.  rend.  XCVI,  p.  674  und  743.   Cayley,  Ellipt.  Funct, 
S.  296. 

(1  —  ay  (1  —  6)2(1  —  c)2...  ^       (1  —  a)2 


+ 


1  -  (1  -  6> 


1  -  (1  -  er 


+  ri  —  a)2(l  — 


(1  —  a)2  (1  —  6)2    '    (l  —  a)2  (1  —  6)2  (1  —  f?)2  + 


Mess.  (2)  U,  S.  138. 
Die  Formel  für  cosx  (§.  32,  8)  soll  heissen: 

a;2 


cosx  = 


=n 


1 


[ 


2w+l 


7^\-{'-m(^-m 


Seite  49,  Formel  13  lies: 

1  +  ^^  statt  1  —  x\ 

Seite  50.    Zu  ergänzen: 

e  =  2Vi  3*/3  5V5  6-Vfl  7V7  lO-Vio  llVn  .  .  . 

Baltzer's  Product. 
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Seite  57.    Zeile  13  von  oben  lies: 

(1  —  Va)  statt  (l  —  lY 
Seite  91,  letzte  Zeile  lies: 

g—  1 
Seite  108,  Formel  10  lies: 

dcosecx  =  —  dg  X  cosecx  dx, 
Seite  121,  Formel  5  lies: 

Seite  133.    Soll  sein: 

r    x^dx  1    7     .      .7 

/  i — i — :;  =  TTT  'Off(^  +  ffx'^). 

J    a  -{-bx^        3  fe     •^  ^      '  ^ 

Seite  138.    Soll  sein: 

/xdx         ,  1 

Seite  190.    Zu  ergänzen: 

J    {e-\-  cos  (fY       (1  —  e«)*»-'/«    J    cos*"  g?  ^  ^^ 

Creile's  Journ.,  Bd.  30. 

r    dfp     _     i        i4-vr=n:<j/y 

J    1  +  esin'^ (p        2Ve  —  l        l  --Ve—ltgq) 
Seite  191.    Zu  ergänzen: 

/a-^ßcosx    ,     Csinx  .     C    A-\-Bcosx 

\a-\-b  cos x\^  [a -j- 6 cos x\^-^  '  J    \a-\-b cos x]^-^ 

.  aa  —  bß      j  n  —  2  aß  —  6«   ' 

^ a^  —  6a 

—  (n_  l)(tt2  —  6»)* 

Seite  215.    Zu  ergänzen: 

/dx         7     /,  7       X   ,   ?oaa:    ,   ,.  Zoaar^  ?o^ic-<    , 

j3^  =  %(±%^)+-fp+V.-|p+V»-|j-+- 

rx^dx        ,     ,         ,1    w  +  l,         ,   ,,  (w+l)«,       ,  , 


47* 


67 
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Seite  233.  In  Folge  der  Benutzung  einer  falschen  Quelle 
sind  hier  viele  Fehler  entstanden.  Verbessert  nach  Berliner 
Jahrb.  Seite  311,  1863. 

Im  2.  bis  8.  Integral  fehlt  rechts  bei  jedem  Gliede  &.  Ausser- 
dem lies: 

7  7 

beim  2.  Integral  —  statt  — , 


w 


3. 


0. 


7. 


8. 


25 
96     " 

2989 
17280 

1209 


95 
96' 

statt 


2089 
17280' 


5900 
16175 


,  ,,  1209 
statt  - 


199884 
Seite  241,  Formel  52  lies: 


5600' 


statt  — 


16175 
199584 


—  «—  statt  — 


;r« 


6p  6ä 

Seite  407,  Formel  6  del. 

Seite  526,  §.  165,  Formel  1  lies: 


sin^Gi  = 


cosß  cosy 
cos  /3'  cos  / 


+ 


cosy  cosa 
.1 


+ 


cosa  cosß    ^ 
cosa!  cosß' 


cosy  cosa 

Bei  dieser  Berichtigung  sei  noch  auf  ein  Kriterium  der  Rich- 
tigkeit hingewiesen:  die  Symmetrie,  welche  sofort  erkennen  lässt 
dMsa  diese  Formel  falsch  hingeschrieben  wurde. 

In  Bezug  auf  die  Tafeln  sei  bemerkt,  dass  die  Tafel  VI 
zum  §.  224  gehört 

Einige  Eigennamen  wurden  fast  ständig  falsch  geschriebeo. 
so  Balzer  statt  Baltzer.  Da  es  aber  bekannte  Namen  sind,  so 
dürften  diese  Verseilen  leicht  zu  bemerken  sein. 
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I      —  Weite  609. 

Brewster's  Gesetz  608. 
,  Briancbon's  Satz  497. 

Budan-Fourier's  Satz  70. 
I  Bürgerliche  Zeit  796. 
,  Bürmann'sche  Reihe  28. 
'  Bussole  751. 


r3. 


C. 


C,  das  Weber'sche  577.  580. 

Calorie  618. 

Calorische  Zustandsänderung  625. 

Canonische  Form  66. 

Capacität  580.  732.  737. 

Capillarität  628. 

Cardan's  Formel  72. 

Cardioide  511. 

Cassinoide  519, 

Centimeter  582. 

Central-Axe  664. 

—  Bewegung  651. 

—  Ellipsoid  678.' 
Centrifugalkraft  705. 
Centripetalkraft  643. 
Charakteristik  571. 
Chordale  471. 
Ci-Integral  294. 
Circumpolar  590.    788. 
Cissoide  520. 
CoUimation  819.  824. 
Combinationslehre  16. 
Cometenbahn  917. 
Complexe  Functionen  8. 
Conchoide  516. 
Condensation  720. 
Condensirende  Kraft  737. 
Congruenz  58. 

—  der  Argumente  310. 
Conjugirte  Durchmesser  497.  50i'. 
Contingenzwinkel  480. 
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Continuitätfi^eichang  706.  741. 
Coordinaten,  äquatoreale  779.  782. 

—  Cartesi'ache  454.  479.  525. 

—  von  Chasles-Hoebius  465. 

—  ekliptikale  784. 

—  geooentrische  870. 

—  gestörte  931.  937. 

—  heliocentrische  870.  872. 

—  von  Hesse  465. 

—  homogene  463. 

—  honzontale  779.  782. 
Conische  Kefraction,  äussere  770. 

innere  770. 

Gonoidflächen  570. 
Convergenz  23.  26.  304. 

—  Bereich  der  26. 

—  unbedingte  26. 
Constante  273. 

—  der  Capillarität  628. 

—  von  Gauss  598, 

—  der  Gravitation  577. 

—  der  Induction  738. 
Correspondirende  Höhen  817. 
Coulomb's  Gesetz  752. 
Cubische  Gleichungen  68.  72. 
Culmination  587.  786.  827. 
Curven,  allgemeine  Theoiie  475. 

—  Classe  der  475. 

—  cyklische  508. 

—  einhüllende  490. 

—  Formen  der  472. 

—  -Geschlecht  476. 

—  von  Hesse  478. 

—  lugarithmische  523. 

—  Ordnung  der  523. 

—  parallele  488. 

—  Quadratur  der  483. 

—  Bectißcation  der  485. 

—  von  Steiner  478. 


D. 


Dämmerung  791. 

Dampf  623. 

Deduktive  Wahrscheinlichkeit  83. 

Deklination,  astronomische  779. 

—  magnetische  755. 
Deskartes,  Satz  von  70. 
Determinante  76. 

—  adjungirte  77. 

—  functionale  80. 

—  von  Hesse  81.  115.  472.  494. 

—  reciproke  77. 
Determinante,  symmetrale  78. 


784. 


Deteiminante,  symmetrische  78. 
Deutliche  Sehweite  615. 
Deviationsmoment  678. 
Diamagnetismus  753. 
Dichtigkeit,  elektrische  580. 

—  des  Solenoids  750. 
Dielektrisches  Medium  737. 
Differential  105. 
Diffei*enzen,  endliche  334. 
Diffraktion  756. 
Digression  787. 
Dilatation  649.  708. 
Dimension  578. 

Dioptrik  607.  615. 
Direktrix  492.  748. 
Diskriminante  67. 
Dispersion  617. 
Distanz  793. 
Division  57. 

Doppeltes  Argument  343. 
Doppel-Brechung  769. 

—  Krümmung  536.  545. 

—  Punkt  476. 

—  Schicht  694. 

—  Sterne  910. 

—  Tangente  476. 

—  Verhältniss  457.  462. 
Drachenmonat  982. 
Drehmoment  579. 
Drehung  658. 

Dreieck  437.  440.  443.  450. 
Druck,  hydrodynamischer  710 

—  hydrostatischer  710. 
Druckhöhe  705. 

Dur  Scala  716. 
Dynamik  644. 

—  der  Atmosphäre  714. 

E. 

e-Tafel  94. 

Ebene  446.  454.  528. 

—  Curven  483.  485. 

—  rectificirende  539. 
Ei-Function  278. 
Eindeutige  Functionen  304. 
Einheit,  absolute  577. 

—  elektrodynamische  579 

—  elektrostatische  579. 

—  von  Jacobi  583. 

—  von  Siemens  583. 
Einhüllende  Curven  490. 

—  Flächen  571. 
Einsiedler-Punkt  473. 
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Einwerthige  Functionen  299. 
Ekliptik  888. 

—  Coordinaten  der  778.  787. 
Elagticität  698. 

Elastische  Linie  701. 
Elektricität  579. 

—  Gonstante  580. 
~  Menge  580.  581. 

Elektrische  Dichtigkeit  580. 
•—  Kraft  580. 

—  Spannung  580. 

—  Verschiebung  580. 
Elektrodynamik  745. 
Elektrokinetik  740. 
Elektrolyse  759. 
Elektromagnetismus  745. 
Elektromotorisches    Differential-  Gesetz 

746. 

—  Integral  746. 

—  Kraft  740. 
Elektrostatik  730. 
Elementargesetz  von  Ampere  746. 
Elemente,  adjungirte  77. 

—  der  Bahn  888. 

—  der  Function  3ü4. 

—  Verbesserung  der  924. 
Ellipse  499. 

Ellipsoid  564. 

Elliptische  Bewegung  885. 

—  Functionen  343. 

—  Integrale  326. 

—  Kegelschnitte  495. 
Elliptischer  Cylinder  565. 

—  Hyperboloid  564. 

—  Paraboloid  565. 
Elongation  612. 
Encke'sche  Anomalie  895. 
Energetik  579. 

Energie  der  Entladung  757. 

Entladung  757. 

Entropie  621. 

Ephemeride,  Berechnung  der  881. 

—  Vergleichung  der  883. 
Epicykloide  508. 
Erdquadrant  582. 
Ergänzungsellipsoid  768. 
Erhaltung  der  Flächen  636. 

—  der  Kraft  634.  672. 

—  der  Schwerpunktsbeweguug  635. 
Evolute  491. 

Evolvente  491. 

Excentrische  Anomalie  895. 


F. 


Factoren,  Zerlegung  18. 
Factorielle  13. 
Facultät  13. 
Fadencurven  675. 
Farbenring  763. 
Faser,  neutrale  700. 
Feld,  das  magnetische  755. 
Festigkeit,  Modus  der  701. 
Figurirte  Zahlen  22. 
Flächen,  einhüllende  571. 

—  isoelektrische  743. 

—  zweiter  Ordnung  563. 

—  -theorie  553.  556. 
Form,  canonische  66. 

—  m-ten  Grades  80. 
Frühlingspunkt  586. 
Function,  analytische  304. 

—  complexe  8. 

—  cy  klometrische  1. 

—  eindeutige  307. 

—  einwerthige  299. 

—  elliptische  336. 

—  ganze  305. 

—  hyperbolische  12. 

—  mehrdeutige  304. 

—  monogene  304. 

—  periodische  310. 

—  rationale  305. 

—  reguläi*e  304. 

—  mit  Vei^zweigungspankteu  300. 

—  vieldeutige  304. 

—  r(x)  269. 

—  Eiix)  278, 

—  Ci(x)  278. 

—  Si(x)  278. 

—  von  Bessel  387. 

Green  695. 

Hermitte  380. 

Jacobi  366. 

Fuuctioualdeterminante  80. 
Fusspunktscurveu  491. 
Fusspuuktsflächen  570. 

G. 

Gammafunction  269.  271.  274. 
Ganze  Functionen  305. 
Gase  628.  624. 
Gastheorie,  kinetische  627. 
Gedehnte  Oykloide  508. 
Gefälle  des  Potentials  731« 


] 
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Gegenwirkung  630. 
GemeinBchaftliche  Secante  471. 
Geminante  67. 
Geodätische  Linie  558. 
Geometrie,  analytische  454. 

—  der  Bewegung  636. 

—  der  Ebene  454. 

—  der  Geraden  458.  526. 

—  des  Punktes  454.  525. 

—  des  Baumes  525. 
Geometrische  Progression  20. 
Gerade  458. 

Geradlinige  Bahn  906. 

—  Bewegung  644. 
Geschlecht  der  Curve  476. 
Geschwindigkeit  579.  640. 
Gesetz  von  Boyle  627.  706. 

Brewster  608. 

Coulomb  752. 

Dalton  627. 

Joule  583.  624. 

Kepler  599. 

Kirchhof  741. 

Malus  770. 

Mariotte  624.  713. 

Ohm  582. 

Poisson  625. 

Eegnault  624. 

Gleichung  62.  66.  70. 

—  von  Alembert  634. 

—  der  Bahn  637. 

—  biquadratische  68.  73. 

—  von  Cagnoli  444. 

—  cubische  68.  73. 

—  der  Curven  637. 

—  von  Euler  681.  706.  708. 

—  von  Gauss  441.  607. 

—  fünften  Grades  73. 

Lagrange  634. 

Laplace  697.  736.  737. 

—  litterale  66. 

—  Näherungsverfahren      zur 
lösung  74. 

—  von  Nepper  442. 

—  unbestimmte  62. 

—  von  Weber  709. 
Grad  einer  Function  310. 
Gramm  577. 
Gravitation  577. 
Grenze  der  Würzen  70. 
Grenzwiukel  608. 


Auf- 


a 


Halbconvergente  Beihen  279. 
Harmonische  Oberreihe  717. 

—  Pole  498. 
Harmonisches  Verhältniss  457. 
Haupi-Brechungsezponent  770. 

—  Ebene  608. 

—  Ellipsoid  727. 

—  Normale  538. 

—  Normalschnitt  556. 
I      —  Punkte  608. 

—  Trägheitsmomente  678. 
Heliakischer  Aufgang  789. 
Hesperischer  Aufgang  789. 
Hdhenmessung  712. 

Höhere  Differentialquotienten  109. 
Holoedrisches  System  726. 
Homogene  Coordinaten  457.  463. 

—  Functionen  79. 
Horizont  584. 

Horizontale  Intensität  755. 
Hydrodynamik  705. 
Hydrodynamischer  Druck  710.   • 
Hydrostatik  704. 
Hydrostatischer  Druck  710. 
Hyperbel  502.  505. 
Hyperbolische  Functionen  12. 

—  Kegelschnitte  495. 

—  Beihe  45. 
Hyperbolischer  Cylinder  565. 
Hyperbolisches  Paraboloid  564. 
Hyperboloid,  elliptisches  564. 

—  mit  einer  Mantelfläche  564. 

—  mit  zwei  Mantelflächen  564. 


L 


Ideale  Gase  564. 
Identitäten  15. 
Imaginäre  Argumente  351. 
Indicatorische  Linie  555. 
Induction  736.  737. 

—  Capacität  der  737. 

—  Coefflcient  der  738. 

—  Constante  der  746. 

—  Curve  der  737. 

—  magnetische  754. 
Innerer  Aehnlichkeitspunkt  472. 
Innere  Reibung  708. 

—  Wärmeleitung  725. 
Instrumente,  dioptrische  615. 
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/ 


X 


m 


dx  136. 


f(a+bx)*'(x  +  ßxy^dx  141. 
f(a  +  bx  +  cx^)^x'^'^^dx  142. 
/(a-(-ftjr»4-cj:^*)''x~~^/a?  145. 
/(a  +  6.r  +  ex^y^ (a  +  ßxf  dx  147. 
/{a  +  &x")'"x^'^«d.r  149. 

yV"Va  +  6x"*dx  152. 

fx^'^a  +  bx'^  dx  156. 

//{.rP,  Vr=72'"}d;r  159.. 

y'.r'*Va+6x''«"*da;  164. 

/  a;*Va7+57^  djr  169. 
/^••(a''*  +  2'^'"^"*)^rfar  175. 
fx^Va  +  6.r  4-  cra**  rfo?  177. 
/(«  -)-  /Jx)"  (a  +  6:r  +  er«)"*-''«  rfx  184, 


/: 


dx 


(ft-\~ßx-\ )  \a-]-bx-\-cx^ 

//(sinx,  cosx)dx  190.  200. 

J  x^f{sinx)dx  193. 

/  x^f{cosx)dx  196. 

J  xyitgj-)  dx  209. 

J  fi^Ci  c*,  smr,  coftx)dx  210. 

y/(r,  io^or)  214. 

ff(x^arc'")  216. 
1 

yy(a;)  da:  237. 


0 


ff(x)dx  243. 


0 


OD 


0 


ff{r)dx  244. 
ff(x)d.r  256. 


—  X 

4 


/'/(.')  dx  259. 


2 


f/(.r)dx  261. 
b 

ff{x)dx  265. 


av 


J'/{x)dx  267. 


Integrale    der    Mascheronisclieu    Con- 
stante  A  =  0,577  273. 

—  -Doppel  225. 

—  elliptische,  erster  Gattang  326. 

zweiter  Gattang  327. 

dritter  Gattang  329. 

—  der  Function  Gamma  274. 

—  von  Foarier  284, 

—  der  imaginären  Argumente  2-i8. 

—  pseudoelliptische  325. 

—  transcendent«  278. 
Integralgesetz,  elektromotorisches  746. 

—  ponderomotorisches  746. 
Intensität,  horizontale  755. 

—  des  Lichtes  760. 

—  des  magnetischen  Feldes  755. 
186.     Interferenz  761. 

'  Interpolation  64. 

Involution  457.  462. 
<  Isodynamische  Zustandsanderuug  624. 

Isoelektrische  Curveu  744. 
I      —  Flächen  743. 
,  Isotherme  Zustandsanderuug  625. 

Isotix>pe  Körper  725. 

—  Medien  737. 


J. 

Jahr,  gregorianisches  798. 

—  julianisches  798. 

—  tropisches  798. 
Jahreszeit  799. 


K. 

Kegelschnitte  497. 

—  elliptische  495. 

—  hyperbolische  495. 

—  flächen  568.  572. 

—  parabolische  495. 

—  Pole  der  498. 

—  Polaren  der  498. 

—  Sätze  über  allgemeine  497. 
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Kettenbrüche  52. 
Kettenlinie  522. 
Kinematik  636. 
Kinetische  öastheorie  627. 
Kirchhofs  Gesetze  741. 
Klangfarbe  717. 
Kometenbahnbestimmung  917. 

Komma  716. 
Knoten-Ebenen  609. 

—  Punkte  608. 

—  Astron.  718. 
Körper,  anisotrope  726. 

—  astatische  666. 

—  Capacit&t  des  732. 
.    —  isotrope  725. 

Kraft  579. 

—  Antrieb  der  660. 

—  beschleunigende  660. 

—  bewegende  660. 

—  brechende  617. 

—  condensirende  737. 

—  elektrische  580. 

—  lebendige  579. 

—  ponderomotorische  745. 

—  zerstreuende  617. 

—  Erhaltung  der  634.  672. 

—  Linien  der  689. 
Kreis  468. 

—  von  Bresse  639. 
Kreisbahn  907. 
Kreismikrometer  864. 
Kreisprocess,  umkehrbar  621. 

—  nicht  umkehrbar  621. 

—  vollständiger  621. 
Krummlinige  Bewegung  649. 
Krümmung  536. 

—  Ebene  der  537. 

—  Maass  der  557. 

—  Eadius  der  537. 

—  Winkel  der  540. 
Krümmungskreis  480. 

—  'linien  558. 
Kugel  536. 
Kugelfunction      I.  Art  585. 

—  II.     „     585. 

—  III.     „     386. 
Kugelwelle  719. 


L. 


Ladung  732. 
Länge  586. 

—  des  Bekundenpendels  578. 
Längendiflferenz-Berechuuug  849. 


Latente  Wärme  620. 
Lebendige  Kraft  579. 

—  Erhaltung  der  634.  672. 

—  Satz  der  634. 
Leitungs-Ellipsoid  727. 

—  Gleichung  741. 

—  specifische  739. 
Lemniskate  518. 
Libration  858. 
Licht-Theorie  .760. 
Lineare  Excentricität  499. 

—  Polarisation  608. 

—  Substitution  78. 

—  Vergrösserung  612. 
Linie,  elastische  701. 

—  Frauenhofer'sche  617. 

—  geodätische  558. 

—  indikatorische  555. 
Liniencoordinaten  455.  457. 
Linse  613. 

—  System  613. 

—  unendlich  dünne  614. 
Lügarithmische  Curve  523. 

—  :^otential  697. 

—  Eeihen  31. 

—  Spirale  513. 

—  unendlich  303. 
Longiraetrisch  435. 
Longitudinalschwingung  721. 

M. 

1  Maass,  absolutes  577. 

i      —  des  Biegungsmoments  702. 

I      —  elektrisches  579. 

—  elektromagnetisches  581. 

—  der  Krümmung  557. 

—  magnetisches  579. 

—  mechanisches  579. 

—  der  Präcission  771. 

—  praktisches  582. 

—  statisches  582. 
Magnetismus  581.  730.  752.  755. 
Magnetische  Axe  753. 

—  Induction  754. 

—  Intensität  581.  755. 

—  Maass  579. 

—  Moment  581. 

—  Potential  581. 

—  Theorie  von  Ampere  751. 
Mantelfläche,  Hyperboloid  mit  564. 
Masse  631. 

Massenbestimmung  307. 
Massenmittelpunkt  661. 
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Materie  630. 

Maxima  114. 

Mechanik  630. 

Mecbaniscbe  Quadraturen  232. 

—  Wärmetheorie  620. 
Medium,  absolutes  617. 

—  anisotropiflches  738. 

—  dielektrisches  737. 

—  isotropes  739. 
Mehrdeutige  Function  304. 
Mehrfache  Argumente  348. 
Menge  des  Magnetismus  581. 
Meridian  585. 

—  Bestimmung,  genäherte  830. 
Merkurdurchgang  844. 
Meteoritenbahn  908. 
Mikroskop  615. 

Mikroskopische  Diffraktion  766. 
Mittelebene,  astatische  698. 
Mittelpunkt  563.  661. 
Mittelpunktsgleichung  499.  901. 
Mittel werthe  7. 

Moment  659. 

—  Axe  des  6«1. 

—  magnetischem  581. 

—  des  Punktes  661. 

—  statisches  579. 
Mond- Distanzen  838. 

—  Finsternisse  851. 

—  Libration  8- »8. 

—  -Phasen,  Berechnung  der  857. 

—  Pol,  Bestimmung  der  85y. 

—  Theorie  304. 
Monogene  Functionen  304. 


N. 


Nahepunkt  615. 
Näherungswerthe  4. 
Nepper'sche  Analogien  442. 
Neumann's  elektrodynamisches  Potential 

697. 
Neutrale  Axe  702. 

—  Faser  700. 
Newton's  Farbenringe  763. 

—  Gesetz  697. 

—  Secanteugesetz  764. 
Nichtrest  59. 
Niveauflächen  731. 
Normalbeschleunigung  642. 

—  Form  von  Legendre  331. 
-Jacübi  331. 

Numerische  Excentricität  499. 

—  Reihen  46. 


I 


0. 


Oberflächen  553. 

Oberreihe,  harmonische  717. 
'  Objektiv  616. 

Ocolar  616. 
.  Oeffhung,  Ausflugs  durch  eine  7lo. 
I  Ohm's  Gesetz  582.  740. 

Optik  760. 

Ordnung  der  Curve  475. 

Orthogonale  Subetitation  78. 

Osculatorische     Flache     zweiter    Ord- 
nung 556. 


p. 


n  Numerische  Werthe  95. 

Parabel  506. 

Parabolische  Bahn  888.  917. 

Cylinder  565. 

Paraboloid,  elliptisches  564. 

—  hyperbolisches  564. 
Parallaxe  592. 

—  äquatoreal-horizontale  801. 

—  horizontale  801. 
Parallele  Curven  488. 
Parallelismus  der  Schichten  7lu. 
Pai-tialtöne  717. 

Pendel  686. 
Perihel  800. 
Perioden-Paare  310. 

—  -Parallelogramm  31ü. 
Periodische  Functionen  310. 
Permutation  16. 
Phase  760. 

Planetenbahnbestimmung  912. 
Polbestimmung    für    beliebige    £poche 

809. 

Polare  477.  498.  562. 

Polarisation  580. 

Polarisirt  608. 

Polhöhe,  Bestimmungen  der  825. 

Polyedralzahlen  22. 

Polygon  der  Oeschwindigkeiten  640. 
I  polygonalzalüen  22. 
I  Polynomialreihen  40. 
>  Ponderomotorisches  Integralgesetz  746. 

—  Kräfte  745. 
Potential  580.  688.  731. 

—  -Differenz  580. 

—  des  Ellipsoids  696. 

—  das  logarithmische  697. 

—  das  Newton'sche  697. 
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Potential  von  Neumann  746. 

PräccBsion  806. 

Primfunction  305. 

Princip  von  d'Alembert  633.  720. 

Dirichlet  693. 

Gauss  666. 

Hamilton  634. 

Hooke  720. 

der  kleinsten  Wirkung  675. 

—  der  Superposition  736. 

—  von  der  virtuellen   Verschiebung 

671. 
Prisma  616. 

—  achromatische  617. 

—  von  Amici  617. 

Problem,  das  allgemeine  der  drei  Kör- 
per 982. 

—  Gyldens    Behandlung    desselben 
950. 

Process,  Kreisprocess  der  Wärmetheorie 
621. 

Q. 

g-Function  377.  378. 
Quadratische  Gleichungen  68. 

—  Nichtreste  59. 

—  Variante  66. 
Quadratriz  515.  516. 
Quadraturen,  mechanische  232. 
Quotient,  vollständiger  55. 


R. 


Badiant  908. 

Bationale  Function  118.  305. 

Bationalmacheh  63. 

Baum,  analytische  Geometrie  des  525. 

—  -Curven  543. 
Bäumliche  Dilatation  699.  708. 
Beciprocitätssatz  von  Jacobi  62. 

—  von  Legendre  61. 
Beciproke  Determinante  77. 
Bectascension  779. 
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